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*  §  1.  La  Mécanique  est  la  science  des  forces  et  du  mou- 
Tement. 

Un  corps  est  dit  en  mouvement ,  lorsqu'il  occupe  suc- 
cessivement difiërentes  positions  dans  l'espace.  II  est  en 
repos,  lorsque ,  au  contraire ,  il  conserve  la  position  qu'il 
avait  d'abord. 

Un  coips  qui  est  en  repos  ne  tend  pas  de  lui-même  à  sor- 
tir de  cet  état  pour  passer  à  l'état  de  mouvement;  une  fois 
en  mouvement,  il  continue  de  lui-même  à  se  mouvoir  sui- 
vant certaines  lois.  Toutes  les  fois  qu'un  corps  passe  de 
l'état  de  repos  à  l'état  de  mouvement,  ou  bien  que  ce  corps, 
une  fois  en  mouvement,  se  meut  suivant  des  lois  différentes 
de  celles  dont  nous  venons  de  parler,  c'est  qu'il  est  soumis  à 
l'action  de  quelque  cause  qui  détermine  ces  changements 
dans  son  état  de  repos  ou  de  mouvement  Cette  cause, 
quelle  qu'elle  soit,  on  la  nomme  force.  Une  force  est  donc 
une  cause  quelconque  de  mouvement  ou  de  modification  de 
mouvement. 

§  2.  On  peut  étudier  le  mouvement  d'un  corps  sans  s'oc- 
cuper en  aucune  manière  des  forces  auxquelles  sont  dues 
les  diverses  modifications  de  ce  mouvement.  Cette  étude  du 
mouvement  en  lui-même  constitue  une  branche  de  la  Méca- 
nique,  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  Cinématique  (du 
mot  grec  Kcyx/xa,  qui  signifie  mouvement).  II  est  clair  que, 
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dans  une  pareille  élude  du  mouvement  des  corps,  on  peut 
faire  abstraction  de  la  matière  dont  ils  sont  formés,  de 
manière  à  les  réduire  à  des  corps  purement  géométriques. 

On  considère  déjà  des  mouvements  en  Géométrie  :  en  fai- 
sant mouvoir  des  lignes  données ,  suivant  certaines  condi- 
'lions,  on  engendre  des  surfaces.  Mais  on  ne  s^occupe  que  des 
diverses  positions  que  prennent  successivement  les  lignes 
mobiles,  sans  s'inquiéter  du  temps  qu'elles  ont  pu  employer 
pour  aller  de  Tune  à  l'autre.  Dans  la  Cinémalique ,  l'idée  de 
temps  se  joint  à  celle  des  déplacements  que  prennent  les 
corps  ou  lès  figures  que  Ton  considère. 

Lorsque,  aux  idées  de  déplacement  et  de  temps,  on  joint 
l'idée  de  force,  on  entre  dans  une  autre  branche  de  la 
Mécanique,  à  laquelle  nous  attribuerons  le  nom  de  Dy- 
namique (^&fi  mot  grec  Auvor/ixiç,  qui  signifie  force).  Alors 
il  n'est  plus  permis  de  faire  abstraction  de  la  matière  dont 
les  corps  sont  formés;  la  quantité  plus  ou  moins  grande 
de  matière,  qui  constitue  un  corps  tout  entier  ou  bien  les 
diverses  parties  dans  lesquelles  on  le  divise  par  la  pensée, 
doit  nécessairement  entrer  en  considération  dans  l'étude  du 
mouvement  que  prend  ce  corps  sous  l'action  de  certaines 
forces. 

Ainsi,  la  Mécanique  se  divise  naturellement  en  deux 
branches,  savoir  :  la  Cinématique  et  la  Dynamique.  La  Dy- 
namique ayant  un  développement  beaucoup  plus  grand 
que  la  Cinématique,  nous  la  diviserons  elle-même  en  trois 
parties.  L'ensemble  des  théories  que  nous  allons  exposer  sera 
donc  réparti  entre  quatre  livres,  de  la  manière  suivante  : 

Livre  l  —  Qnématiqae. 

Un»  tL  —  Dynamique,  l'*  patifei  —DePéifiinibre  et  da  miNirement  d*iui  point 

matériel. 
LiYBE  ni.  —  Dynamique,  2«  partie.  —  De  l*éqnIHbre  des  systèmes  matériels. 
LiTM  1T.  —  Dynamique,  9*  partie.  —  Da  moaveinettt  des  tystèmei  matériclt. 


LIVRE  I*REMIER. 


CINÉMATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


MOUVEMENT  d'uN   POINT. 


§  8.  Trajectoire.  —  La  suite  des  positions  par  les- 
quelles passe  successirement  un  point  mobile,  forme  une 
ligne,  droite  ou  courbe,  que  l'on  nomme  sa  îrujeetoire.  Le 
point  décrit  cette  ligne  d'une  manière  continue  \  c'est-ànlire 
qall  ne  peut  pas  aller  d'une  position  à  une  autre  sans  pas- 
ser par  toutes  les  positions  intermédiaires  que  Ton  peut 
imaginer  sur  sa  trajectoire. 

Le  mouvement  d'un  point  est  dit  rectiligne  ou  curvili- 
gne, suivant  que  sa  trajectoire  est  une  ligne  droite  ou  une 
ligne  courbe. 

'  §  II.  Equation  du  mouvemeiit  sur  la  trajeetoire. 
—  Pour  que  le  mouvement  d'un  point  soit  complètement 
connu,  il  faut  que  l'on  connaisse,  non-seulement  sa  trajec- 
toire, mais  encore  la  loi  suivant  laquelle  il  en  parcourt  les 
diverses  parties  ;  il  faut  que  l'on  sache  quel  temps  il  emploie 
à  passer  d'une  quelconque  des  positions  qu'il  occupe  suo- 
cessivement ,  à  une  autre  de  ces  positions. 

Soit  AB,  /{^.  1,  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  0  un 
point  fixe  pris  sur  cette  trajectoire ,  et  M  la  position  du 
4. 
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point  mobile  à  la  fin  du  temps  /.  Désignons  par  s  la  dis- 
ut  tance  OM  comptée 

sur  la  trajectoire,  dis- 


'^•»'  *•  tance  qui  sera  posi- 

tive ou  négative,  suivant  que  le  point  M  se  trouvera  d'un 
côté  ou  de  l'autre  du  point  fixe  0.  Le  mouvement  du  point 
mobile  sera  connu ,  si ,  à  la  connaissance  de  la  trajectoire 
AB,  on  joint  celle  de  la  relation 

qui  existe  entre  la  distance  s  et  le  temps  i.  A  l'aide  de  cette 
relation,  qu'on  nomme  l'équation  du  mouvement  sur  la 
trajectoire,  on  peut  déterminer  toutes  les  circonstances  que 
présente  le  mouvement. 

■"  §  5.  Représen talion  graphique  de  la  loi  da  mon- 
vemenl.  —  Convenons  de  représenter  un  temps  quelconque 
par  une  ligne  dont  la  longueur  soit  proportionnelle  à  ce 
temps;  et  pour  cela  adoptons  arbitrairement  une  certaine 
ligne  pour  représenter  l'unité  de  temps.  Si  nous  regardons 
la  ligne  qui  représente  le  temps  t,  et  la  valeur  correspon- 
dante de  la  distance  s,  comme  étant  l'abscisse  et  l'ordonnée 
d'un  point,  rapportées  à  un  système  d'axes  coordonnés  rec- 


Fig.  2. 


tangulaires  OT,  OS,  fig.  2,  les  divers  systèmes  de  valeurs 
des  variables  s  et  t  fourniront,  sur  le  plan  SOT,  une  série 
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de  points  formant  une  ligne  telle  que  CDEFGH.  Cette 
ligne,  dont  Téquation  n'est  autre  chose  que  Téquation  du 
mouvement 

pennet  de  saisir  d'un  coup  d'œil  les  diverses  particularités 
que  présente  successivement  le  mouvement  dont  on  s'oc- 
cupe. 

C'est  ainsi  que,  d'après  la  forme  qui  a  été  donnée  à  la 
ligne  dont  il  s'agit,  sur  la  fig.  2,  on  voit  que  le  point  mobile 
s'éloigne  d'abord  de  plus  en  plus  du  point  fixe  à  partir  du- 
quel on  compte  la  distance  9,  jusqu'à  ce  que  le. temps  /  ait 
pris  la  valeur  qui  correspond  à  l'abscisse  ODi  du  point  D  : 
alors  la  distance  du  mobile  au  point  fixe  est  égale  à  l'ordon- 
née du  point  D.  A  partir  de  cet  instant,  ic  mouvement 
change  de  sens  ;  le  point  mobile  revient  vers  le  point  fixe  et 
finit  par  l'atteindre,  lorsque  le  temps  /  prend  la  valeur  cor- 
respondant à  l'abscisse  0£.  Alors,  la  courbe  s'abaissant  au'* 
dessous  de  l'axe  OT,  #  prend  des  valeurs  négatives  ;  c'est-à- 
dire  que  le  point  mobile,  après  avoir  atteiht  le  point  fixe,  le 
dépasse  en  continuant  à  se  mouvoir  dans  le  même  sens.  Lors- 
que le  temps  /  acquiert  la  valeur  qui  correspond  à  l'abscisse 
OFi  du  point  F,  le  point  mobile  cesse  de  s'éloigner  du  point 
fixe;  le  sens  de  son  mouvement  change  de  nouveau  ;  il  se 
rapproche  de  ce  point  fixe,  l'atteint  lorsque  le  temps  t  de- 
vient égal  à  l'abscisse  OG,  puis  le  dépasse  et  revient  ainsi 
se  placer  du  côté  où  il  se  trouvait  d'abord. 

Il  est  clair  que,  dans  la  construction  de  la  courbe  destinée 
à  la  représentation  de  la  loi  d'un  mouvement,  il  n'est  pas  né^ 
cessaire  de  prendre  les  diverses  ordonnées  précisément 
égales  aux  distances  s  du  point  mobile  au  point  fixe  :  on 
peut  réduire  ces  distances  dans  un  rapport  quelconque,  pris 
arbitrairement,  c'est-à-dire  adopter  une  ligne  quelconque 
pour  représenter  l'unité  de  longueur  avec  laquelle  les  dis- 
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tances  $  sont  évaluées.  Les  abscisses  et  les  ordonnées  se  trou- 
vent ainsi  construites  à  des  échelles  que  l'on  choisit  à  vo- 
lonté ;  en  sorte  que  Ton  peut  donner  à  la  figure  totale  telles 
dimensions  qu'on  veut  dans  les  deux  sens. 

Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  la  ligne  que  nous  ve- 
nons de  définir ,  et  qui  sert  ^  représenter  la  loi  du  mouve  - 
ment  d'un  point,  avec  la  ligne  que  ce  point  décrit  dans  l'es- 
pace, et  que  nous  nommons  sa  trajectoire. 
^  §  6.  llonvemeiit  unlforiiie,  vltemet  —  Le  mouve- 
ment d'un  point  est  dit  uni farmej  lorsque  ce  point  parcourt 
sur  sa  trajectoire  des  espaces  égaux  en  temps  égaux,  quels 
que  soient  ces  temps  ;  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  les 
espaces  qu'il  parcourt  dans  des  temps  quelconques  sont  pro- 
portionnels aux  temps  employés  à  les  parcourir.  Il  résulte 
de  cette  difinition  que  l'équation  du  mouvement  uniforme  est 

a  est  la  distance  du  point  mobile  au  point  fixe,  à  l'instant 
à  partir  duquel  on  compte  le  temps  t.  Le  coefficient  b  est 
positif  ou  négatif,  suivant  que  la  distance  0  augmente  ou 
diminue  avec  le  temps,  c'est-à-dire  suivant  que  le  mou- 
vement a  lieu  dans  le  sens  des  ê  positifs,  ou  en  sens  con- 
traire. 

Les  mouvements  uniformes  se  distinguent  les  uns  des 
autres  par  le  degré  plus  ou  moins  grand  de  rapidité  ou  de 
lenteur  de  chacun  d'eux.  Il  est  naturel  de  pi^ndre  pour  me- 
sure de  ce  degré  de  rapidité  ou  de  lenteur,  le  chemin  que 
parcourt  le  point  mobile  pendant  l'unité  de  temps  :  c'est 
ce  qu'on  nomme  la  vitesse  du  mobile. 

D'après  la  fonpe  que  nous  venons  d'assigner  à  l'équation 
du  mouvement  uniforme,  il  est  clair  que  la  valeur  absolue 
du  coefficient  b  n'est  autre  chose  que  la  quantité  dont  la 
distance  s  varie  pendant  l'unité  de  temps  ;  c'est-à-dire  que 
cette  valeur  absolue  de  b  est  précisément  la  vitesse  du  mo- 
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bile.  D'ailleurs,  en  attribuant  à  la  vitesse  le  sens  dans  lequel 
s'effectue  le  mouvement,  on  voit  qu'elle  est  dirigée  dans  le 
sens  des  9  positifs  ou  en  sens  contraire,  suivant  que  b  est 
positif  ou  négatif.  Si  donc  nous  convenons  de  regarder  la 
vitesse  Comme  positive  lorsqu'elle  est  dirigée  dans  le  premier 
sens,  et  comme  négative  lorsqu'elle  est  dirigée  dans  le  sens 
opposé,  nous  pouvons  dire  que,  dans  tous  les  cas,  la  vitesse 
du  mouvement  uniforme  est  égale  à  b. 

'  §  7.  Dans  le  cas  du 
mouvement  uniforme  , 
la  ligne  qui  représente 
la  loi  du  mouvement 
(§  5)  se  réduit  à  une 
ligne  droite.  Cette  ligne 
CD  est  dirigée,  comme 
on  le  voit  sur  la  fig.  3 
ou  sur  la  fig.  &,  suivant 
que  le  mouvement  a  lieu 
dans  le  sens  des  1  posi- 
tifs ou  en  sens  contraire. 
Pour  trouver  la  vi- 
tesse du  mouvement  uni- 
forme représenté  par  la 
ligne  CD,  dans  l'un  ou 
l'autre  cas ,  il  suffit  de  tracer,  à  partir  d'un  point  quel- 
conque £,  une  ligne  droite  EF  parallèle  à  OT  et  égale 
à  la  ligne  qui  représente  l'unité  de  temps,  puis  de  mener 
par  le  point  F  une  parallèle  à  OS  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  ligne  CD,  en  G.  La  ligne  F  G  représente  la  quantité 
dont  s  varie  dans  l'unité  de  temps,c'est-à-dire  la  valeur 
absolue  de  la  vitesse  du  mobile.  Quant  au  signe  de  cette 
vitesse,  il  est  indiqué  par  la  position  de  la  ligne  CD  :  la 
vitesse  est  positive  dans  le  cas  de  la  fig.  3,  négative  dans 
le  cas  de  la  fig.  U. 
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^  §8.  Movvemeiit  varié ,  vitesse.  — Tout  luouvement 
qui  n'est  pas  uniforme  est  dit  varié;  dans  un  pareil  mouve- 
ment, les  espaces  parcourus  dans  des  temps  quelconques  ne 
sont  généralement  pas  proportionnels  aux  temps  employés  à 
les  parcourir. 

Imaginons  que  le  temps  total,  pendant  lequel  s'effectue 
un  mouvement  varié,  soit  divisé  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales.  Concevons  en  outre  que  le  mouvement  du 
mobile,  pendant  chacun  de  ces  intervalles  de  temps  partiels, 
soit  remplacé  par  un  mouvement  uniforme,  en  vertu  duquel 
ce  mobile  parcoure  la  même  portion  de  sa  trajectoire  pen- 
dant la  durée  de  cet  intervalle  de  temps  partiel.  La  succes- 
sion des  mouvements  uniformes,  que  nous  substituons  ainsi 
au  mouvement  varié,  dans  les  diverses  parties  dans  lesquel- 
les la  durée  totale  du  mouvement  a  été  décomposée,  cons- 
tituera un  nouveau  mouvement  varié  différent  de  celui 
que  nous  avions  d'abord.  Mais  la  différence  qui  existe  entre 
ces  deux  mouvements  sera  de  plus  en  plus  faible,  à  mesure 
que  le  nombre  des  parties  égales  dans  lesquelles  nous  avons 
divisé  le  temps  total  sera  plus  considérable  ;  et  nous  pou- 
vons regarder  le  second  mouvement  comme  tendant  indéfi- 
niment à  se  confondre  avec  le  premier,  si  nous  supposons 
que  le  nombre  de  ces  parties  du  temps  total  augmente  jus- 
qu'à l'infini.  C'est  ce  qu'on  exprime  simplement,  en  disant 
qu'un  mouvement  varié  quelconque  peut  être  regardé  comme 
étant  la  succession  d'une  infinité  de  mouvements  uniformes, 
dont  chacun  a  lieu  pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment 
petit.  Ces  mouvements  uniformes  successifs  constituent  les 
éléments  du  mouvement  varié  que  l'on  considère. 

En  nous  plaçant  à  ce  point  de  vue,  il  nous  sera  facile 
d'étendre  au  mouvement  varié  la  notion  de  vitesse  à  laquelle 
nous  avons  été  conduits  en  nous  occupant  du  mouve- 
ment uniforme.  On  nomme  vitesse  à  un  instant  quelcon- 
que, dans  un  mouvement  varié,  la  vitesse  du  mouvement 
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uniforme  élémentaire  qui  fait  partie  du  mouvement  varié  à 
cet  instant. 

Si  Ton  mène  une  tangente  à  la  trajectoire,  au  point  où  se 
trouve  le  mobile  à  un  instant  quelconque,  c'est  suivant  cette 
tangente  qu'est  dirigé  le  mouvement  élémentaire  du  mobile 
à  cet  instant.  Il  suffit  alors  de  porter  sur  la  tangente,  à  par- 
tir du  point  de  contact,  et  dans  le  sens  du  mouvement,  une 
longueur  égale  à  la  vitesse  que  possède  le  mobile  dans  ce 
mouvement  élémentaire,  pour  avoir  une  ligne  droite  qui  re- 
présente à  la  fois  la  grandeur,  la  direction  et  le  sens  de 
celte  vitesse  du  mobile. 

"  §  9.  Détermination  analytique  de  la  vitesse.  — Si  nous 
supposons  que  Ton  connaisse  Téquatiou  du  mouvement  sur 
la  trajectoire, 

nous  en  déduirons  facilement  la  valeur  de  la  vitesse  v  du 
point  mobile  à  un  instant  quelconque.  La  distance  du  mobile 
au  point  fixe  étant  «  à  la  fin  du  temps  /,  et  s^ds  à  la  fin  du 
temps  t-\-dt,  il  est  clair  que  ds  est  le  chemin  parcouru  par 
ce  mobile  sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  dt.  Si  nous 
regardons  le  mouvement  comme  uniforme  pendant  le  temps 
infiniment  petit  dtj  conformément  aux  considérations  qui 
viennent  d*étre  indiquées  (§  8),  la  vitesse  de  ce  mouvement 
uniforme  sera  la  vitesse  du  mobile  à  la  fin  du  temps  /.  Or,  le 
chemin  parcouru  pendant  le  temps  dt  étant  égal  à  ds^  le 
chemin  qui  serait  parcouru  dans  Funité  de  temps,  en  vertu  du 

même  mouvement  uniforme,  est  égal  à  -r  :  donc  la  vitesse  v 

que  Ton  cherche  est  donnée  par  Texpression 

ds 

Il  est  bon  d'observer  que,  ds  étant  positif  ou  négatif  sui- 
vant que  le  mouvement  est  dirigé  dans  le  sens  des  *  positifs 
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OU  en  sens  contrairei  l'expression  qui  vient  d*étre  obtenue 
pour  la  vitesse  v  du  mobile  fait  connaître  à  la  fois  la  gran*- 
deur  et  le  sens  de  cette  vitesse. 

§  10.  Détermination  géométrique  de  la  viteae.  — Soit 
CD,  fig.  hj  la  courbe  qui  représente  la  loi  d'un  inouvement 


ng.  s, 


varié  (§  5).  La  substitution  d'un  mouvement  uniforme  au 
mouvement  varié,  pendant  le  temps  qui  est  représenté  par 
Cl  El ,  avec  la  condition  que  le  chemin  parcouru  par  le  mobile 
pendant  ce  temps  soit  le  même  que  celui  qu'il  parcourt  dans 
le  même  temps  en  vertu  de  ce  mouvement  varié,  revient  à  la 
substitution  de  la  porde  CE  à  la  portion  de  la  courbe  CD 
que  cette  corde  sous-tend.  En  sorte  que,  si  nous  divisons  la 
durée  totale  du  mouvement,  représentée  par  Ci  Dj ,  en  cinq 
parties  égales,  et  que  nous  supposions  que  le  mouvement  varié 
soit  remplacé  par  un  mouvement  uniforme  dans  chacune  de 
ces  cinq  parties,  toigours  avec  la  condition  que  le  chemin 
parcouru  dans  chacune  d'elles  reste  le  même,  cela  revient  à 
remplacer  la  courbe  CD  par  un  polygone  formé  des  cinq 
cordes  CE,  EF,  FG,  GH,  HD.  Telle  est  la  traduction 
géométrique  de  la  considération  indiquée  au  commence- 
ment du  S  8. 
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D'après  cela,  quand  nous  disons  qu'un  mouvement  varié 
peut  être  regardé  comme  étant  la  succession  d'une  infinité 
de  mouvements  uniformes ,  dont  chacun  a  lieu  pendant  un 
intervalle  de  temps  infiniment  petit,  nous  faisons  exacte- 
ment la  même  chose  que  si  nous  disions  que  la  courbe  CD, 
qui  représente  la  loi  de  ce  mouvement,  peut  être  regardée 
comme  un  polygone  formé  d'une  infinité  de  côtés,  dont 
chacun  est  infiniment  petit.  Cette  dernière  idée,  avec 
laquelle  on  est  familiarisé  en  géométrie,  permet  de  sai- 
sir plus  facilement  la  véritable  signification  de  la  pre- 
mière. 

Pour  trouver 
la  vitesse  du 
mobile  à  la  fin 
du  temps  t  re- 
présenté par 
l'abscisse  0£i , 
fig.  6,  il  faut 
chercher  la  vi- 
tesse du  mou- 
vement unifor- 
me représenté 
par  l'élément 
rccliligne  de  la  courbe  CD  auquel  appartient  le  point  £  de 
cette  courbe.  Si  ce  mouvement  uniforme,  qui  n'a  lieu  que 
pendant  uu  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  persistait 
pendant  un  temps  quelconque,  il  serait  représenté  par  le 
même  élément  rectiligne  prolongé  indéfiniment  en  ligne 
droite,  c'est  à  dire  par  la  tangente  £  F  menée  par  le  point  £ 
à  la  courbe  CD.  Or  nous  savons  trouver  la  vitesse  d'un 
mouvement  uniforme,  lorsque  nous  connaissons  la  ligne 
droite  qui  le  représente  (§  7).  Menons  par  le  point  £  une 
ligne  droite  £G  parallèle  à  OT,  (st  égale  à  la  ligne  que  nous 
avons  adoptée  pour  représenter  l'unité  de  temps  ;  menons 
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ensuite,  par  le  point  G,  la  ligne  G  H  parallèle  à  OS  :  cette 
dernière  ligne,  terminée  à  la  tangente  EF,  représente  la  vi- 
tesse que  nous  cherchons. 

"^  §  11.  Mouvement  aniformémeiit  varié.  —  Comme 
exemple  de  mouvement  varié,  prenons  le  mouvement  qui  a 
pour  équation 

La  vitesse ,  à  un  instant  quelconque,  a  pour  valeur  (§  9) 

On  voit  que  la  vitesse  varie  proportionnellement  au  temps. 
C*est  pour  cela  qu*on  donne  au  mouvement  dont  il  s'agit  le 
nom  de  mouvement  uniformément  varie', 

Sïbeic  sont  de  même  signe,  la  vitesse  v  conserve  toujours 
le  même  signe  que  chacune  de  ces  deux  quantités;  le  mou- 
vement s'effectue  donc  toujours  dans  le  même  sens  :  il 
reste  constamment  dirigé  dans  le  sens  des  s  positifs  ou 
dans  le  sens  contraire,  suivant  que  h  ci  c  sont  positifs  ou 
négatifs.  La  valeur  absolue  de  la  vitesse  allant  constamment 
en  croissant  de  quantités  égales  en  temps  égaux,  on  dit  que 
le  mouvement  est  uniformément  accélère*. 

Si  A  et  0  sont  de  signes  différents,  v  est  d*abord  de  même 
signe  que  i;  mais,  à  mesure  que  t  augmente,  la  valeur 
absolue  de  v  diminue ,  et  cette  valeur  finit  bientôt  par  de- 
venir nulle;  à  partir  de  là,  v  prend  et  conserve  indéfiniment 
un  signe  contraire  à  celui  de  b,  et  sa  valeur  absolue  va  con&* 
tamment  en  augmentant.  Le  mouvement  a  donc  lieu  d'abord 
dans  le  sens  indiqué  parle  signe  de  A,  et  se  ralentit  de  plus 
en  plus;  il  est  alors  uniformément  retardé.  Puis,  au  bout 
de  quelque  temps,  il  change  de  sens,  et  dès  lors  il  s'accélère 
indéfiniment  :  il  devient  uniformément  accéléré, 
"  §  12.  Projection  da  mouvement  sur  un  pian  ixe. 
—  P('ndant  qu'un  point  se  meut  dans  l'espace,  en  décrivant 
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one  trajectoire  AB,  fig.  7,  on  peut  concevoir  qu'on    le 
projette  à  cb  aque  instant  sur  un  plan  fiie  PQ,  en  menan 


Fig,  7. 


par  la  position  M  qu'il  occupe  une  droite  M  m  parallèle  à 
une  ligne  fixe  donnée.  Les  projections  ainsi  obtenues,  pour 
les  diverses  positions  du  point  mobile  dans  l'espace,  peu- 
vent être  regardées  comme  les  positions  successives  d'un 
second  point  qui  se  mouvrait  dans  le  plan  PQ.  Le  mouve- 
ment de  ce  second  point  est  ce  qu'on  nomme  la  projection 
du  mouvement  du  premier  point  sur  le  plan  PQ. 

Il  est  clair  que  la  trajectoire  ab  an  mouvement  projeté 
n'est  autre  chose  que  la  projection  de  la  trajectoire  Â  B  du 
mouvement  dans  l'espace. 

Soient  MM'  et  mm!  les  chemins  infiniment  petits  parcou- 
rus, pendant  le  même  élément  dt  an  temps,  par  le  point 
mobile  dans  l'espace,  et  par  sa  projection  sur  le  plan  PQ; 
m.mf  est  évidemment  la  projection  de  MM'.  Pour  avoir  la 
vitesse  MN  du  point  mobile  dans  l'espace,  il  faut  diviser 
M  M' par  dt;\2i  vitesse  m  n  de  la  projection  de  ce  point  sur 
le  plan  PQ  s'obtiendra  de  même  en  divisant  mm'  par  dt 
Ces  deux  vitesses  sont  donc  entre  elles  dans  le  même  rap- 
port  que  les  lignes  infiniment  petites  MM',  mm' ;  et  comme 
leurs  directions  sont  les  mêmes  que  celles  de  ces  lignes 
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MM',  mm'j  il  en  résulte  que  la  vitesse  mn  du  mouve- 
ment projeté  est  la  projection  de  la  vitesse  M  N  du  mouve- 
ment de  Tespace. 

Ce  que  nous  venons  de  dire,  ayant  lieu  pour  une  projection 
oblique  quelconque,  a  lieu  également  pour  la  projection  or- 
thogonale, qui  n*en  est  qu'un  cas  particulier. 

§  13.  Projection  da  mouvement  sur  nne  droite  ixe» 
—  Au  lieu  de  projeter  le  point  mobile  sur  un  plan  fixe,  on 
peut  le  projeter  sur  une  droite  fixe,  en  menant  par  chacune 
de  ses  positions  successives  un  plan  parallèle  à  un  plan  di- 
recteur donné.  Le  mouvement  projeté  est  alors  un  mouve- 
ment rectiligne  dirigé  suivant  la  droite  fixe. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  de  la  projection  sur  un 
plan,  on  reconnaît  facilement  que  la  vitesse  du  point  projeté, 
à  un  instant  quelconque,  est  la  projection  de  la  vitesse  que 
possède  le  point  de  Tespace  au  même  instant. 

Cette  propriété  de  la  projection  du  mouvement  sur  une 
droite  fixe,  a  Heu  de  quelque  manière  que  le  plan  directeur 
soit  placé  par  rapport  à  la  droite  fixe,  et  convient  par  con- 
séquent aussi  au  cas  où  la  projection  est  orthogonale. 

§  14.  Prenons  pour  exemple 
le  mouvement  uniforme  d'un 
point  suivant  une  circonférence 
de  cercle,  fig.  8,  et  cherchons  la 
projection  orthogonale  de  ce 
mouvement  sur  le  diamètre  AB. 
Désignons  par  r  le  rayon  du  cer- 
cle ,  par  V  la  vitesse  du  mobile  , 
par  ï  le  temps  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  mobile  part 
du  point  A,  et  par  x  la  distance  Om  de  la  projection  m  du 
point  mobile  au  centre  du  cercle.  L'arc  A  M  décrit  par  le 
mobile  pendant  le  temps  t  est  égal  à  vt;  l'angle  AOM  est 

donc  égal  à  -,  et  pai'ftuite  on  a 


Fig.  8. 
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Telle  est  l'équation  du  mouvement  projeté.  Soit  u  la  vitesse 
de  ce  moavementy  on  aura  (§  9) 

«=— vsln  — . 
r 

On  vérifie  sans  peine  que  la  vitesse  u  du  point  m  est  bien  la 
projection  de  la  vitesse  v  du  point  M,  conformément  à  ce  qui 
vient  d'être  dit  On  voit  en  outre  que  cette  vitesse  u  est  pro- 
portionnelle à  la  ligne  Mm. 


CHAPITRE  II. 
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§  15.  Après  avoir  donné  quelques  notions  générales  sur 
le  mouvement  d'un  point,  occupons-nous  du  mouvement 
d'un  solide,  c'est-à-dire  d'un  système  de  points  dont  les 
distances  mutuelles  restent  invariablement  les  mêmes,  quel 
que  soit  le  déplacement  que  le  système  tout  entier  prenne 
dans  l'espace. 

On  peut  concevoir  que  la  figure  du  système  soit  définie  : 
1°  par  la  connaissance  des  distances  mutuelles  de  trois 
points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite;  2''  par  la  connaissance 
des  distances  de  chacun  des  autres  points  du  système  aux 
trois  points  A,B,  C.  D'après  cela,  on  voit  qu'il  suffît  de 
connaître  la  position  du  triangle  dont  les  trois  points  A,  B,  C, 
sont  les  sommets,  pour  que  la  position  du  système  tout 
entier  soit  connue.  La  connaissance  des  mouvements  que 
prennent  simultanément  les  trois  points  A,  B,  C,  suffit 
donc  pour  que  le  mouvement  du  système  soit  complètement 
connu. 

La  trajectoire  d'un  point  mobile  peut  être  regardée  comme 
un  polygone  infinitésimal  dont  ce  point  parcourt  successive- 
ment les  différents  côtés.  Imaginons  que  les  trajectoires  des 
divers  points  d'un  solide  en  mouvement  soient  ainsi  assimi- 
lées à  des  polygones,  avec  la  condition  que,  lorsque  l'un  des 
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points  mobiles  se  trouYe  à  l'un  des  sommets  du  polygone 
qu'il  parcourt,  tous  les  autres  points  soient  dans  le  même 
cas.  Alors  le  mouvement  du  solide  sera  tel  que,  pendant  un 
premier  élément  du  temps,  les  divers  points  qui  le  compo- 
sent parcourront  chacun  le  premier  côté  de  sa  trajectoire 
polygonale;  pendant  un  second  élément  du  temps,  ces 
mi^mes  points  parcourront  les  seconds  côtés  de  leurs  trajec- 
toires; et  ainsi  de  suite.  Chacun  de  ces  mouvements  succes- 
sifs, qui  s'effectuent  pendant  les  divers  éléments  du  temps, 
est  ce  que  nous  nommerons  un  mouvement  élémentaire  du 
solide. 

§  16.  M^nwement  de  translation*  —  Supposons  qu'un 
solide  se  déplace  de  telle  manière  que  les  trois  côtés  du 
triangle  ABC, /orme  par  trois  points  A,  B,  C,  non  en 
ligne  droite,  restent  constamment  parallèles  à  leurs  positions 
primitives  ;  il  est  aisé  de  voir  que  les  lignes  droites  qui  joi- 
gnent un  autre  point  quelconque  aux  trois  points  A,  B,  C, 
resteront  également  parallèles  à  leurs  positions  primitives, 
et  qu'il  en  sera  encore  de  même  de  toute  autre  ligne  droite 
tracée  entre  deux  points  pris  comme  on  voudra  dans  le 
solide.  Un  pareil  mouvement  se  nomme  mouvement  de 
tranMlatiofi, 

Si  l'on  considère  les  chemins  înfini- 
Fig.  9.   y  ,nenj  petits  jyjjj'^  jyjy/^  ^g  9^  parcourus 

par  deux  points  quelconques,  M,  N,  du 
solide  pendant  un  mémo  élément  du 
temps,  on  voit  que  ces  deux  chemins, 
que  l'on  peut  regarder  comme  recti- 
lignes ,  sont  égaux  et  parallèles  :  car 
M'N'  est  égal  et  parallèle  à  MN,  et 
par  conséquent  la  figure  MM'NN'  est 
un  parallélogramme.  Mais  les  vitesses  dont  les  points  M  et 
N  sont  animés  en  même  temps,  sont  dirigées  suivant  les 
éléments  MM',  NN',  de  leurs  trajectoires  respectives  j  et  de 
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plus  elles  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  élé- 
ments :  donc  ces  vitesses  des  points  M  et  N  sont  égales  et 
parallèles.  Ainsi,  lorsqu'un  solide  est  animé  d'un  mouvement 
de  translation ,  tous  ses  points  ont  en  même  temps  des  vi- 
tesses égales  et  parallèles.  Cette  vitesse  commune  de  tous 
les  points  à  un  même  instant,  est  ce  qu'on  nomme  la  vitesse 
du  solide  à  cet  instant. 

La  vitesse  d'un  solide  animé  d'un  mouvement  de  transla- 
tion peut  changer  de  grandeur  et  de  direction,  d'une  ma- 
nière quelconque,  d^un  instant  à  un  autre. 

Une  figure  plane,  mobile  dans  son  plan,  peut  être  animée 
d'un  mouvement  de  translation,  tout  aussi  bien  qu'un  solide 
mobile  dans  l'espace  ;  ce  que  nous  venons  de  dire  du  mou- 
vement de  translation  d'un  solide  est  directement  appli- 
cable au  cas  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan. 

§  17.  ffouvement  de  rotation;  vitesse  angulaire. 
—  Si  deux  points  d'un  solide  en  mouvement  restent  cons- 
tamment immobiles  dans  l'espace,  tous  les  autres  points  du 
solide,  situés  sur  la  direction  de  la  ligne  droite  qui  joint  les 
deux  premiers,  restent  également  immobiles  ;  le  solide  ne 
fait  alors  que  tourne?*  autour  de  cette  ligne  droite,  à  laquelle 
on  donne  le  nom  d'axe  de  rolation.  Le  mouvement  du  so- 
lide est,  dans  ce  cas,  un  montemefit  de  rotation. 

Soit  M,  fi^.   10,   un 
Fig.  10.      [      ]\  ^^^«  point  quelconque  du  so- 

lide, et  AB  son  axe  de 
rotation.  Si  l'on  abaisse 
la  perpendiculaire  MP 
sur  l'axe  A  B,  celte  ligne 
MP  restera  perpendicu- 
laire à  A  B  dans  toutes  les  positions  que  prendra  le  solide  : 
donc  elle  décrira  un  plan  perpendiculaire  à  AB.  D'ailleurs 
la  distance  M  P  ne  varie  pas  :  le  point  M  se  mouvra  donc 
dans  le  plan  dont  nous  venons  de  parler,  en  parcourant  une 


r 
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circonférence  de  cercle  ayant  le  point  P  pour  centre.  Ainsi| 
lorsqu'un  solide  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  au- 
tour d*un  axe,  chacun  de  ses  points  décrit  une  circonférence 
de  cerclei  dont  le  pian  est  peipendiculaire  à  Taxe,  et  dont  le 
centre  est  sur  cet  axe. 

Soient  M,  N, 
fig.  11 ,  deux 
points  quelcon- 
ques du  solide  ; 
M',  N'  les  posi- 
tions qu'ils  oc- 
cupent au  bout 
d'un  certain 
temps  ;  et  P,  Q 
les  centres  des 
circonféren- 
ces de  cercle 
qu'ils  décrivent. 
Il  est  fecile  de 
voir  qae  les  angles  MPM',  NQN'  sont  égaux.  En  effet, 
menons  Pn  parallèle  à  QN;  cette  ligne  Pn  sera  perpen- 
diculaire à  A  B^  et  par  conséquent  située  dans  le  plan  du 
cercle  décrit  par  le  point  M.  Lorsque  les  points  M,  N, 
Tiennent  prendre  les  positions  M',  N',  la  ligne  P  n  prend 
la  direction  Pn'  parallèle  à  QN',  et  l'angle  nPn'  qu'elle 
foit  avec  sa  position  primitive  est  égal  à  l'angle  NQN'.  Mais 
l'angle  n  PM  ne  change  pas  pendant  la  rotation  du  solide; 
nTM%  qui  est  la  nouvelle  position  de  cet  angle,  est  donc 
égal  à  nPM.  Si  l'on  retranche  de  chacun  de  ces  deux 
angles  la  partie  comn^une  n'  PM,  il  reste  les  angles  nPn 
et  M  P  M',  qui  sont  par  conséquent  aussi  égaux.  Donc  les 
angles  NQN',  MPM',  égaux  tous  deux  à  l'angle  nfn', 
sont  égaux  entre  eux.  Ainsi,  dans  le  mouvement  de  rotation 

d'un  solide  autour  d'un  axe,  les  perpendiculaires  abaissées 
2, 
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§  20.  Si  Ton  imagine  qu'une  figure  plane  soit  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
à  son  plan,  on  voit  que  cette  figure  ne  sortira  pas  de  ce 
plan.  On  peut  la  regarder  commue  tournant  dans  son  plan^ 
autour  du  point  d'intersection  de  ce  plan  avec  l'axe  dont 
nous  vefions  de  parler  :  ce  point  prend  le  nom  de  ccfiire  de 
rotation  de  la  figure. 

Tout  ce  qui  a  été  dit  du  mouvement  de  rotation  d'un 
solide  autour  d'un  axe,  peut  s'appliquer  directement  au 
mouvement  de  rotation  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 

§  21.  Menvemetti  élémcnlafre  d'une  igvre  plane 
dans  san  plan.  —  Pour  nous  rendre  compte  de  la  manière 
dont  s'effectue  un  mouvement  élémentaire  (§  1 5)  quelconque 
d'une  figure  plane  qui  se  déplace  dans  son  pl^n,  nous  com- 
mencerons par  établir  la  proposition  suivante  :  Une  figure 
plane,  mobile  daps  son  plan,  peut  être  amenée  d'une  quel- 
conque de  ses  positions  à  une  autre,  par  un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  des  points  du  pian. 

ppqf  le  4én[ipn|rer,  pflnsidérpp»  une  drpitp  fai^nt  partie 


p^lî. 


de  la  figure  mobile;  et  supposons  que  cette  droite  soit  diri- 
gée suivant  MN,  fig.  12,  dans  la  première  position  de  la  fi- 
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gnre,  et  suivant  M'N'  dans  sa  seconde  position.  En  A  se 
trouvent  deux  points,  l'un  de  la  ligne  MN,  l'autre  de  la 
ligne  M'N'.  Soit  B  le  point  de  la  ligne  MN  qui  est  venu  se 
placer  en  A  sur  M' N'  ;  soit  de  même  C  le  point  de  M' N'  où 

■ 

est  venu  se  placer  le  point  A  considéré  comme  appartenant 
à  MN.  On  aura  nécessairement 

AB=AC. 

Soit  enfin  O  le  centre  du  cercle  passant  par  les  trois  points 
A,  B,  C.  Si  Ton  fait  tourner  la  droite  M  N  autour  du  point  0 
comme  centre,  jusqu'à  ce  que  le  point  B  vienne  en  A,  |e 
point  A  de  cette  droite  viendra  en  C  ;  la  droite  M  N  se  placera 
suivant  M'N;  et  la  figure  mobile,  supposée  liée  à  cette 
droite  qui  Tentraîne  dans  son  mouvement,  passei*a  delà  pre- 
mière position  à  la  seconde. 

Cette  démonstfalion  suppose  que  les  deux  positions  MN, 
M' N',  de  la  droite  que  Ton  considère  se  coupent  en  un  cer- 
tain pqiut  A.  Il  pourrait  arriver  qu'il  n^n  fut  pas  ainsi  :  les 
deux  lignes  MN,  M'N'  pourraiept  être  parallèles,  ou  bien 
se  superposer.  Dans  ce  cas,  pour  amener  tous  les  points  de 
MN  à  coïncider  avec  les  poiuts  qui  leur  correspondent  sur 
M'  N\  il  suOirait  de  donner  à  M  N ,  et  par  conséquent  à  la 
figure  mobile  que  nous  supposons  liée  à  cette  ligne,  un  mou- 
vement de  translation  rectiligne  d'une  direction  convenable. 
Or  uo  mouvement  de  ce  geni'e  peut  être  regardé  comme 
étant  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  centre  situé  à 
l'infini.  La  proposition  énoncée  ci-dessus  est  donc  toujours 
vraie,  à  la  condition  de  regarder  le  mouvement  de  translation 
rectiligne  d'une  figure  plane  dans  son  plan  comme  n'étant 
qu'un  cas  particulier  du  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
point  du  plan. 

§  22.  Quel  que  soit  le  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan,  nous  pouvons  le  décomposer  en  une  suite  de 
mouvements  élémentaires,  conformément  à  ce  que  nous 
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avons  dit  précëdcmmenl,  (§  15).  Cousidérons  doue  un  de  ces 
mouvements  élémentaires. 

La  figure  peut  être  amenée  de  la  position  qu'elle  occupe 
au  commencement  de  ce  mouvement  à  celle  qu'elle  occupe 
à  la  fin,  au  moyen  d'une  rotation  autour  d'un  certain  point 
du  plan.  Mais,  les  chemins  parcourus  par  les  divers  points 
de  la  figure  mobile,  dans  ce  mouvement  de  rotation,  étant 
évidemment  infiniment  petits ,  on  peut  les  regarder  comme 

m 

rectilignes;  et  par  conséquent  ils  coïncident  exactement 
avec  les  chemins  que  ces  points  parcourent  dans  le  mouve- 
ment élémentaire  dont  nous  nous  occupons  :  donc  ce  mou- 
vement élémentaire  est  identique  avec  la  rotation  a  l'aide  de 
laquelle  on  a  amené  la  figure  de  sa  position  initiale  à  sa  posi- 
tion finale. 

On  voit  par  là  que  tout  mouvement  élémentaire  d'une 
figure  plane ,  dans  son  plan ,  est  un  mouvement  de  rotation 
infiniment  petit  autour  d'un  des  points  du  plan,  point  qui 
peut  être  situé  à  l'infini.  Les  centres  autour  desquels  s'effec- 
tuent ainsi  les  divers  mouvements  élémentaires  dont  la  suc- 
cession constitue  le  mouvement  total  de  la  figure,  sont  géné- 
ralement différents  les  uns  des  autres  ;  et  la  figure  ne  tourne 
autour  de  chacun  d'eux  que  pendant  un  intervalle  de  temps 
infiniment  petit  :  c'est  pour  cela  qu'on  donne  à  chacun  de  ces 
points  le  nom  de  centre  instantané  de  rotation, 

§  25.  Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que, 
dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  qui  se  déplace  d'une 
manière  qtielconque  dans  son  pian,  les  chemins  infiniment 
petits  parcourus  par  les  différents  points  de  la  figure,  pen- 
dant un  même  élément  de  temps,  sont  des  arcs  de  cercle 
ayant  tous  pour  centre  le  centre  instantané  de  rotation  de  la 
figure  correspondant  à  cet  élément  du  temps;  ou,  end'auti^s 
termes,  les  normales  aux  trajectoires  des  différents  points  de 
la  figure  mobile,  menées  par  les  positions  que  ces  points 
occupent  à  un  même  instant,  passent  toutes  par  un  mémo 
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point  du  plan,  qui  est  le  cculre  instantané  de  rotation  rela- 
tif à  cet  instant.  Il  en  résulte  encore  que  les  vitesses  des 
divers  points  de  la  Ggure,  à  un  même  instant,  sont  pro- 
portionnelles aux  distances  de  ces  points  au  centre  instan- 
tané de  rotation. 

Si  Ton  connaît  les  directions  des  vitesses  de  deux  des  poiuls 
de  la  figure  mobile,  à  un  instant  quelconque,  on  trouvera  le 
centre  instantané  de  rotation  relatif  à  cet  instant,  en  menant 
par  chacun  des  points  une  perpendiculaire  à  la  direction  de 
s;i  vitesse,  et  chei*chant  le  point  de  rencontre  de  ces  deux 
perpendiculaires.  Il  faut  pour  cela,  bien  entendu,  que  les 
deux  points  ne  soient  pas  tels  que  leurs  vitesses  soient  per- 
pendiculaires à  la  ligne  droite  qui  les  joint.  Si  les  deux  per- 
pendiculaires aux  directions  des  vitesses  des  deux  points 
sont  parallèles  entre  elles,  le  centre  instantané  de  rotation 
se  trouve  à  Tinfini,  et  le  mouvement  élémentaire  delà  figure 
est  un  mouvement  de  translation. 

Si,  outre  les  directions  des  vitesses  de  deux  des  points  de 
la  figure  mobile,  on  connaît  la  grandeur  de  Tuue  de  ces  vi- 
tesses, on  peut  en  déduire  les  vitesses  de  tous  les  autres 
points  de  la  figure.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela,  de  détermi- 
ner d'abord  le  centre  instantané  de  rotation,  comme  il  vient 
d*étre  dit,  et  de  s'appuyer  ensuite  sur  ce  que  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  est  à  la  vitesse  connue  dans  le  rapport  des 
distances  du  centre  instantané  de  rotation  aux  deux  points 
auxquels  se  rapportent  ces  vitesses. 

Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  le  centre  instantané  de 
rotation  d'une  figure  plane,  mobile  dans  son  plan,  est  le  centre 
de  courbure  des  trajectoires  des  divere  points  de  la  figure. 
Dans  le  mouvement  de  rotation  élémentaire  autour  de  ce 
centre  instantané,  chaque  point  ne  décrit  qu'un  élément  de 
sa  trajectoire.  La  position  du  centre  instantané  de  rotation 
fait  donc  seulement  connaître  la  direction  de  la  tangente  à 
la  trajectoire,  sans  rien  indiquer  relativement  à  sa  courbure. 


Fig.  13. 
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§  24.  Appliquons  ce  qui  précède  à  quelques  exemples. 

SoitAB,/îflr.  13, 
une  ligne  droite 
de  longueur  cons- 
tante qui  glisse 
dans  Tangle  droit 
YOX,  de  manièi-e 
que  son  extrémité 
A  reste  toujours 
sur  Taxe  OX,  et 
que  son  extrémité 
B  reste  toujours 
sur  Taxe  OY.  Dans  la  position  qu'occupe  la  ligne  mobile 
AB,  les  normales  aux  trajectoires  des  deux  points  A,  B,  sont 
les  lignes  AC,  BC  menées  perpendiculairement  aux  axes 
OX,  OY  :  le  point  C  est  donc  le  centre  instantané  de  rotation 
delà  ligne  AB.  On  sait  que,  d*après  la  manière  dont  la  ligne 
AB  se  déplace,  la  trajectoire  du  point  D  est  une  ellipse 
ayant  ses  axes  dirigés  suivant  OX  et  0  Y  ;  d'ailleurs  la  ligne 
DC  doit  être  normale  à  la  trajectoire  de  ce  point  D  :  donc 

la  ligne  £F,  perpendicu- 
laire à  DC,  est  la  tangente  à 
Tellipse  dont  nous  venons  de 
parler. 

Soit  encore  A BD,/î^.  14, 
une  ligne  droite  qui  se  meut 
de  manière  à  passer  toujours 
par  un  point  fixe  0,  et  à 
avoir  toujours  son  point  B 
sur  la  ligne  fixe  M^".  La  vi- 
Fig.  14.  tesse  du  point  B  étant  dirigée 
suivant  MN,  la  perpendicu- 
laire BC  à  la  ligue  M  N  doit 
passer  par  le  centre  instantané  de  rotation  de  la  ligne  mo- 
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bile.  Le  point  de  cette  ligne  ABD,  qui  est  actuellement  en 
0,  va  s'en  éloigner  pour  se  placer  à  une  distance  infiniment 
petite  de  O,  sur  la  position  infiniment  voisine  de  la  droite 
mobile  ;  la  vitesse  de  ce  point,  qui  est  actuellement  en  0, 
est  donc  dirigée  suivant  la  position  que  la  ligne  mobile 
prendra  après  s*étre  déplacée  d'une  quantité  infiniment 
petite,  et  par  conséquent  sa  direction  se  confond  avec  celle 
delà  ligne  ABD  elle-même  :  la. perpendiculaire  OC  à  la 
ligne  ABD  doit  donc  aussi  passer  par  le  centre  instantané 
de  rotation.  Ainsi  le  centre  autour  duquel  s'efTectue  le  mou- 
vement élémentaire  de  la  droite  mobile,  à  partir  de  sa  posi- 
tion actuelle,  est  le  point  C  où  se  coupent  les  deux  per- 
pendiculaires BC,  OC.  On  sait  que  le  point  D  décrit  une 
conchoîde  -,  C  D  est  la  normale  à  cette  courbe  ;  et  la  ligne 
EF,  perpendiculaire  à  CD,  est  sa  tangente. 

Soit  enfin  AB,  fig,  15,  une 
ligne  droite  de  longueur  cons- 
tante, dont  les  extrémités  A,B, 
se  meuvent  sur  deux  circon- 
férences de  cercle  ayant  les 
points  0, 0',  pour  centres.  Les 
normales  aux  trajectoires  des 
points  A  et  B  sont  les  rayons 
OA,  O'B  des  circonférences 
de  cercle  suivant  lesquelles 
ces  deux  points  se  meuvent  : 
le  point  de  concours  C  de  ces 
deux  rayons  est  donc  le  centre 
instantané  de  rotation  de  la 
droite  AB.  On  trouvera,  comme  précédemment,  les  tan- 
gentes EF,  E'F'  aux  trajectoires  des  points  D,  D',  pris 
comme  on  voudra  sur  cette  droite  mobile. 

§  25.    Moavenent  élénentalre  d'an   solide     dont 
!•«•  les  ipolDtfl  se  déplacent  parallèlement  A  an  mené 
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pl«D.  —  Pour  voir  en  quoi  consiste  un  mouvenieiit  élé- 
mentaire quelconque  d'un  solide  dont  tous  les  points  se  dé- 
placent parallèlement  à  un  plan  fixe  P,  considérons  les  points 
du  solide  qui  se  trouvent  dans  un  même  plan  P'  parallèle  à 
P.  L'ensemble  de  ces  points  forme  une  figure  plane  mobile 
dans  son  plan  P'.  Or  tout  mouvement  élémentaire  de  cette 
figure  plane  est  un  mouvement  de  rotation  autour  d*un  cer- 
tain point  C  du  plan  P',  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  la  peipendiculaire  au 
plan  P',  ou  au  plan  P,  menée  par  le  point  C.  Le  solide  tout 
entier,  qui  est  lié  invariablement  ù  la  figure  dont  nous  par- 
lons, participe  au  même  mouvement  :  donc  tout  mouvement 
élémentaire  d'un  solide  dont  tous  les  points  se  déplacent  pa- 
rallèlement a  un  plan  fixe,  est  un  mouvement  de  rotation 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  plan. 

11  peut  arriver  que  l'axe  de  rotation  autour  duquel  s'efiFec- 
tue  le  mouvement  élémentaire  du  solide  se  trouve  à  l'infini  : 
dans  ce  cas,  ce  mouvement  élémentaire  se  réduit  à  un  mou- 
vement de  translation. 

Les  axes  autour  desquels  le  solide  tourne  pendant  les 
divers  éléments  du  temps  qui  se  succèdent,  sont  générale- 
ment difTérents  les  uns  des  autres;  c'est  pour  cela  qu'on 
donne  à  l'axe  autour  duquel  s'eflFectue  la  rotation  élémen- 
taire du  solide  à  un  instant  quelconque,  le  nom  à^axe  ins- 
tantané de  rotation. 

§  26.  Mouvement  élémentaire  d^ane  figure  sphérl- 
que  sur  um  sphère.  —  En  appliquant  le  raisonnement  du 
§  21  au  cas  d'une  figure  sphérique  mobile  sur  la  sphère  où 
elle  est  placée,  et  remplaçant  les  lignes  droites  que  l'on  a 
considérées  par  des  arcs  de  grands  cercles,  on  démontre  la 
proposition  suivante  :  une  figure  sphérique  peut  être  amenée 
d'une  quelconque  de  ses  positions  à  une  autre,  par  un  mou- 
venn*nt  de  rotation  autour  d'un  point  de  la  sphère  comme 
p6lc,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  par  un  mouvement  de 


r 


IIOUVEMEI^ÏT   D*(JN   SOLIDE   OU    SYSTÈME   INVARIABLE.      29 

rotation  autour  d'un  diamètre  de  la  sphère  comme  axe. 

On  en  conclut,  comme  dans  le  §  22,  que  tout  mouvement 
élémentaire  d*une  figure  sphërique  sur  sa  sphère  est  un  mou- 
vement de  rotation  infiniment  petit  autour  d'un  point  de  la 
sphère  comme  pôle,  ou  bien  encore  autour  d'un  diamètre  do 
la  sphère  comme  axe. 

§  27.  Mowenent  élémentaire  d'an  solide  dont  un 
ipoint  reste  Immobile.  —  Lorsqu'un  solide  so  meut  de  telie 
inanièi*e  qu'un  point  0  qui  en  fait  partie  reste  constamment 
en  repos,  les  divers  points  du  solide  qui  se  trouvaient 
d'abord  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  le  point  0  pour 
centre,  forment  une  figure  sphérique  qui  se  déplace  en  res- 
tant sur  cette  sphère.  Or  tout  mouvement  élémentaire  de 
cette  figure  sphérique  est  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  diamètre  de  la  sphère  :  le  mouvement  que  prend  en 
même  temps  le  solide  tout  entier  est  donc  aussi  une  rotation 
autour  de  ce  diamètre.  Ainsi  tout  mouvement  élémentaire 
d'un  solide  dont  un  point  reste  immobile  est  une  rotation 
autourd'un  axe  instantané  passant  parce  point. 

La  considération  de  la  figure  sphérique  formée  par  les 
divers  points  du  solide  situés  à  une  même  distance  du 
point  immobile  0,  fait  voir  encore  que  le  solide  peut  être 
amené  d'une  quelconque  de  ses  positions  successives  à 
une  autre  par  une  rotation  autour  d'un  axe  mené  par  le 
point  O. 

§  28.  Monvement  élémentaire  d'nn  solide  qal  sedé- 
^laee  d^nne  manière  qaeleonqae  dans  l'espaee.  — 
Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  solide  dans  l'espace,  on 
peut  l'amener  d'une  de  ses  positions  à  une  autre,  en  lui  don- 
nant d'abord  un  mouvement  de  translation,  ensuite  un  mou- 
vement de  rotation  autour  d'un  certain  axe. 

Soient  en  effet  A,  B,  C,  D,  fi.g.  16,  divers  points  du  so- 
lide dans  sa  première  position,  et  A',  B',  G',  D',  ces  mêmes 
points  pris  dans  la  seconde  position  du  solide.  Joignons  le 


fig.  16. 
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point  A  au  point  A'  par  une  ligne  droite,  et  menons  par  les 

^  points  B,  C,  Dy  des  droites 

X^*^'  BB',  CC",  DD"  égales  el 

<^"  paralièlesàla  droite  AA'. 

Pour    amener  le    solide 

N 

de  la   première  position 
^^     ji  (ABCD)  à  la  seconde 

Y^  ^  (ABCD),  donnonfr-lui 

^A"  d'abord  un  mouvement  de 

*'  translation  rectiligne  re- 

présenté en  grandeur  et  en  direction  par  la  ligne  A  A'  $  les 
points  B,  C, D,  viendront  en  B'',  C,  D".  Il  n*y  aura  donc 
plus  qu*à  donner  au  solide  un  second  mouvement,  en  vertu 
duquel,  le  point  A'  restant  immobile,  les  points  B",  C",  D" 
viendront  en  B',  C,  D'.  Mais  nous  savons  que  ce  second 
déplacement  du  solide  peut  s'effectuer  par  une  rotation  au- 
tour d'un  axe  passant  par  le  point  immobile  A'  (§  â7).  Done, 
en  définitive,  on  peut  amener  le  solide  de  la  première  posi- 
tion (ABCD)  à  la  seconde  (A'BX'D),  en  lui  foisant  subir  : 
V  une  translation  suivant  A  A'  $  2°  une  rotation  autour  d'un 
axe  M  N  passant  par  A' . 

§  29.  Le  système  de  ces  deux  mouvements  que  Ton  donne 
au  solide  peut  être  varié  d'une  infinité  de  manières,  tout  en 
produisant  le  même  résultat  définitif.  Il  suffît  en  effet,  pour 
cela,  de  faire  Jouer  successivement  à  chacun  des  points  que 
Ton  peut  imaginer  faire  partie  du  solide,  le  rôle  que  l'on  a 
fait  jouer  au  point  A.  Parmi  ces  divers  systèmes  de  mouve- 
ments, il  en  existe  toujours  un  dans  lequel  la  translation 
s'effectue  parallèlement  à  l'axe  de  la  rotation. 

Menons  en  effet  un  plan  P  perpendiculaire  à  l'axe  M  N, 
et  considérons  la  figure  F  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le 
solide.  Dans  la  translation  suivant  A  A',  la  figure  F  se  trans- 
porte dans  un  plan  P',  parallèle  au  plan  P  ;  dans  la  rotation 
qui  s'effectue  ensuite  autour  de  M  N,  celte  figure  F  tourne 
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dans  le  plan  F,  et  y  prend  une  certaine  position  F'.  Mais 
pour  faire  passer  la  figure  plane  dont  il  s'agit,  de  sa  pre- 
mière position  F  à  sa  dernière  position  F',  on  peut  d'abord 
lui  donner  un  mouvement  de  translation  suivant  la  perpen- 
diculaire qui  mesure  la  distance  des  plans  P,  P',  puis  la  faire 
tourner  dans  ce  dernier  plan  autour  d'un  point  convenable- 
ment choisi  :  si  Ton  conçoit  que  le  solide  soit  entraîné  par 
cette  figure,  on  voit  que  la  succession  des  deux  mouvements 
qui  viennent  d'être  indiqués  l'amènera  de  la  position  (  A  B  C  D) 
à  la  position  (A'BX'D).  tl  résulte  de  là  que  l'on  peut  ame- 
ner un  solide  mobile,  d*une  quelconque  des  positions  qu1l 
occupe  successivement ,  à  une  autre  de  ces  positions ,  au 
moyen  d'une  translation  suivie  d'une  rotation  autour  d*un 
axe  de  même  direction  que  la  translation. 

§  30.  Considérons  maintenant  un  mouvement  élémentaire 
d'un  solide  qui  se  déplace  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace.  Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  le  solide 
peut  être  amené  de  la  position  qu'il  occupe  au  commence- 
ment de  ce  mouvement  à  celle  qu'il  occupe  à  la  fin,  par  une 
translation  infiniment  petite  suivie  d'une  rotation  infiniment 
petite  autour  d'un  axe  de  même  direction  que  la  translation. 
Mais  ce  n'est  pas  dans  la  succession  de  ces  deux  mouve- 
ments infiniment  petits  que  consiste  le  mouvement  élémen- 
taire du  solide  ;  car,  dans  ce  mouvement  élémentaire,  chacun 
des  points  du  solide  décrit  un  élément  rectiligne  de  sa  tra- 
jectoire; tandis  qu'en  vertu  de  la  succession  de  la  translation 
et  de  la  rotation  dont  nous  venons  de  parler,  chaque  point 
va  de  sa  position  initiale  à  sa  position  finale,  en 'parcourant 
une  ligne  brisée  formée  de  deux  éléments  rectilignes  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre.  Voyons  donc  par  quoi  nous 
pourrons  remplacer  la  succession  de  la  translation  et  de  la 
rotation,  pour  avoir  le  mouvement  élémentaire  tel  qu'il  se 
produit  en  réalité. 

Lorsqu'une  vis  se  meut  en  pénétrant  a  Tintérieur  d'un 
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écroii  Qxe,  chacun  des  points  de  la  vis  décrit  une  hélice;  les 
diverses  hélices  qui  forment  ainsi  les  trajectoires  des  diffé- 
rents points  de  la  vis  sont  tracées  sur  des  surfaces  cylindH" 
ques  de  même  axe  et  ont  toutes  un  même  pas.  Un  mouve- 
ment de  ce  genre  peut  être  désigné  sous  le  nom  de  fnoure- 
ment  hélicoïdal.  Dans  un  mouvement  élémentaire  de  cette 
vis,  chacun  de  ses  points  décrit  un  élément  rectiligne  de  sa 
tnijectoire  hélicoïdale;  d'ailleurs  la  vis  pourrait  évidemment 
être  amenée  delà  position  qu'elle  a  au  commencement  de  ce 
mouvement  élémentaire  à  celle  qu'elle  occupe  à  la  fin,  au 
moyen  d'une  translation  infiniment  petite  dans  la  direction 
de  son  axe,  suivie  d'une  rotation  infiniment  petite  autour  de 
cet  axe. 

On  conclut  facilement  de  là  que  le  déplacement  total  d'un 
solide,  dû  à  la  succession  d'une  translation  infiniment  petite 
et  d'une  rotation  infiniment  petite  autour  d'un  axe  de  même 
direction  que  la  translation,  peut  être  produit  par  un  mouve- 
ment hélicoïdal  infiniment  petit  autour  du  même  axe;  et  par 
suite  que  tout  mouvement  élémentaire  d'un  solide  qui  se  dé- 
place d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  est  un  mou- 
vement hélicoïdal,  c'est-à-dire  qu'il  peut  être  assimilé 
au  mouvement  d'une  vis  qui  pénètre  dans  son  écrou. 

§  31.  Lorsqu'une  vis  se  meut  à  l'intérieur  de  son  écrou, 
on  la  regarde  souvent  comme  animée  de  deux  mouvements 
existant  simultanément  :  on  dit  qu'elle  glisse  le  long  de  son 
axe,  et  qu'en  même  temps  elle  tourne  autour  de  cet  axe. 
D'après  cette  manière  de  voir,  un  mouvement  élémentaire 
quelconque  d'un  solide  mobile,  peut  être  regardé  comme 
dû  à  la  coexistence  d'une  rotation  autour  d'un  certain  axe  et 
d'un  glissement  le  long  de  cet  axe. 

La  ligne  droite  autour  de  laquelle  le  solide  tourne  et  le 
long  de  laquelle  il  glisse,  dans  chacun  de  ses  mouvements 
élémentaires  successifs,  change  généralement  de  position 
dans  l'espace  d'un  instant  à  un  autre.  C'est  pour  cela  qu'on 
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lui  doiiDC  le  nom  A'axe  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement du  solide. 

Si  l'on  se  fonde  sur  la  première  manière  que  nous  avons 
indiquée  pour  amener  uii  solide  d'une  quelconque  de  ses  po- 
sitions à  une  autre  (§  28),  on  peut  dire  encore  que  tout  mou- 
vement élémentaire  du  solide  est  dû  à  la  coexistence  d'une 
translation  égale  et  parallèle  au  mouvement  élémentaire  d'un 
de  ses  points,  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par 
ce  point. 

§  32.  Soit  e  la  quantité  infiniment  petite  dont  le  solide 
glisse  le  long  de  son  axe  instantané  de  rotation  et  de  glisse- 
ment, pendant  le  temps  infiniment  petit  dt.  Il  est  clair  que 
les  déplacements  correspondants  des  différents  points  du 
solide  sont  tels  que  leurs  projections  sur  cet  axe  sont  toutes 
égales  à  e.  La  vitesse  d'un  point  quelconque  s'obtient  en  di- 
visant son  déplacement  pendant  le  temps  dt^  par  ce  temps  ; 
la  projection  de  cette  vitesse  sur  l'axe  instantané  de  rota- 
tion et  de  glissement  s'obtiendra  donc  en  divisant  e  par 
dt.  Donc  les  vitesses  dont  tous  les  points  du  solide  sont 
animés  simultanément,  à  un  instant  quelconque,  sont  telles 
que  leurs  projections  sur  l'axe  instantané  de  rotation  et 
de  glissement  relatif  à  cet  instant,  sont  toutes  égales  entre 
elles. 

II  résulte  de  là  que,  si  l'on  mène,  à  partir  d'un  même  point 
0  de  l'espace,  des  lignes  droites  égales  et  parallèles  aux  vi- 
tesses dont  les  divers  points  dn  solide  sont  animés  à  un  môme 
instant,  les  extrémités  de  ces  lignes  droites  seront  toutes 
dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  l'axe  instantané  de 
rotation  et  de  glissement;  en  sorte  que,  si  l'on  abaisse  du 
point  0  une  perpendiculaire  sur  ce  plan,  cette  perpendicu- 
laire sera  parallèle  à  l'axe  instantané.  Or,  pour  déterminer  le 
plan  dont  il  s'agit,  il  suffit  d'en  connaître  trois  points  non  en 
ligne  droite  ;  il  suffit  donc  aussi  d'avoir  mené  par  le  point  0 
trois  droites  égales  et  parallèles  aux  vitesses  simultanées  de 
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trois  points  du  solide,  avec  la  condition  que  ces  trois  vitesses 
ne  soient  pas  parallèles  à  un  même  plan. 

§  33.  MoavemeDt  eontina  d*ane  fleure  plaD«  dans 
SUD  plan.  —  Pour  arriver  h  nous  représenter  nettement  le 
mouvement  continu  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  nous 
commencerons  par  considérer  le  cas  suivant. 

/   ».  Supposons  que  la  figure  mobile 

/  X       tourne  d  abord  d  un  angle  a  autour 
ojV'^^  d'un  point  Ô,  fig.  17,  puis  d'un 

/y"'^      angle  a  autour  d'un  second  point 
y^'"  0',  ensuite  d'un  angle  a"  autour 

gy/v*     j,  du  point  0",otc.  Prenons  la  figure 

^x^^jTj,  à  l'instant  où  elle  va  commencer 

^K  sa  rotation  autour  du  point  O,  el 

^v.  traçons-y  la  droite  OO'i  égale  à 
\  00',  et  fiiisant  avec  celle-ci  un 
\  angle  a;  après  avoir  mené  par 
0',  la  droite  O'i  M,  telle  que  l'angle  OO'iM  soit  égal 
à  l'angle  OO'O",  traçons  la  droite  O'i  0"i  égale  en  lon- 
gueur à  O'O",  et  faisant  avec  O'i  M  un  angle  a';  construi-  ' 
sons  de  môme  l'angle  O'i  0  "i  N  égal  à  l'aiigle  00  "0"',  puis 
menons  la  ligne  0"i  0'"i  égale  à  O'O",  et  faisant  un  angle 
ol'  avec  0"  N;  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  la  figure  mobile 
aura  tourne  de  l'angle  a  autour  du  point  0,  le  point  O'i, 
entraîné  par  elle,  sera  venu  en  0',  et  O'i  M  aura  pris  la  di- 
rection O'O".  La  figiu*e  tournant  alors  d'un  angle  a  autour 
de  0',  la  droite  O'i  0"i  viendra  coïncider  avec  O'O",  et  le 
point  0"i  tombera  en  0".  La  troisième  rotation  de  cette  figure 
amènera  le  point  0'"i  en  0'",  et  ainsi  de  suite  :  en  sorte  que, 
pendant  le  mouvement  de  la  figure  mobile,  le  polygone 
00',0",0'"|....  roulera  sur  le  polygone  OO'O' 0"'....  ;  ou 
bien  encore ,  si  le  premier  polygone  roule  sur  le  second,  en 
entraînant  avec  lui  la  figure  mobile,  il  donnera  à  cette  figure 
précisément  le  mouvement  que  nous  lui  avions  supposé. 
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§  BA.  Passons  maintenant  au  cas  où  une  figure  plane  se 
meut  d'une  manière  quelconque  dans  son  plan.  Cette  figure 
est  animée  d'une  rotation  infiniment  petite  autour  d*uTi  centre 
instantané,  pendant  chaque  élément  du  temps  (§  22).  Ce 
centre  instantané  de  rotation  occupe  généralement  des  posi- 
tions différentes  sur  le  plan,  d'un  instant  à  un  autre  ;  géné- 
ralement aussi  il  coïncide  successivement  avec  divers  points 
de  la  figure  mobile.  Supposons  que  Ton  cherche  :  1"  le  lieu 
géométrique  des  positions  successives  de  ce  centre  instan- 
tané sur  le  plan  ;  2"  et  le  lieu  géométrique  des  points  de  la 
figure  mobile  avec  lesquels  il  coïncide  successivement  II  est 
clair  qu'on  pourra  regarder  le  mouvement  de  cette  figure 
comme  dft  au  roulement  du  second  lieu  géométrique  sur  le 
premier. 

Dans  le  premier  des  trois  eitemples  que  nous  avons  donnés 
dans  le  §  2û,  la  diagonale  OC,  fig,  13,  est  toujours  égale  à 
AB  :  donc  le  lieu  géométrique  des  positions  successives  du 
centre  instantané  C  sur  le  plan  YOX  est  une  circonférence 
de  cercle  ayant  le  point  0  pour  centre  et  la  ligne  A  B  pour 
rayon.  D'un  autre  côté,  l'angle  BCA  étant  toujours  droit,  le 
lieu  géométrique  des  points  de  la  figure  mobile  avec  lesquels 
coïncide  successivement  le  centre  instantané  de  rotation, 
est  une  circonférence  de  cercle  décrite  sur  A  B  comme  dia- 
mètre. Le  mouvement  de  la  ligne  AB,  dont  les  extrémités 
glissent  sur  les  axes  OX,  0  Y,  peut  donc  être  produit  par  le 
roulement  de  la  seconde  de  ces  deux  circonférences  à  Tlnlé- 

rieur  de  la  première. 
§  35.  Honvement  continu  d*an  solide  dont  un  point 

reste  immobile*  —  On  peut  étendre  immédiatement  ce  qui 
vient  d'être  dit  du  mouvement  continu  d'une  figure  plane 
dans  son  plan ,  au  mouvement  continu  d'un  solide  dont  un 
point  reste  immobile. 

Les  positions  que  l'axe  instantané  de  rotation  du  solide 
prend  successivement  dans  l'espace,  forment  un  cône  ayant 
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pour  sommet  le  point  qui  reste  immobile.  Les  positions 
que  cet  axe  instantané  occupe  successivement  à  Tintéricur 
du  corps  forment  un  second  cône  ayant  le  méine  sommet 
que  le  premier.  Le  mouvement  continu  du  solide  peut 
être  regardé  comme  dû  au  roulement  du  second  cône  sur  le 
premier. 

§  36.  Moavenieiit  eoDtiDa  d'an  solide  qal  se  déplaee 
d'vne  ««Dlére  qaelconqae  dans  FesiMiee.  —  Nous 
pouvons  considérer  ce  mouvement  de  deux  manières  diffé- 
rentes. 

Tout  mouvement  élémentaire  d'un  solide  peut  être  re- 
gardé comme  du  à  la  coexistence  d'une  translation  égale  et 
parallèle  au  mouvement  élémentaire  d'un  des  points  du  so- 
lide, et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point 
(§  31).  Si  l'on  prend  toujours  le  même  point  du  solide  pour 
appliquer  cette  considération  dans  les  divers  éléments  du 
temps  qui  se  succèdent,  on  arrive  au  résultat  suivant  :  tout 
mouvement  continu  d'un  solide  peut  êti^e  attribué  au  rou- 
lement d'un  cône  lié  au  solide,  sur  un  cône  qui  est  animé 
en  même  temps  d'un  mouvement  de  translation  dans 
l'espace. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  l'axe  instantané  de  ro- 
tation et  de  glissement  du  solide  relatif  à  chaque  élément  du 
temps,  on  voit  que  les  positions  que  cet  axe  occupe  successi- 
vement dans  l'espace  forment  une  surface  réglée  ;  et  que  les 
positions  qu'il  occupe  successivement  a  l'intérieur  du  solide 
forment  une  autre  surface  réglée.  Le  mouvement  du  solide 
peut  être  regardé  comme  dû  au  roulement  de  la  seconde  de 
ces  deux  surfaces  sur  la  première,  accompagné  d'un  glis- 
sement le  long  de  la  génératrice  suivant  laquelle  les  deux 
surfaces  se  touchent. 


•0^4 


CHAPITRE  III. 


UOUVEMENTS     COMPOSÉS. 


g  37.  Définition  4n  monvement  relatif.  —  Pour  étu- 
dier le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace,  on  compare  la 
position  qu'il  occupe  à  chaque  instant  à  celle  de  certains 
points  fixes  qu'on  nomme  points  de  repère.  Le  mouvement 
du  point  mobile  est  complètement  déterminé  par  la  connais- 
sance des  changements  qu'éprouvent  successivement  ses 
distances  aux  points  fixes. 

Mais  si,  au  lieu  de  comparer  les  positions  successives  du 
point  mobile  à  des  points  fixes,  on  les  compare  à  des  points 
de  repère  qui  sont  eux-mêmes  en  mouvement,  il  est  clair 
que  le  mouvement  que  l'on  trouvera  ainsi,  pour  le  point 
mobile  dont  on  s'occupe,  ne  sera  pas  son  mouvement  réel. 
Un  pareil  mouvement,  obtenu  en  se  servant  de  points  de 
repère  qui  ne  sont  pas  fixes,  se  nomme  un  mouvement  rela- 
tif; c'est  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  à  ces 
points  de  repère.  Par  opposition,  le  mouvement  réel  du 
point  dans  l'espace  se  nomme  m.ouvem>ent  absolu. 

§  58.  O  qn'«n  entend  |Mir  monvements  slnialtanés 
4^nn  point.  —  Considérons  un  point  en  mouvement  sur  le 
pont  d'un  bateau  qui  se  meut  lui-même  le  long  d'une  rivière. 
Un  observateur,  placé  sur  le  bateau  et  participant  à  son  mou- 
vement, verra  le  point  mobile  se  déplacer  d'une  certaine 
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manière  par  rapport  au  bateau  et  à  lui-même  ;  mais  ce  mou- 
vement apparetit  du  point  mobile  est  tout  différent  de  son 
mouvement  réel  dans  l'espace  :  ce  n'est  autre  chose  que  ce 
que  nous  venons  de  nommer  un  mouvement  relatif. 

La  connaissance  du  mouvement  apparent  du  point,  com- 
binée avec  celle  du  mouvement  que  possède  le  bateau,  con- 
duit facilement  à  la  connaissance  du  mouvement  réel  ou  ab- 
solu de  ce  point  dans  l'espace.  Supposons  en  effet  que  le 
bateau  soit  animé  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne 

Fig.  18.  et  uniforme  suivant  la  di- 

rection AB,  fig.  18,  avec 
une  vitesse  égale  à  AD; 
et  que  le  point  mobile  ait 
sur  le  pont  du  bateau  un 
mouvement  apparent  rectiligne  et  uniforme  suivant  la  di* 
rection  AC,  avec  une  vitesse  égale  à  AE.  Au  bout  d'une 
seconde,  la  ligne  AC,  emportée  parallèlement  à  elle-même 
par  le  bateau ,  prend  la  position  DF  ;  mais ,  pendant  ce 
temps,  le  point  mobile  a  parcouru  la  portion  AE  de  cette 
ligne  :  donc,  à  la  fin  de  cette  première  seconde,  le  point  mo- 
bile .se  trouve  en  G.  Au  bout  d'un  temps  quelconque  t^  le 
bateau  s'étant  mû  d'une  quantité  AH  =  AD  K  /,  la  droite  AG 
se  trouve  dans  la  position  HL;  mais,  pendant  le  même 
temps,  le  point  mobile  a  parcouru  sur  la  ligne  mobile  AC  un 
chemin  AK= AE  x  I  ;  donc  ce  point  mobile  se  trouve  en  M 
à  la  fin  du  temps  /.  Le  rapport  de  AH  à  AD  étant  égal  au 
rapport  de  A  K  à  A  E,  ou  ce  qui  revient  au  même  au  rapport 
de  H  M  à  DG,  il  s'ensuit  que  la  position  M  du  mobile  à  la  fin 
du  temps  /  se  trouve  sur  la  ligne  droite  AN  qui  passe  par  les 
deux  points  A  et  G  ;  donc  déjà  le  mouvement  absolu  de  ce  mo- 
bile est  un  mouvement  rectiligne  dirigé  suivant  la  droite  AN. 
La  similitude  des  triangles  ADG,  A  H  M,  montre  que 
Ton  a 

AM  =  AGxr/ 
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doDC  le  moiivcDienl  absolu  du  point  mobile  C8l  unifonnc,  et 
AG  est  sa  vitesse. 

,.-  g  39.  Conce- 

vons en  général 
qu'un  point,ra{>- 
porté  à  un  sys- 
tème d'axes  mo- 
biles OX,  OY, 
OZ, /îff.  19,  dé- 
crive par  rap- 
port à  ces  axes 
une  ligne  quel- 
conque AB;  et 

*  que,  par  suite 

du   mouvement 

des  axes,  cette 

^..    jg  ligneABprennc 

snccesftivemeni 

dans  l'espace  les  positions  A'Ii',  A"B",  A"'B"' Le  point 

mobile  aura  dans  l'espace  uu  mouvement  absolu  que  nous 
pourrons  facilement  déterminer,  d'après  la  connaissance  de 
MU  mouvement  relatif  suivant  la  ligne  A  B,  et  du  mouve- 
ment dont  sont  animés  les  axes. 

Supposons  que  les  positions  AB,  A'B',  A"B", de  la 

courbe  que  le  mobile  décrit  par  rapport  aux  axes,  corres- 
pondent aux  valeurs  I,  /*,  t", du  temps;  supposons  en 

outre  qu'à  ces  diverses  époques  le  mobile  se  trouve  aux 
points  M,  N,  P,....  de  la  courbe  mobile  A  B.  .\  la  fin  du 
temps  /,  le  mobile  est  en  M.  A  la  fin  du  temps  f,  il  est  au 
point  N  de  la  courbe  A  B  ;  mais  cette  couii)e  se  trouve  alors 
dans  la  position  A'  B',  et  le  point  N  a  été  transporté  en  N'  : 
donc  à  la  fin  du  temps  t',  le  mobile  est  eo  N'.  On  verra  do 
même  qu'à  la  fin  du  temps  f ,  il  se  trouve  en  P"  t  et  ainsi  de 
suite.  Le  point  mobile  décrit  donc  dans  l'espace  la  trajec 


^0  LIVRE    I.  —  CUMÉMATiyUE. 

toire  MN'FQ ',  et  il  y  occupe  les  positions  M,  N',  F', 
Q"V---  ^ux  instants  qui  correspondent  aux  valeurs  /,  /',  T, 
t*'\,,.,  du  temps. 

§  UO.  Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
on  considère  le  mouvement  du  point  mobile  par  rapport  au 
bateau  ou  aux  axes  mobiles,  et  le  mouvement  du  bateau  on 
des  axes,  comme  étant  deux  mouvements  dont  le  point  est 
animé  simultanément.  Le  mouvement  du  point  par  rapport 
aux  points  de  repère  mobiles  auxquels  on  le  compare 
(bateau  ou  axes)  est  désigne  sous  le  nom  de  mouvement 
relatif,  comme  nous  Tavons  déjà  dit;  le  mouvement  des 
points  de  repère  eux-mêmes  (bateau  ou  axes)  se  nomme 
nwuremefii  d'entraineniefit. 

L'opération  qui  a  pour  objet  de  trouver  le  mouvement 
absolu  d'un  point,  connaissant  son  mouvement  d'entraîne- 
ment et  son  mouvement  relatif,  constitue  ce  qu'on  nomme  la 
cofnposiUofi  des  mouvements.  Le  mouvement  d'entraîne- 
ment et  le  mouvement  relatif  sont  souvent  désignés  sous  le 
nom  collectif  de  mouvements  composants  ;  et  aloi*s  ou 
donne  au  mouvement  absolu,  qui  résulte  de  la  composition 
de  ces  deux  mouvements,  le  nom  de  mouvetnent  résultant. 

Un  point  qui  occupe  successivement  différentes  positions 
dans  l'espace,  ne  peut  évidemment  avoir  qu'un  seul  mouve- 
ment. Quand  nous  regardons  ce  point  comme  animé  à  la  fois 
de  deux  mouvements,  c'est  par  une  pure  opération  de  l'es- 
prit ;  cette  décomposition  d'un  mouvement  en  deux  autres  ne 
peut  évidemment  avoir  rien  de  réel  ('). 

(*]  Peut-on  constater  par  Vobservation  V indépendance  des  mouvements 
simultanés  d'un  même  corps  ?  Nous  n'hésitons  pas  à  afllrmer  que  cela  n'est 
pas  possible  ;  et  nous  ne  saurions  assez  exprimer  notre  étonnemcnt  de  ce 
qu'il  y  a  des  jx^rsonnes,  éminentes  dans  la  science,  qui  pensent  et  écrivent 
le  contraire.  L'existence  des  mouvements  simultanés  d'un  corps  n'a  rien  de 
réel  ;  c'est  simplement  une  conception  de  l'esprit,  sur  laquelle  l'observation 
n'a  pas  de  prise.  Nous  ne  pouvons  pas  C4)mprendre  d'ailleurs  ce  que  l'on 
entend  par  Vindépendance  de  ces  mouvements  simultanés. 
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§  41.  II  est  aisé  de  comprendre  que  Ton  peut  également 
regarder  un  point  comme  animé  à  la  fois  de  trois,  de 
quatre,.*-  mouvements.  Un  point  se  meut  sur  un  bateau,  le 
bateau  se  meut  sur  une  rivière,  la  terre  tourne  autour  de  la 
ligue  des  pôle^,  elle  se  transporte  en  même  temps  aux  diffé- 
rents points  de  son  orbite  elliptique  autour  du  soleil.  Tous 
ces  mouvements  peuvent  être  considérés  comme  étant  des 
mouvements  simultanés  du  point  dont  on  s'occupe  ;  le  mou- 
vement absolu  de  ce  point  peut  être  obtenu  d*après  la  con- 
naissance de  ces  mouvements  simultanés,  tout^aussi  bien  que 
s'il  n*y  en  avait  que  deux. 

Le  mouvement  du  point  sur  le  bateau  est  un  mouvement 
relatif;  le  mouvement  du  bateau  par  rapport  à  la  terre  est  un 
mouvement  d'entraînement  :  la  composition  de  ces  deux 
mouvements  donnera  le  mouvement  du  point  mobile  par 
rapport  à  la  terre.  Le  mouvement  résultant  de  cette  compo- 
sition est  encore  un  mouvement  relatif,  puisque  la  terre  n'est 
pas  en  repos;  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  ligne  des  pôles  est  un  mouvement  d\*>ntraînement  :  la 
composition  de  ces  deux  nouveaux  mouvements  donnera  le 
mouvement  du  point  mobile  par  rapport  à  des  axes  de  direc- 
tion constante,  passant  par  le  centre  de  la  terre,  et  ainsi 
de  suite. 

§  /i2.  Omiiositloii  des  vitesses.  —  Lorsqu'un  point 
mobile  est  regardé  comme  animé  à  la  fois  de  plusieurs  mou- 
vements, son  mouvement  réel  s'obtient  par  la  composition 
de  ces  mouvements  simultanés.  Nous  allons  voir  que  la  vi- 
tesse du  point,  à  chaque  instant,  peut  se  déduire  d'une  ma- 
nière très-simple  des  vitesses  qu'il  possède  au  même  instant 
dans  chacun  des  mouvements  composants. 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  pris  d'abord,  d'un  point 
animé  d'un  mouvement  rectiligiie  et  uniforme  sur  un  bateau 
qui  se  meut  lui-même  d'un  mouvement  de  translation  rectili- 
gne  et  uniforme  (§  38),  nous  avons  vu  que  la  vitesse  du 
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mouvement  absolu  du  point  mobile  est  A  G,  fig.  18,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  représentée  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme ÂD  G  E  dont  les  côtés  sont  les  vitesses  AD,  AE  des 
deux  mouvements  composants. 

Nous  aHons  voir  que,  dans  le  cas  général  que  nous  avons 
considéré  ensuite  (§  39),  la  vitesse  du  mobile  dans  sou  mou- 
vement absolu  se  déduit  encore  de  la  même  manière  des  vi- 
tesses dans  les  deux  mouvements  composants.  Si  nous  sup- 
posons que  rintervalle  de  temps  /' — ^,  employé  par  le  mobile 
à  aller  de  M  en  N',  fig»  19,  soit  infiniment  petit,  la  figure 
M  M'NN'  devient  un  parallélogranune  ;  car,  les  côtés  MN, 
M'N'  étant  deux  positions  infiniment  voisines  d'un  même 
élément  de  la  trajectoire  relative  AB,  et  faisant  entre  eux 
par  conséquent  un  angle  qui  ne  peut  être  qu'infiniment 
petit,  on  doit  regarder  ces  côtés  M  N,  M'N'  comme  égaux  et 
parallèles.  On  peut  donc  dire  que  le  déplacement  absolu 
MN'  du  mobile,  pendant  un  intenalle  de  temps  infiniment 
petit,  est  la  diagonale  du  parallélogramme  qui  aurait  pour 
côtés,  1°  son  déplacement  relatif  MN,  2*"  son  déplacement 
d'entraînement  MM',  c'est-à-dire  le  déplacement  qu'il  aurait 
éprouvé  pendant  ce  temps,  s'il  n'avait  pas  changé  de  position 
par  rapport  aux  axes  mobiles.  Les  déplacements  infiniment 

petits  MN',  MN,  MM'  sont  pro- 
portionnels aux  vitesses  absolue, 
relative,  et  d'entraînement,  puis- 
qu'on obtient  ces  vitesses  en  divisant 
les  déplacements  MN,  MN,  MM' 
par  le  temps  infiniment  petit  t' —  I  : 
donc ,  si  l'on  construit  un  parallé- 
logramme sur  les  vitesses  relative 
et  d'entraînement  M  S,  MR,  fig.  20, 
la  diagonale  M  T  de  ce  parallélo- 
gramme représentera  en  grandeur 
et  en  direction  la  vitesse  absolue  du  mobile,  Cette  propo- 


Fig»  M. 


[OUVEMENTS  COMPOSES. 


43 


sitioo  est  souvent   designée  sous  le  nom  de  parallélo- 
gramme des  vitesses^ 

On  peut  observer  que,  si  les  vitesses  MR,  M  S  chan- 
geaient de  rôlesy  si  la  première  était  une  vitesse  relative,  et 
la  seconde  une  vitesse  d'entraînement,  la  construction  qui 
donne  la  vitesse  absolue  serait  exactement  la  même.  Aussi 
se  contente-i-oo  souvent  de  dire  que  MR  et  M  S  sont  deux 
vitesses  dont  le  point  est  animé  simultanément,  sans  indi- 
quer laquelle  des  deux  est  une  vitesse  relative  ;  et  on  les 
confond  sous  le  nom  de  campoêantes  de  la  vitesse  absolue 
H  T,  qui  est  à  son  tour  nommée  leur  résulianie. 

§  Uy  Lorsqu'on  regarde  un  point  mobile  comme  animé 
à  la  fois  de  plus  de  deux  mouvements  (§  Ui)^  on  obtient  sa 
vitesse  absolue  au  moyen  des  vitesses  des  divers  mouvements 
composants,  en  appliquant  successivement  la  construction 
du  parallélogramme  des  vitesses,  de  la  manière  suivante  ; 
Fig.  21.  Soient  A B,  AC,  AD,  AE, 

fig.  21,  les  vitesses  du  peint, 
d{^ns  chacun  de  ses  meuve* 
ments  composants.  On  trouve 
d'abord  que  A  F  est  la  résul- 
tante des  vitesses  AB,  AC$  en- 
suite que  A  G  est  la  résultante 
des  vitesses  A  F  et  A  D,  et  par 

^***!i *    N\    conséquent  la  résultante  des 

'^  trois  vitesses  AB,  AC,  AD; 
enfin  que  AH  est  la  résultante  de  A  G  et  A  E,  c'est-à-dire 
la  résultante  des  quatre  vitesses  données. 

Pour  trouver  cette  résultante  définitive ,  on  peut  se  con- 
tenter de  mener)  par  l'entrémité  B  de  la  première  vitesse  AB, 
one  droite  BF  égale  et  parallèle  à  AC  ;  puis,  par  le  point  F, 
une  droite  F  G  égale  et  parallèle  à  AD  ;  ensuite  par  le  point 
G,  une  droite  GH  égale  et  parallèle  à  AE  :  la  droite  AH,  qui 
j<Hat  le  point  A  à  l'extrémité  du  polygone  ABFGH  ainsi 
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formé,  est  la  résultante  cherchée.  Cette  construction ,  à 
l'aide  de  laquelle  on  détermine  la  résultante  d*un  nombre 
quelconque  de  vitesses  dont  un  point  est  animé  simultané- 
ment, se  nomme /)o/f^^o7i^  des  vitesses. 

Il  est  clair  que  le  polygone  des  vitesses,  dont  le  parallé- 
logramme des  vitesses  n'est  qu'un  cas  particulier,  permet  de 
composer  les  vitesses  simultanées  d'un  point  dans  tous  les 
cas  possibles.  Si  ces  vitesses  simultimées  sont  de  même  di- 
rection et  de  même  sens,  on  en  déduit  que  la  vitesse  résul- 
tante est  égale  à  leur  somme,  et  qu'elle  est  dirigée  dans  la 
dii'cction  et  dans  le  sens  de  chacune  d'elles.  Si  les  vitesses 
simultanées  sont  de  même  direction ,  et  que  les  unes  soient 
dans  un  sens,  les  autres  dans  le  sens  opposé,  on  trouvera 
lonr  résultante  en  faisant  la  somme  de  celles  qui  sont  diri- 
gées dans  un  sens,  et  la  somme  de  celles  qui  sont  dans  le 
sens  contnûre ,  puis  retranchant  la  plus  petite  de  ces  deux 
sommes  de  la  plus  grande  :  la  différence  ainsi  obtenue  sera 
la  vitesse  résultante ,  et  elle  sera  dirigée  dans  le  sens  de  la 
plus  grande  des  deux  sommes  dont  nous  venons  de  parler. 

§  64.  Dans  le  cas  où  les  vitesses  composantes  sont  au 
nombre  de  trois ,  et  où  leurs  directions  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  on  peut  trouver  la  résultante  par  un  moyen  un 
peu  différent,  que  nous  allons  faire  connaître. 

Fig.  22.  Soient  AB,  AC,  AD,  fig.  22, 

les  trois  vitesses  composantes. 
En  construisant  un  parallélo- 
gramme sur  AB  et  AC,  on  trou- 
vera la  résultante  AE  de  ces 
deux  vitesses  ;  si  ensuite  on  mè- 
ne, par  le  point  E,  une  droite 
EF  égale  et  parallèle  à  AD,  AF 
sera  la  résultante  des  trois  vi- 
tesses AH,  AC,  AD.  Or,  si  l'on  mène  par  les  points  B,  C,  des 
droites  BG,  CH,  aussi  égales  et  parallèles  à  AD,  les  extrc'^ 
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Fig.  23. 


mités  D,  F,  G,  H  des  quati*e  droites  égales  et  parallèles 
AD,  EF,  BG,  CH,  formeront  un  parallélogramme  égal  et 
parallèle  aa  parallélogramme  ABCF.  Donc  la  vitesse  résul- 
tante AF  est  la  diagonale  d'un  parallélipipède  construit  sur 
les  trois  vitesses  composantes  AB,  AC,  AD.  Cette  construc- 
tioD,  spéciale  au  cas  de  trois  vitesses  composantes  non  situées 
dans  un  même  plan,  se  nomme  parallélipipède  des  vilesseg. 
§  45.  On  a  souvent  besoin  de  décomposer  une  vitesse  en 
deux  ou  trois  composantes  suivant  des  directions  données. 
Celle  décomposition  s'effectue  très-facilement,  en  se  fondant 
sur  ce  qui  précède.   . 

Soit  AB,  fig,  23,  une  vitesse 
qu'il  s'agit  de  décomposer  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  lignes 
AC,  AD.  On  observe  d'abord  que, 
pour  que  cela  soit  possible,  il  faut 
que  la  vitesse  donnée  AB  soit  dans 
le  plan  CAD.  Si  cette  condition 
est  remplie,  il  suffit  de  mener  par  le  point  B  des  parallèles 
BE,  BF  aux  lignes  AD,  AC  :  A  E  et  A  F  sont  les  deux  com- 
posantes cherchées. 

Soit  encore  AB,  fig,  24 ,  une 
vitesse  qu'il  s'agit  de  décom- 
poser en  trois  autres  dirigées 
suivant  les  lignes  AC,  AD,  AE, 
non  situées  dans  un  même 
plan.  Menons  par  le  point  B 
trois  plans  respectivement  pa- 
rallèles aux  plans  DAE,  CAE, 
CAD,  et  cherchons  les  points 
F,  G ,  H  où  ces  plans  coupent 
les  lignes  AC,  AD,  AE  :  AF, 
AG,  et  AH  sont  les  trois  vi- 
tesses composantes  qu'on  voulait  obtenir. 


Fig.  21). 


' 


X 
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§  66.  MoaveBtent  d*aii  fiolnt  rapporté  à  «n  B^stèaie 
lie  e«#rdloiiiiées  rectiltgnes.  —  Pour  définir  complète- 
ment les  positions  successives  d'un  point  mobile,  on  peut  les 
rapporter  à  un  système  de  coordonnées  rectilignes  ;  la  con- 
naissance des  variations  que  les  coordonnées  éprouvent  avec 
le  temps  entraîne  nécessairement  la  connaissance  des  di- 
verses circonstances  du  mouvement  de  ce  point. 

Considérons  d'abord 

Fis  25 

^'  le    mouvement    d'un 

/  point  qui  reste  tou- 

'/      ~7yP]^  jours  dans  un  même 

/>8^^    /  plan ,  et    rapportons 

i^^Y  ses  diverses  positions 

/  à  deux  axes  coordon- 

nés OX,  OY  tracés 
dans  ce  plan,  fig,  â5. 
Soient  x  Tabcisse  Om,  et  y  l'ordonnée  Omi  du  point  mobile 
M  à  la  fin  du  temps  /.  Ces  deux  coordonnées  ^r,  y,  varient 
avec  le  temps,  en  sorte  qu'on  a 

Si  Ton  projette  le  point  M  sur  Taxe  OX,  parallèlement  à 
l'axe  OY,  la  projection  sera  m;  de  môme,  si  on  le  projette 
sur  Taxe  OY,  parallèlement  à  l'axe  OX ,  sa  projection  sera 
Wi .  Les  deux  relations  qui  précèdent  sont  donc  les  équations 
du  mouvement  des  prqjeclions  m,  mi,  du  point  M  sur  les 
deux  axes.  On  les  nomme  souvent  aussi  les  équ^itions  du 
mouvement  du  point  M. 

L'élimination  de  /  entre  ces  deux  équations  fournit  une 
relation  entre  les  variables  x,  y  ;  ce  n'est  autre  chose  que 
l'équation  de  la  trajectoire  du  point  M. 

Désignons  par  u  et  u\  les  vitesses  des  projections  m,  mx 
du  point  M,  nous  aurons 
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La  connaissance  de  CCS  deux  vitesses  "permet  de  trouver  la 
vitesse  v  du  point  M,  en  se  fondant  sur  ce  que  u  et  Ui  sont 
les  pmjections  de  v  sur  les  axes  OX,  OY  (§  13).  En  effet, 
si  nous  menons  par  le  point  M  deux  droites  MN,  MP  res- 
pectivement égales  à  %i,  Ut  y  et  parallèles  aux  axes  OX,  OY,- 
il  est  ai«é  de  voir  que  la  vitesse  t?  doit  être  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  MQ  du  parallélo- 
gramme MNPQ;  cette  diagonale  MQ  est  la  seule  ligne  par- 
tant du  point  M,  dont  les  projections  sur  les  axes  soient 
u,  ui.  On  peut  donc  dire  que  la  vitesse  v  du  point  M  est  la 
résultante  des  vitesses  u,  ui  de  ses  projections  sur  les  axes 
OX,  OY  (§  42). 

Cette  conséquence,  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir, 
peut  être  établie  d'une  autre  manière.  On  peut  concevoir 
que  le  point  mobile  parcoure  la  droite  OX,  de  manière  que 
i'éqnation  de  son  mouvement  sur  cette  ligne  soit 

et  qu'en  même  temps  la  ligne  OX  soît  animée  d*un  mouve- 
ment de  translation  rectillgne  parallèle  à  OY  et  représenté 
par  l'équation 

Eu  vertu  de  Texistence  simultanée  de  ces  deux  mouvements, 
le  point  M  se  mouvra  dans  le  plan  YOX  cornme  nous  Tavions 
supposé  d'abord.  Ce  mouvement  absolu  du  point  M  peut  donc 
être  regardé  comme  résultant  de  la  composition  des  mouve- 
ments de  ses  deux  projections  sur  les  axes  OX,  OYj  et  par 
suite,  sa  vitesse  v  doit  être  la  résultante  des  vitesses  t/,  ui  de 
aes  projections. 

§  47.  Il  est  facile  d*étendre  ce  qui  vient  d'être  dît  au  cas 
où  Ton  rapporte  les  positions  successives  d'un  point  mo- 
bile M  à  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  fig.  26.  Si  l'on  désigne  par 
*>  y,  ^  les  trois  coordonnées  Om,  Omi,  Onii  du  point  M,  à 
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la  fin  du  temps  /,  ces  quantités  varient  avec  le  temps,  eu  sorte 
qu'on  a 


Fig.  2G. 


Les  points  tn,  mi, 
ni2  sont  les  projections 
de  M  sur  les  axes,  fai- 
tes parallèlement  aux 
plansYOZ,XOZ,XOY. 
Les  trois  relations  qui 
précèdent  sont  donc* 
X.  les  équations  du  mou- 
vement de  ces  pro- 
jections du  point  M; 
on  leur  donne  aussi 
le  nom  d'équations 
du  mouvement  du 
point  M. 

En  éliminant  la  va- 
riable /  entre  ces  trois  équations,  on  trouve  deux  relations 
entre  les  variables  x,  y,  z  :  ce  sont  les  équations  de  la  tra- 
jectoire du  point  M  dans  Tespace. 

Représentons  par  u,  ?/i ,  U2  les  vitesses  des  projections  m, 
mt,  mi  du  point  M,  nous  aurons 

Ces  vitesses  u,  i/i,  i^^,  sont  les  projections  de  la  vitesse  v  du 
point  M  dans  Fespace.  On  en  conclura  sans  peine  que,  si 
Ton  mène  par  le  point  M  trois  droites  parallèles  aux  axes  OX , 
OY ,  OZ,  et  égales  respectivement  à  m^  t^i ,  U2 ,  la  vitesse  v  est  la 
diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois  droites. 
Donc  celte  vitesse  r  du  point  M  est  la  résultante  des  trois 
vitesses  v,  u\,  1/2,  de  ses  projections  sur  les  axes  (§  ktx). 
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On  parvient  au  même  résultat  en  supposant  que  le  point 
mobile  se  meuve  sur  Taxe  OX  conformément  à  Téquation 

qu'en  même  temps  cet  axe  OX  ait  un  mouvement  de  trans- 
lation rectiligne,  parallèle  à  Taxe  OY,  et  représenté  par  l'é- 
quation 

y  =  ?  (0  ; 

et  qu'enfin  le  plan  XOY  ait  aussi  un  mouvement  de  transla- 
tion rectiligne,  parallèle  à  l'axe  OZ,  et  représenté  par  l'é- 
quation 

La  coexistence  de  ces  trois  mouvements  équivaut  au  mou- 
vement du  point  M  dans  l'espace,  tel  que  nous  l'avions  d'a- 
bord considéré.  On  peut  donc  regarder  les  mouvements  des 
projections  du  point  M  sur  les  axes  comme  étant  les  mou- 
vements composants  de  son  mouvement  absolu ,  et  par  con- 
séquent les  vitesses  u,  Ui,  u.j,  des  projections m^  mt,  nti , 
sont  les  composantes  de  la  vitesse  v  de  ce  point  M. 

§  48.  MoHvenieiit  d*Hii  point  rapporté  à  ■■  flystènie 
de  coordonnées  polaires.  —  On  peut  encore  rapporter  les 
diverses  positions  d'un  point  mobile  à  un  système  de  coor- 
données polaires.  Nous  allons  examiner  successivement  le 
cas  des  coordonnées  polaires  dans  un  plan,  et  celui  di's 
coordonnées  polaires  dans  l'espace. 

Soient  P  le  pôle ,  et  AP 
l'axe  polaire,  fig.  27,  aux- 
quels sont  rapportées  les  po- 
sitions du  point  mobile  M, 
qui  se  meut  en  restant  dans 
un  plan  passant  par  l'axe  AP. 
Fig.  27.  Désignons  par   r  le  rayon 

vecteur  MP,  et  par  0  l'angle  MPA.  Les  quantités  r  et  0  va- 
rient avec  le  temps  /,  la  connaissance  des  relations  qui  les 

i 
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lient  h  cette  dernière  variable  suffit  pour  que  le  mouvement 
du  point  M  soit  complètement  connu. 

On  peut  regarder  le  point  M  comme  marchant  le  long  du 
rayon  vecteur,  pendant  que  ce  rayon  vecteur  tourne  autour  du 
pôle.  La  composition  de  ces  deux  mouvements  simultanés  du 
point  M  donnera  son  mouvement  réel.  Le  mouvement  du 
point  M  le  long  du  rayon  vecteur  est  un  mouvement  relatif; 
dans  ce  cas,  on  lui  donne  le  nom  spécial  de  mouvement  de 
gliêsement.  Le  mouvement  de  rotation  du  rayon  vecteur 
autour  du  pôle  est  un  mouvement  d*cntra!ncment  ;  on  lui 
donne  également  ici  un  nom  spécial,  celui  de  m4)uvement 
de  circulation. 

La  vitesse  de  glissement  du  point  M  le  long  du  rayon 
vecteur  est 

dr 
di' 

La  vitesse  de  circulation  du  point  M,  supposé  immobile  sur 
le  rayon  vecteur,  fest 

SI  Toti  porte  la  première  en  MS,  sur  le  prolongemeiit  du 
rayôii  vecteur  PM,  et  la  seconde  en  MR,  suivant  une  perpen- 
diculaire h  fce  rayon  vecteur,  on  trouvera  la  vitesse  abso- 
lue MT  du  point  M,  en  appliquant  la  construction  du  paral- 
lélogramme des  vitesses  aux  deux  composantes  MR,  MS. 

§  69.  Lorsqu'un  point 
mobile  M  se  meut  d'une 
manière  quelconque  dans 
l'espace,  on  peut  définir  sa 
position  à  chaque  instant  en 
donnant  :  1°  sa  dislance  r 
à  un  point  fixe  ou  pôle  P, 
fig,  28  ;  2°  l'angle  9  que  le 
rayon  vecteur  MP  fait  avec  sa  projection  orthogonale  PB 


Fig.  28. 
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sur  un  plan  flxe  APB  ;  3"*  enfin  l'angle  <f  que  la  projection 
PB  fait  avec  une  ligne  fixe  PA  tracée  dans  ce  plan.  Les  trois 
coordonnées  r,  6,  f  varient  avec  le  temps  /.  Les  k^elations 
qui  les  lient  à  cette  dernière  variable  constituent  les  équa- 
tions da  mouvement  du  point  M. 

On  peut  regarder  le  mouvement  du  point  M  danâ  Fespâcé 
comme  résultant  de  la  composition  de  trois  mouvements  si- 
multanés, savoir  :  l''  un  mouvement  de  glissement  du  point  M 
le  long  du  rayon  vecteur  PM  |  2**  un  mouvement  de  rotation 
du  rayon  vecteur  PM  autour  du  point  P,  dans  le  plan  Bt^M  ; 
8"  un  mouvement  de  rotation  du  plan  BPM  autour  de  Taxe 
PZ  perpendiculaire  au  plan  APB.  La  vitesse  de  glisse-" 
ment  du  point  M,  le  long  du  rayott  Vecteur,  est 

dr 
dt' 

La  vitesse  du  point  M,  supposé  immobile  sur  le  rayon  vecteur, 
pendant  que  cette  ligne  tourne  autour  du  point  P,  dans  le 
plan  BPM,  est 

dt' 
La  vitesse  du  point  M,  supposé  immobile  sur  le  plan  BPM, 
pendant  que  ce  plan  tourne  autour  de  PZ,  est 


r  cofiO 


â- 


Sdpposonà  quô  Ton  porte  la  première  de  ces  trois  vitesses 
stir  le  prolongement  du  rayon  vecteur  PM  ;  la  seconde  sut* 
une  perpendiculaire  à  PM,  menée  par  le  point  M,  dans  le 
plan  BPM  ;  et  là  troisième  sur  une  perpendiculaire  au  plan 
BPM,  menée  par  le  point  M  :  il  suffira  d'appliquer  à  ces 
trois  vitesses  composantes ,  perpendiculaires  entre  elles 
deux  à  deux,  la  construction  du  parallélipipède  des  vi- 
tesses (§  44),  pour  trouver  la  vitesse  absolue  du  point  M 
dans  l'espace. 


Fig.  29 
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§  50.  Méthode  de  Roberval ,  poar  le  traeé  des  tan- 
gentes aux  eonrbes.  —  La  vitesse  d'un  point  mobile  est,  à 
chaque  instant,  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  courbe  qu'il 
décrit.  Il  en  résulte  que  la  connaissance  de  cette  vitesse  en- 
traine celle  de  la  tangente.  Concevons  que  le  mouvement  du 
mobile  soit  décompose  en  plusieurs  mouvements  compo- 
sants ;  si  Ton  peut  trouver  les  vitesses  simultanées  dans  ces 
mouvements  composants,  ou  simplement  les  rapports  qui 
existent  entre  elles,  on  en  déduira  la  direction  de  la  vitesse 
absolue  du  mobile,  et,  par  suite,  la  direction  de  la  tangente 
à  sa  trajectoire.  Telle  est  la  méthode  indiquée  par  Roben^al 
pour  le  tracé  des  tangentes  aux  courbes.  Nous  allons  donner 
quelques  exemples  de  son  application. 

Reprenons  la  conchoïde ,  dont 
nous  nous  sommes  déjà  occupés 
(§  24).  On  mène  par  le  point  fixe 
0,  fig,  29 ,  une  droite  quelconque 
OAB,  et  Ton  porte  sur  cette  droite 
une  longueur  constante  AB,  à  par- 
tir du  point  Â  où  elle  coupe  une 
droite  fixe  MN  :  la  conchoïde  est 
le  lieu  des  points  B  ainsi  obtenus. 
Si  nous  regardons  le  point  O 
comme  un  pôle  autour  duquel 
tourne  le  rayon  vecteurOAB,  nous 
pourrons  regarder  les  vitesses  des 
points  A  et  B  comme  résultant  chacune  de  la  composition 
d'une  vitesse  de  circulation  autour  du  point  0  et  d'une 
vitesse  de  glissement  le  long  du  rayon  vecteur  (§  k%y  Les 
vitesses  de  glissement  de  ces  deux  points  A  et  B  sont  évi- 
demment égales,  puisque  la  distance  de  ces  deux  points 
ne  varie  pas.  D'un  autre  côté,  leurs  vitesses  de  circulation 
sont  proportionnelles  à  leurs  distances  OA,  OB,  au  point 
fixe  0.  La  vitesse  absolue  du  point  A  est  dirigée  suivant  la 
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ligoe  MN  ;  soit  AC  cette  vitesse  :  en  construisant  le  rectangle 
AECD,  on  aura  AD  pour  la  vitesse  de  circulation  du  point  A, 
et  AE  pour  sa  vitesse  de  glissement  Si  nous  traçons  BF  per- 
pendiculaire à  OB,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  OD  pro- 
longée, BF  sera  la  vitesse  de  circulation  du  point  B  ;  si  nous 
portons  en  outre ,  sur  le  prolongement  de  OB,  une  lon- 
gueur BG  égale  a  AE,  BG  sera  la  vitesse  de  glissement  du 
point  B  :  la  diagonale  BH  du  rectangle  BFGH  sera  donc  la 
vitesse  du  point  B,  et,  par  conséquent,  cette  ligne  BH  sera 
la  tangente  à  la  conchoïde  au  point  B. 

>  L'ellipse  est  le  lieu 

Fîg.  30.  ^,  ' 

des  points  A,  fig,  30, 
tels  que  la  somme  de 
— a  leurs  distances  A  F,  AF', 
à  deux  points  fixes  F,  F', 
est  constante.  Si  nous 
regardons  le  point  A 
comme  appartenant  au  rayon  vecteur  AF ,  mobile  autour 
du  point  F,  sa  vitesse  pourra  être  décomposée  en  une 
vitesse  de  circulation  et  une  vitesse  de  glissement.  II  en 
sera  de  même  si  nous  regardons  ce  point  A  comme  appar- 
tenant au  rayon  vecteur  A  F',  mobile  autour  du  point  F'. 
La  somme  AF+  AF'  restant  constante,  il  en  résulte  né- 
cessairement qiie  les  deux  vitesses  de  glissement  du  point  A 
sont  égales,  et 'que,  si  Tune  des  deux  est  dirigée  suivant 
le  prolongement  de  FA,  l'autre  est  dirigée  de  A  vers  F'.  Soit 
AB  la  vitesse  de  glissement  du  point  A  sur  le'  rayon  vecteur 
FA  ;  si  nous  connaissions  la  vitesse  de  circulation  corres- 
pondante, il  nous  suffirait  de  la  porter  sur  la  perpendicu- 
laire BC  au  rayon  vecteur  FAB,  puis  de  joindre  son  extrémité 
au  point  A  :  la  ligne  ainsi  obtenue  serait  la  vitesse  du  point  A. 
Soit  de  même  AD  la  vitesse  de  glissement  du  point  A  sur  le 
rayon  vecteur  F'A  ;  en  portant  la  vitesse  de  circulation  cor- 
respondante sur  la  perpendiculaire  DE  au  rayon  vecteur  F' A, 
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et  joignant  son  extrémité  au  point  A ,  nous  aurions  encore  la 
vitesse  de  ce  point.  L'extrémité  de  la  ligne  qui  représente  la 
vitesse  du  point  A^  devant  se  trouver  à  la  fois  sur  £C  et  sur 
DE,  sera  donc  le  point  G,  où  les  deux  lignes  BC,  DE  se  ren- 
contrent ;  et  par  conséquent  AG  sera  cette  vitesse.  L'égalité 
des  lignes  AB,  AD,  montre  que  la  ligne  AG,  qui  est  la  tan- 
gente à  Tellipse  en  A,  divise  Tangle  BAD  en  deux  parties 
égales. 

§  51.  HonvemenUi  slmnlUmés  d'an  solide.  —  Si  Ton 
rapporte  les  positions  successives  des  difierents  points  d'un 
solide  en  mouvement  à  des  axes  coordonnés  qui  se  dépla- 
cent eux-mêmes  dans  l'espace,  on  trouvera  ainsi,  non  pas 
le  mouvement  absolu  du  solide,  mais  son  mouvement  relatif 
par  rapport  à  ces  axes  mobiles.  On  peut  regarder  le  solide 
comme  animé  à  la  fois  de  deux  mouvements,  dont  l'un  est  le 
mouvement  relatif  dont  nous  venons  de  parler,  et  l'autre  est 
)e  mouvement  c|*entratnement  qu'il  aurait  s'il  était  lié  invaria- 
blement auic  axes  mobiles.  Le  mouvement  réel  du  solide  s'ob- 
tiendra  par  la  composition  du  mouvement  relatif  et  du  mou- 
vement d'eptratnement  que  nous  substituons  p^r  la  pensée  à 
ce  mouvement  réel. 

Nous  avous  déjà  fait  usage  de  cette  considération,  qui  con- 
siste à  regarder  le  mouvement  réel  d'un  solide  comme  dû  à  la 
coexistence  de  deux  autres  mouvements,  lorsque  nous  avons 
dit  qu'une  vis  qui  pénètre  dans  soq  écrou  glisse  le  long  de  son 
^xe  et  tourne  eu  piéme  temps  autour  de  cet  axe  (§  31). 

llp  solide  peut  d'ailleurs,  comme  un  point,  être  regardé 

comme  animé  à  la  fois  de  trois,  de  quatre mouvements 

distincts,  dont  la  composition  fournira  toujours  le  mouve- 
ment réel  du  solide  dans  l'espace. 

Npu^  allons  voir  comment  on  pourra  composer  entre  eux 
les  divers  mouvements  simultané^  d'un  solide,  dans  tous  le^ 
cas  possibles;  et,  pour  cela,  il  nous  suffira  de  nous  occuper  de 
la  composition  des  qouvefnentçî  élémentaires  simultanés  y 
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puisqu'on  appliquant  les  propositions  que  nous  allons  établir 
aux  mouvements  élémentaires  qui  se  produisent  pendant  les 
éléments  successifs  du  temps,  on  en  déduira  sans  peine  la 
composition  des  mouvements  continus  simultanés  du  solide, 
de  quelque  nature  que  soient  ces  mouvements. 

§  52.  Composition  des  monvements  élémentaires 
simnltaiiés  d'an  solide. — Composition  des  traiitlations, 
— Si  un  solide  est  animé  à  la  fois  de  deux  mouvements  élémen- 
taires de  translation,  chacun  de  ses  points  décrira,  en  vertu 
du  mouvement  résultant,  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  les  chemins  infiniment  petits  qu'il  parcourrait  en 
vertu  de  chacun  des  mouvements  composants  (§  k'i).  Mais 
tous  les  parallélogrammes  construits  ainsi,  pour  les  divers 
points  du  solide,  ont  leurs  côtés  égaux  et  parallèles  ;  leurs 
diagonales  seront  donc  aussi  égales  et  parallèles  :  donc  le 
mouvement  résultant  du  solide  sera  encore  un  mouvement 
de  translation.  On  voit  de  plus  que  la  vitesse  du  solide,  dans 
ce  mouvement  résultant,  est  représentée  en  grandeur  et  en 
direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
les  droites  qui  représentent  les  vitesses  des  mouvements  com- 
posants. 

Si  un  solide  est  animé  d'un  nombre  quelconque  de  mou- 
vements élémentaires  de  translation,  son  Hiouvcment  résul- 
tant sera  encore  un  mouvement  de  translation;  et  la  vi- 
tesse  de  ce  mouvement  résultant  se  déduira  des  vitesses  des 
mouvements  composants,  par  la  construction  du  polygone 
des  vitesses  (§  k2i).  Dans  le  cas  où  il  n'y  aura  que  trois 
mouvements  composants,  et  où  les  vitesses  de  ces  trois  mou- 
vements ne  seront  pas  parallèles  à  un  mémo  plan,  la  con- 
struction du  polygone  des  vitesses  pourra  être  remplacée  par 
celle  du  parallélipipède  des  vitesses  (§  44). 

§  53.  Composition  d'une  translation  et  4'^^^  rota- 
tion. —  Considérons  un  solide  animé  à  la  fois  d'une  transla- 
tlon,  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  la 


t 


56  LIVRE    I. — Cl^iÉMATlQlK. 

direction  de  la  translation.  Soit  0,  fig.  31,  la  projection  de 

Taxe  autour  duquel  s'effectue 
la  rotation,  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  flèche  a;  et  AB  la 

.. _        direction  de    la   translation  , 

dont  le  sens  est  indiqué  par  la 
^  flèche  b.  Désignons  par  w  la 

■'ig.  31. 

vitesse  angulaire  de  la  rota- 
tion, et  par  n  la  vitesse  de  la  translation,  ^dt  sera  Tangle 
dont  le  solide  tourne  autour  dt^  Taxe  0,  pendnnt  le  temps 
dt,  et  vdl  sera  la  quantité  dont  il  se  déplace  parallèlement 
à  AB»  en  vertu  de  la  translation,  pendant  le  même  temps. 
Abaissons  du  point  0  une  pei*pendiculaire  sur  AB,  et  pre- 
nons sur  cette  perpendiculaire  un  point  M  tel  que  Ton  ait 

r  =  &>  X  OM. 

Le  point  M  s'abaisse  au-dessous  deOM,  et  petpendiculai- 
rement  à  cette  ligne,  d'une  quantité  gd  cf/  X  OM,  pendant 
le  temps  dt ,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  Ta^ceO  ;  il  s'é- 
lève en  même  temps,  suivant  la  même  direction,  d'une  quan- 
tité V  dty  en  vertu  de  la  translation  :  ces  deux,  quantités 
étant  égales,  d'après  la  manière  dont  le  point  M  a  été  choisi, 
il  en  résulte  que  ce  point  M  reste  immobile.  On  conclut  im- 
médiatement de  là  que  le  mouvement  résultant  du  solide  est 
une  rotation,  autour  d'un  axe  mené  parle  point  M,  parallèle- 
ment à  Taxe  0  de  la  rotation  composante.  Pour  trouver  la 
vitesse  angulaire  avec  laquelle  s'effectue  celte  rotation  résul- 
tante ,  nous  observerons  que  le  point  0  se  déplace ,  pendant 
le  temps  di ,  d'une  quantité  vdt  ^  en  vertu  de  la  translation , 
et  qu'il  ne  se  déplace  pas  du  tout  en  vertu  de  la  rotation 
composante  ;  son  déplacement  total  est  donc  t  di^ei  si  nous 
le  regardons  comme  dû  à  la  rotation  résultante ,  il  nous  suf- 
fira de  le  diviser  par  OM,  pour  avoir  l'angle  décrit  pendant 
le  temps  dt  en  vertu  de  cette  rotation  :  le  quotient 
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V  dt 
OM 

«ftaiit  l'égal  iktù  di^  d'nprès  la  relation  qui  nous  a  servi  à  dé- 
lermîner  OM ,  il  s'ensuit  que  la  vitesse  angulaire ,  dans  la 
rotation  résultante,  est  égale  à  &>.  Le  sens  de  eette  rotation 
résultante  est  d'ailleurs  indiqué  par  la  flèche  c*,  c'est-à-dire 
qu'il  est  le  même  que  celui  de  la  rotation  composante. 

Dans  le  cas  où  Ton  aura  un  solide  animé  à  la  fois  d'une 
translation  y  et  d'une  rotation  autour  d'un  axe  non  perpendi- 
culaire à  la  direction  de  la  translation ,  on  décomposera  la 
translation  en  deux  composantes  (§§  52  et  /i5),  dont  Tune 
soit  parallèle  à  Taxe  de  la  rotation ,  et  l'autre  lui  soit  pei"- 
pendiculaire.  On  composera  la  seconde  de  ces  translations 
composantes  avec  la  rotation,  ce  qui  donnera  une  rotation 
égale  autour  d'un  axe  parallèle  au  premier.  Il  restera  alors 
une  rotation ,  et  une  translation  dirigée  suivant  Taxe  de  cette 
rotation ,  dont  la  coexistence  équivaut  à  un  mouvement  héli- 
coïdal, tel  que  le  mouvement  d'une  vis  qui  pénètre  dans  son 
écrou  (S  31). 

Le  mouvement  hélicoïdal  élémentaire  d'un  solide  pouvant 
être  regardé  comme  résultant  de  la  composition  d'une  rota- 
tion autour  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement 
du  solide,  et  d'une  translation  le  long  de  cet  axe,  il  est  facile 
d'en  conclure  l'expression  de  la  vitesse  d'un  point  quelcon- 
que du  solide  mobile.  Si  Ton  désigne  par  v  la  vitesse  de  la 
translation ,  par  ci>  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation ,  et  par 
r  la  distance  du  point  que  l'on  considère  à  l'axe  instantané 
de  rotation  et  de  glissement,  on  aura 

r  et  w  r 

pour  les  deux  composantes  de  la  vitesse  du  point;  et  comme 
ces  deux  composantes  sont  dirigées  à  angle  droit  l'une  sur 
l'autre ,  la  vitesse  résultante  a  pour  valeur 
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y  »*  +  ût)^r^ 


On  voit  par  là  que  la  vitesse  d^uii  point  du  solide  mobile  est 
d'autant  plus  grande  que  ce  point  est  plus  éloigné  de  Taxe 
instantané  de  rotation  el  de  glissement;  et  que  cet  axe  est  le 
lieu  des  points  du  solide  dont  la  vitesse  est  minimum. 

M  §  5/i.  Composition  des  ro- 

^^^%       X*"^^      ^^^^^  taliotis  autour  d'axes  parai- 

oï M 0        lèles.  —  Supposons  qu'un  so- 

*  Fig.  S2.  lîde  soit  animé  à  la  fois  de  deux 

rotations  autour  de  deux  axes  parallèles  projetés  en  0,  0', 
fig,  32 ,  dans  le  sens  des  flèches  a,  a',  el  avec  des  vitesses 
angulaires  o),  co'.  Prenons ,  sur  la  ligne  00',  un  point  M  tel 
que  Ton  ait 

a)XOM  =  »'xO'M. 

En  vertu  de  la  rotatioQ  (ùdt  autour  de  Taxe  0 ,  le  point  M 
s'abaisse  au-dessous  de  00'  d'une  quantité  cpi^^  x  OM;  en 
vertu  de  la  rotation  (ù'dt  autour  de  l'axe  0',  ce  point  M  s'é- 
lève au-dessus  de  QO'  d'une  quantité  &>'  ci  ^  x  O'M  :  ces  deux 
déplacements  simultanés  étant  égaux  et  directement  opposés, 
il  s'ensuit  que  le  point  M  reste  immobile.  Donc  le  mouve- 
ment résultant  est  une  rotation  autour  d'un  axe  qui  passe 
par  le  point  M ,  et  qui  est  parallèle  aux  axes  des  rotations 
composantes.  Cet  axe  de  la  rotation  résultante,  situé  dans  le 
plan  des  axes  des  rotations  composante»,  et  entre  ces  deux 
axes ,  divise  la  distance  00'  qui  les  sépare  en  deux  parties 
OM,  O'M ,  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angu- 
laires ci>,  &>'.  Le  déplacement  total  OOi  du  point  0  est  dû  uni- 
quement à  la  rotation  tùdt  autour  de  l'axe  0',  et  est  égal  à 
«>'  £(^  X  00'  ;  si  l'on  regarde  ce  déplacement  total  comme 
du  à  la  rotation  résultante  autour  de  l'axe  M,  l'angle  décrit 
pendant  le  temps  dt^  dans  cette  rotation  résultante ,  sera 
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En  observant  que  00'  =-OM+0'M ,  et  tenant  compte  de  la 
relation  qui  a  servi  à  définir  le  point  M ,  on  trouvera  que  cet 
angle  décrit  pendant  le  temps  d  t,  dans  la  rotation  résultante,  i . L  ^— 


est  égal  à  ^  u)  ^•^+      "     ^'^ 

(o)  +  co')  dt  :  , 

0    , 
donc  la  vitesse  angulaire,  dans  le  mouvement  résultant,  est    ^  v^v 

a>-|-c«>',  c'est-à-dire  la  sommedes  vitesses  angulaires  dans  les  ,  i  u) 

mouvements  composants.  La  rotation  résultante ,  autour  de  *  >     ^  ^     t^' 

Taxe  M ,  s'effectue  d'ailleurs  dan^  le  sens  de  la  flèche  b^ 

c'est-à-dire  dans  le  même  sens  qu^  chacune  des  rotations  ^x 

composantes.  aV-  (  '"'  ^      / 

En  raisonnant  absolument  de  la  même  manière ,  dans  le 
cas  où  lin  solide  serait  aiûmé  de  deux  rotations  de  sens  con- 
traires, autour  d'axes  parallèles,  avec  des  vitesses  angu|s|ires 
(ù,  (ù'j  et  supposant  ct>>a)',  on  arrive  au  résultat  suivant.  Le 
mouvement  résultant  est  une  rotation  autour  d'un  axe  paral- 
lèle aux  axes  des  rotations  composantes ,  situé  dans  le  plan 
de  ces  deux  axes ,  en  dehors  de  la  portioii  du  plan  qu'ils 
comprennent  entre  eux  -,  et  du  côté  de  l'axe  correspondant  à 
la  plus  grande  vitesse  angulaire  cr)  -,  les  distances  de  cet  axe 
de  la  rotation  résultante  aux  axes  des  rotations  composantes, 
sont  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires 
correspondantes  ci),ci)';  la  rotation  résultante  a  lieu  dqns  le 
sens  de  la  rotation  composante  dont  la  vjtcsse  est  eo,  et  )a 
vitesse  angulaire  de  cette  rotation  résultante  est  égale  à 
« — w'. 

Dans  le  cas  particulier  où  I^s  deux  rotations  composan  te§, 
autour  d*axes  parallèles,  s'effectuent  en  sens  contraires  ^t 
avec  des  vitesses  angulaires  égales ,  il  résulte  de  ce  qui  vient 
tfétfe  dit  que  le  piouvement  absolu  du  solide  est  une  rotation 
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ntitour  d'un  axe  sîtuéà  rinfini,  dans  le  plan  des'axes  des  ro- 
tations composantes ,  et  que  cette  rotation  s'effectue  avec  une 
vitesse  angulaire  nulle;  c'est-à-dire  que  le  mouvement  résul- 
tant doit  être  une  translation  dirigée  perpendiculairement 
au  plan  des  axes  des  rotations  composantes.  On  peut  le  re- 
connaître directement  de  la  manière  suivante.  Soient  0, 0', 
fig,  33 ,  les  axes  des  rotations  composantes,  et  w  leur  vitesse 

angulaire  commune.    Pen- 
dant le  temps  rf/,  un  point 
"^       ®'  M      T     "  quelconque  M  pris  entre  les 

^'*^'  ^*'  deux  axes,  cl  dans  leur  plan, 

s'élève  d'une  quantité  0)  rf/  X  OM,  perpendiculairement  à  ce 
plan,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  Taxe  0;  il  s'élève,  sui- 
vant la  même  direction,  d'une  quantité  w  rf  ^  x  O'M ,  en  venu 
de  la  rotation  autour  de  l'axe  0'  :  son  déplacement  total  est 
donc  wrf^x  (OMh- O'M),  ou  ce  qui  est  la  même  chose 
(ù  dt  X  00',  c'est-à-dire  qu'il  est  indépendant  de  la  position 
du  point  M  sur  le  plan  des  deux  axes  0,0',  et  entre  ces  deux 
axes.  De  même  un  point  quelconque  M',  pris  sur  le  plan  des 
axes  0,0',  en  dehors  de  ces  axes,  s'élève  de  wrf/  x  OM', 
pendant  le  temps  rf/,  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  l'axe 
0;  il  s'abaisse  en  même  temps  de  w  rf/  X  O'M',  en  vertu  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  0'  :  son  déplacement  total  est  donc 
wrf/  X  OM'— 0)  dt  X  O'M',  ou  encore  w  rf/  x  00',  comme 
pour  le  point  M.  Il  suit  de  là  que  l'existence  simultanée  de 
deux  rotations  égales  et  de  sens  contraires,  autour  d'axes  pa- 
rallèles, ce  qui  constitue,  suivant  l'expression  admise,  un  cou- 
ple de  rotations^  équivaut  à  une  translation  dirigée  perpen- 
diculairement au  plan  des  axes  des  deux  rotations,  ou  au 
plan  du  couple;  et  que  la  vitesse  de  cette  translation  s'ob- 
tient en  multipliant  la  vitesse  angulaire  commune  des  deux 
rotations,  par  la  distance  des  axes  autour  desquels  ces  rota- 
tions s'effectuent  (w  X  00'). 
Si  un  solide  est  animé  à  la  fois  d'un  nombre  quelconque 
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de  rotations  de  nit^me  sens  autour  d'axes  parallèles,  on  trou- 
Tera  racilement  son  mouvement  résultant,  en  composant 
d*abord  deux  de  ces  rotations  en  une  seule ,  comme  nous 
l'avons  dit  au  commencement  de  ce  paragraphe  :  composant 
ensuite  la  rotation  résultante  ainsi  obtenue  avec  une  troi- 
sième des  rotations  dont  il  s'agit  ;  puis  cette  seconde  rotar 
tion  résultante  avec  une  quatrième  des  rotations  données, 
et  ainsi  de  suite.  Le  mouvement  résultant  définitif  sera  donc 
une  rotation,  de  même  sens  que  les  rotations  composantes 
données,  autour  d'un  axe  parallèle  aux  axes  dé  ces  rotations 
composantes  3  et  la  vitesse  angulaire  résultante  sera  la 
somme  des  vitesses  angulaires  composantes.  Dans  le  cas  où 
un  solide  sera  animé  à  la  fois  d'un  nombre  quelconque  de  ro- 
tations autour  d'axes  parallèles,  les  unes  dans  un  sens,  les 
autres  dans  le  sens  opposé,  on  trouvera  le  mouvement  ré- 
sultant de  la  manière  suivante  :  on  composera  d'abord  en 
une  seule  toutes  les  rotations  qui  ont  lieu  dans  un  sens,  puis 
on  en  fera  autant  des  autres  rotations  qui  ont  lieu  en  sens 
contraire  ;  enfin,  on  composera  entre  elles  les  deux  rotations 
résultantes  partielles  ainsi  obtenues,  ce  qui  donnera,  pour  le 
mouvement  résultant  du  solide,  une  translation  ou  une  ro- 
f  ^A  ta  tion,  suivant  que  les  vitesses  angu- 

laires de  ces  deux  rotations  résultan* 
tes  partielles  seront  égales  ou  iné- 
gales. 

§  55.  Composition  des  rotations 
autour  d'axes  concourants.  —  Con- 
sidérons un   solide  animé  de   deux 
;  rotations  élémentaires  simultanées  au- 

.\ft       tour  de  deux  axes,  AB,  CD,  qui  pas- 
sent  par  un  môme  point  E,  fig.  3^,  et 
\     représentons  par  a>,  o)',  les  vitesses 
1         Fig.  M.         j)    angulaires   correspondant  à  chacune 
d'elles.  Le  point  E  ne  se  déplaçant  en  vertu  d'aucune  de  ces 
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deux  rotations,  il  est  clair  que  le  mouvement  résultant  sera 
une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point  E  (§  27). 
Pour  trouver  cet  axe^  imaginons  que  nous  portions  sut*  les  di- 
rections AB,  CD,  eiy  à  partir  de  leur  point  de  rencontre  E,  dé& 
longueurs  EF,  £G,  proportionnelles  attx  vitesses  angiilaireê 
tQy  (ù'\  supposons  en  outre  que  ces  longueurs  soieilt  portëeé 
dans  urt  sens  tel,  qu'en  mettant  son  œil  au  point  E,  et  rega^- 
dant,  soit  dans  la  direction  EF,  soit  dans  la  direction  E6,  on 
voie  la  rotation  correspondante  s'effectuer  dans  le  sens  dans 
lequel  nous  voyons  habituellement  tourner  les  aiguilles  sur 
le  cadran  d'une  horloge  ou  d'une  montre.  Cela  fait,  construi- 
sotis  lin  parallélogramme  EFGH,  sur  les  deux  lignes  EF,  EG; 
nous  allons  voir  que  la  diagonale  EH  de  ce  parallélogramme 
est  précisémeiit  l'axe  de  la  rotation  résultante. 

En  effet,  eu  vertu  de  la  rotation  autour  de  AB,  et  pendant 
le  temps  di,\e  point  H  s'élève  au-dessus  du  plan  BED,  d'une 
quantité  ûd  dl  x  HP  ;  en  vertu  de  là  rotation  autour  de  CD 
et  dans  le  même  temps,  ce  point  H  s'abaisse  au-dessous  du 
plan  BED  d'une  quantité  u'  di  X  HQ.  Or,  les  deux  trian- 
gles HFP ,  GHQ,  étant  semblables ,  il  s'ensuit  qu'on  a 


HP      HF     EG     W 
HQ~HG~ÏF~  w' 

on  en  déduit 

(a  X  HP=w'  X  HQ  ; 

donc  les  déplacements  simultanés  w  rf/  x  HP,  tù'di  y,  HQ, 
du  point  H,  dus  aux  deux  rotations  composantes,  sont  égaux 
entre  eux,  et  comme  ils  sont  tous  deux  dirigés  perpendiculai- 
rement au  plan  BED  et  en  sens  contraire  l'un  de  l'autre,  il  on 
résulte  que  le  point  H  reste  immobile.  La  ligne  EH  est  donc 
bien  l'axe  autour  duquel  s'effectue  la  rotation  élémentaire 
qui  constitue  le  mouvement  résultant  du  solide. 
Reste  à  trouver  la  grandeur  de  la  vitesse  angulaire  Q 


! 
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dans  ce  ibotiTeiiiènt  t^ésultant.  Pour  y  arriver,  observons  que 
le  point 6  se  déplace  d'une  quantité  oi)c{f  X  GR,  en  vertu  dé 
la  rotation  autour  de  AB,  et  quil  tie  se  déplace  pas  en  Vertu 
de  la  rotation  autour  de  CD  :  soil  dëpiacement  total  est  donc 
(ùdtyc  GR.  D*an  autre  côté,  si  Ton  regarde  ce  déplacement 
total  du  point  G  comme  dû  à  la  rotation  résultîintë,  Oh  thotivë 
qaH  a  pour  valeur  Q  <2f  X  GS  ;  on  doit  donc  avoir 

(adty,GYi=:Ùdt  x  GS, 

d*o&  Ton  tire 

jû_GR 
co""gS 

Or,  les  deux  triangles  EFH,  EGH,  sont  égaux  ;  les  pro- 
duits EF  X  GR  et  EH  X  GS  y  qui  représentent  les  doubles 
de  leurs  surfaces,  sont  donc  aussi  égaux  ^  on  en  déduit 

GR_EH 

gs""1f' 

et  par  conséquent  on  à 

^_EH 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  vitesses  angulaires  composantes 
(ù  et  w'  sont  représentées  par  les  longueurs  ËF,  ËG ,  aux- 
quelles elles  sont  proportionnelles,  là  vitesse  angulaire  ré- 
sultante Û  sera  représentée  par  la  longueur  ËH.  Quant  au 
sens  de  la  rotation  résultante ,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  est 
bien  tel,  que,  si  Ton  mettait  son  œil  au  point  E,  et  qu'on  re- 
gardât dans  la  direction  EH,  on  verrait  le  solide  tourner  dans 
'  le  sens  où  nous  voyons  tourner  les  aiguilles  d'une  horloge. 
D'après  cela^  les  lignes  EF,  EG  étant  prises  de  manière  à 
représenter  les  directions  des  axes  des  rotations  composan- 
tes, ainsi  que  la  grandeur  et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire 
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autour  de  chacun  de  ces  axes,  la  diagonale  EH  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  lignes  EF,  EG,  représente  de 
même  la  direction  de  Taxe  de  la  rotation  résultante,  ainsi 
que  la  grandeur  et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  correspon- 
dante. Cette  proposition  constitue  ce  qu'on  nomme  le  parai- 
lélogramme  des  rotations, 

La  construction  que  nous  venons  de  démontrer,  et  qui  sert 
à  composer  entre  elles  deux  rotations  élémentaires  simulta- 
nées d'un  solide  autour  de  deux  axes  qui  passent  par  un 
même  point,  est  entièrement  analogue  à  la  construction  à 
l'aide  de  laquelle  on  compose  deux  vitesses  simultanées 
d'un  même  point  (g  42).  Nous  pouvons  en  conclure  de  suite 
que,  quand  on  aura  à  composer  entre  elles  un  nombre  quel- 
conque de  rotations  élémentaires  simultanées  d'un  solide  au- 
tour d'axes  dont  les  directions  concourent  toutes  en  un 
même  point,  on  y  arrivera  en  opérant  de  même  que  quand  il 
s'agit  de  trouver  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de 
vitesses  simultanées  d'un  point.  On  représentera  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  relative  à  chacune  dos 
rotations  composantes ,  au  moyen  d'une  certaine  longueur, 
portée,  comme  nous  l'avons  dit,  sur  l'axe  autour  duquel  s'ef- 
fectue cette  rotation.  On  traitera  les  diverses  lignes  ainsi  ob- 
tenues comme  si  elles  étaient  les  vitesses  simultanées  d'un 
point,  et,  à  l'aide  du  polygone  des  vitesses  (§43),  on  trouvera 
leur  résultante.  La  ligne  ainsi  obtenuefera  connaître  la  direc- 
tion de  l'axe  de  la  rotation  résultante  cherchée,  et  aussi  la  gran- 
deur et  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  résul- 
tante. Cette  construction,  qui  a  pour  objet  de  trouver  la  rota- 
tion résultante  d'un  solide  animé  à  la  fois  d'un  nombre  quel- 
conque de  rotations  composantes  autour  d'axes  concourants, 
se  nomme  polygone  des  rotations. 

Dans  le  Cas  où  les  rotations  composantes  sont  au  nombre 
de  trois,  et  où  les  axes  de  ces  rotations  ne  ^ont  pas  dans  un 
même  plan,  on  peut  remplacer  le  polygone  des  rotations  par 
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une  construction  analogue  au  parallélipipède  des  vitesses 
(S  ^^)  î  on  désigne  cette  construction  spéciale  sous  le  nom  de 
parallélipipède  des  rotationg. 

%  56.  Cofnpositiofi  de  deux 


.V 


Fig.  S5. 


rotations  autour  d'a^eê  noii 
situes  dans  un  même  plan.  — 
Soient  AB,-CD,  fig,  35,  les  axes 
des  deux  rotations  élémentaires 
simultanées  d*un  solide.  Nous 
supposons  que  ces  axes  ne  sont 
pas  situes  dans  un  même  plan. 
Par  un  point  E,  pris  sur  AB, 
menons  CD'  parallèle  à  CD. 
Nous  pouvons  regarder  la  ro- 
tation autour  de  CD  comme  ré- 
sultant de  la  composition  d'une  rotation  égale  et  de  même 
sens  autour  de  C'D\  et  d'une  translation  dirigée  perpendi- 
culairement au  plan  CDC'D' (§  55).  Cette  translation,  de 
même  grandeur  et  de  même  sens  que  le  déplacement  élé- 
mentaire du  point  E  dfii  à  la  rotation  autour  de  CD,  s'ef- 
fectue suivant  EF,  avec  une  vitesse  égale  au  produit  de  la 
vitesse  angulaire  autour  de  CD^  par  la  distance  des  paral- 
lèles CD,  CD'.  Si  nous  substituons  à  la  rotation  autour  de 
CD,  les  deux  mouvements  simultanés  dont  nous  venons  de 
parler,  c'est-à-dire  la  rotation  autour  de  CD'  et  la  transla- 
tion suivant  EF,  nous  aurons  à  composer  entre  eux  trois 
mouvements  élémentaires ,  savoir  :  la  rotation  autour  de 
AB,  la  rotation  autour  de  CD',  et  la  translation  suivant  EF. 
Cette  composition  s'effectuera  de  la  manière  suivante  :  on 
composera  d'abord  les  deux  rotations  autour  de  AB  et  de 
C'D',  à  l'aide  du  parallélogramme  des  rotations  (§  55)  ; 
pais  on  composerai  la  rotation  résultante  ainsi  obtenue  avec 
la  translation  suivant  EF  (§  53),  ce  qui  donnera  nécessaire- 
ment un  mouvement  hélicoïdal,  puisque  EF,  pei*pendiculaire 


5 
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au  plan  CD  CD',  ne  peut  pas  être  perpendiculaire  à  Taxe  de 
la  rotation  résultante  qui  est  situé  dans  le  plan  AEC. 

§  67.  Composition  des  mouvements  quelconques,  — 
Tout  mouvement  élémentaire  d'un  solide  équivaut  à  la 
coexistence  d'une  rotation  autour  d'un  axe  et  d'une  transla- 
tion le  long  de  cet  axe.  La  composition  de  deux  mouvements 
élémentaires  quelcopques  d'un  solide  revient  donc  à  la  com- 
position de  quatre  mouvements  simultanés,  dont  deux  sont 
des  naouvemenls  de  translation,  et  les  deux  autres  des  mou- 
vements de  rotation.  Si  l'on  compose  d'abord  les  deux  rota- 
tions entre  elles,  on  trouvera  en  général  pour  résultat,  une 
rotation  unique  et  une  translation  (§  56);  si  l'on  compose 
ensuite  les  deux  translations  entre  elles,  et  avec  celle  qui 
peut  résulter  de  la  composition  des  deux  rotations,  on  ob- 
tiendra une  translation  unique  :  les  mouvements  élémen- 
taires donnés  seront  donc  remplacés  par  une  rotation  et  une 
translation,  ce  qui  donnera  en  général  un  mouvement  héli- 
coïdal (§  53). 

Si  un  solide  est  animé  à  la  fois  de  plus  de  deux  mouve- 
ments élémentaires  quelconques,  on  trouvera  le  mouvement 
résultant  du  solide  de  la  manière  suivante  :  on  composera 
^ntreeux  deux  des  mouvements  donnés,  et  l'on  obtiendra  ainsi 
un  mouvement  résultant  partiel  de  même  nature  que  chacun 
des  mouvements  composants,  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire;  on  composera  ensuite  ce  mouvement  résultant  partiel 
avec  un  troisième  des  mouvements  composants  ;  puis  le  se- 
cond mouvement  résultant  partiel  qui  en  proviendra  ,  avec 
un  quatrième  des  mouvements  composants  ;  et  ainsi  de  suite. 
Le  résultat  déCnitif  sera  en  général  un  mouvement  héli- 
coïdal, ce  qui  devait  être  nécessairement,  puisque  le  mouve- 
ment hélicoïdal  est  le  mouvement  élémentaire  le  plus  général 
dont  un  solide  puisse  être  animé. 

§  58.  Décomposition  d'un  mouvement  élémentaire 
quelconque  d'un  solide,  en  trois  translations  parallèles 
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à  trois  axes  rectangulaires,  et  en  trois  rotations  autour 
de  ces  axes.  —  Supposons  qu'un  solide  mobile  soit  rapporté 
à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  OX ,  OY,  OZ,  et  con- 
sidérons un  point  faisant  partie  du  solide,  ou  lié  invariable- 
ment à  lui,  qui  coïncide  avec  l'origine  0  au  commencement 
du  mouvement  élémentaire  dont  nous  nous  occupons.  Nous 
pouvons  décomposer  ce  mouvement  élémentaire  du  solide, 
en  une  translation  égale  et  parallèle  au  mouvement  du  point 
dont  nous  venons  de  parler,  et  une  rotation  autour  d'un  axe 
passant  par  ce  point  (§  31).  La  translation  peut  toujours  se 
décomposer  en  trois  translations  dirigées  respectivement 
suivant  les  axes  OX,  OY,OZ(§§  52  et*^5);  la  rotation  s'ef- 
fectuant  autour  d'un  axe  qui  passe  par  le  point  0,  peut  égale- 
ment se  décomposer  en  trois  rotations  autour  des  mêmes  axes 
(§  §  55  et  65).  Donc  tout  mouvement  élémentaire  d'un  so- 
lide peut  se  décomposer  en  trois  translations  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires  pris  à  volonté  et  en  trois  rotations 
autour  de  ces  axes. 

§  59.  Théorie  ëes  monvemenls  relatifs.  —  Mou- 
vemeni  relatif  d'un  point,  par  rapport  à  un  système 
d'axes  animé  d'un  mouvement  de  translation  dans  l'es- 
pace. —  Un  point  mobile  décrit  dans  l'espace  la  trajectoire 
MM'IVr',  fig.  36,  et  se  trouve  en  M  à  la  fin  du  temps  /, 
en  >r  à  la  fin  du  temps  P^  en  M"  à  la  fin  du  temps  T',  etc. 
On  rapporte  ce  point  à  un  système  d'axes  A  ^,  A  y]^  A  Ç,  qui 
se  déplacent  en  restant  parallèles  aux  axes  fixes  OX,  OY, 
OZ ,  et  on  se  propose  de  trouver  le  mouvement  relatif  qui 
en  résulte,  c'est-à-dire,  le  mouvement  apparent  du  point 
mobile,  pour  un  observateur  qui  participerait  au  mouvement 
des  axes  mobiles,  A^,  A  r>,  AÇ. 

Soit  A  A'  A''  la  trajectoire  de  l'origine  mobile,  qui  se  trouve 

en  A  à  la  fin  du  temps  t,  en  A'  à  la  fin  du  temps  /',  en  A''  à 

la  fin  du  temps  ^'',etc.  A  la  fin  du  temps  /,  l'observateur, 

que  nous  supposerons  placé  à  l'origine  des  axes  mobileS|  voit 

5. 


I  ig  36. 
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le  point  mobile  suivairt  la  direction  AM.  A  la  fin  du  temps  t\ 

il  le  voit  suivant 
A' M'.  Menons 
A'N  égale  et  pa- 
rallèle à  A  M  ;  if 
faudrait  que  le 
point  mobile  se 
trouvf^t  en  N  à  la 
fin  du  temps  /', 
pour  que  Tobser- 
vateur  crût  qu'il 
ne  s*est  pas  dé- 
placé pendant  le 
temps  t'  —  /.  Au 
lieu  de  cela,  le 
point  mobile  est  en  M' à  la  fin  du  temps  /'  ;  il  doit  donc  sem- 
bler être  allé  de  N  en  M'  pendant  ce  temps  /' — t.  Mais  l'ob- 
servateur,  qui  se  croit  immobile,  rapporte  au  point  A  ce 
que  nous  venons  de  trouver  pour  le  point  A'  ;  en  sorte  que, 
si  par  ce  point  A  nous  menons  une  droite  km  égale  et  pa- 
rallèle à  A'M',  c'est  le  chemin  Mw',  égal  et  parallèle  à  N  M', 
qui  lui  semble  avoir  été  parcouru  par  le  point  mobile.  De 
même,  si  Ton  mène  par  le  point  A  une  droite  \m"  égale  et 
parallèle  à  A"M",  on  obtient  la  position  m"  où  le  point  mo- 
bile semble  être  venu  se  placer  à  la  fin  du  temps  /",  et  ainsi 
de  suite.  La  ligne  MmW  est  la  trajectoire  du  mouremefU 
relatif. 

Si  /' — /  est  infiniment  petit,  MM',  Mw',  MN  sont  les  dé- 
placements élémentaires  simultanés,  dans  le  mouvement 
absolu  du  point  mobile,  dans  son  mouvement  relatif,  et  dans 
le  mouvement  de  Torigine  des  axes  mobiles;  le  premier  est  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  autres. 
En  divisant  ces  déplacements  par  /'— /,  on  a  les  vitesses  cor- 
respondantes dans  ces  trois  mouvements,  vitesses  qui  sont 
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dirigées  suivant  les  lignes  M M\  Mm',  MN:  donc  la  vitesse 
absolue  du  point  mobile  est  la  résultante  de  sa  vitesse  rela- 
tive et  de  la  vitesse  de  l'origine  des  axes  mobiles.  Soient  MT, 

J -^      M  S,   MR,  /?flr.  37,   ces  trois 

/'  \  y^\     vitesses,  si  Ton  prolonge  MR, 

\     y^       \     au  delà  du  point  M,  d'une 

Zl \y_ \    quantité  M  R'  égaie  à  M  R,  M  S 

sera  la  diagonale  du  parallé- 

^''^'^'^'  logrammc   jVIR'ST  :  donc   la 

vitesse  relative  M  S  est  la  résultante  de  la  vitesse  absolue 

MT,  et  d'une  vitesse  MR'  égale  et  contraire  à  la  vitesse 

M  R  de  l'origine  des  axes  mobiles. 

Concevons  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  mobile, 
rapportées  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  fig,  36,  soient  don- 
nées en  fonction  du  temps  t  par  les  relations  siûvantes  : 

:r=/(£)     ,      y=(y(0         ,       z^^{i). 

Concevons  en  outre  que  les  coordonnées  Xi,  y,^  z^  de 
l'origine  des  axes  mobiles  soient  également  données  en  fonc- 
tion du  temps  t  par  les  relations  : 

■ 

Les  coordonnées  Ç,  yjjÇdu  point  mobile,  rapportées  aux 
axes  mobiles  A$,  A/y,  AÇ,  seront  liées  au  temps  i  par  les 
relations  : 

5=/(0— /i(0  ,   -/î^îCO— ?.(0  »    ç=^(0~'|«(0. 

Ce  sont  les  équations  du  mouvement  relatif. 

Considérons  spécialement  le  cas  où  le  point  dont  on  cher- 
che le  mouvement  relatif  est  en  repos  absolu.  Ses  coordon- 
nées, rapportées  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  auront  alors  des 
valeurs  constantes. 
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et  par  suite  les  équations  de  son  mouvement  relatif  devien- 
dront 


S=a— /i(0     >      Yi  =  b  — (fi  {t)    , 


X- 


.1* 


I 


Fig.  38. 

évidemment  fournies  par  les  formules 


Menons,  par  le 
point  M  dont 
il  s'agit,  trois 

axes  MX', 
MY,  M  Z,  pa- 
rallèles à  OX, 
OY,  OZ,  fig, 
38 ,  mais  de 
sens  centrai- 
res.  Les  coor- 
données x'^  y', 
z\  de  A ,  rap- 
portées à  ces 
axes ,     seront 


x'  =  a—S^{i)     ,       y'=6  — (pi(0     ,       Z'  =  C— i|;i(0. 

Donc  les  coordonnées  de  Torigine  mobile  A,  par  rapport  aux 
axes  fixes  M  X',  M  Y',  M  Z',  sont  constamment  égales  aux 
coordonnées  de  M  rapportées  aux  axes  mobiles  A$,  Ar<,  AÇ. 
On  en  conclut  nécessairement  que  la  trajectoire  relative  ou 
apparente  du  point  M,  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  esl 
symétrique  de  la  trajectoire  réelle  du  point  A.  Ces  trajec- 
toires sont  symétriques  l'une  de  l'autre,  et  non  égales,  parce 
que  les  coordonnées  x',  y',  z'  du  point  A  se  comptent  en 
sens  contraires  des  coordonnées  relatives  I,  */;,  Ç  du  point  M; 
elles  seraient  égales,  si  les  coordonnées  x' ,  xj' ,  z\  tout  en 
ayant  respectivementles  mêmes  valeurs  que  H,  r,,  Ç,  se  coinp- 
aient  sui  vaut  les  axes  M  X",  M  Y",  M  Z  ". 
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Dans  le  cas  particulier  où,  le  point  M  étant  en  repos  ab- 
solu, le  point  A  décrit  une  trajectoire  plane,  la  trajectoire 
apparente  ou  relative  du  point  M  est  aussi  plane.  Et  comme 
deux  figures  planes  symétriques  sont  en  même  temps  égales, 
on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  la  trajectoire  apparente  du 
point  M  est  exaclement  la  même  que  la  trajectoire  réelle  du 
point  A  :  ces  deux  trajectoires  ne  diffèrent  que  par  la  position 
qu'elles  occupent.  Nous  pouvons  citer,  comme  exemple,  le 
mouvement  annuel  de  la  terre  autour  du  soleil  ;  dans  ce  mou- 
vement, la  terre  décrit  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe  un 
des  foyers  :  il  en  résulte  que,  pour  un  observateur  placé  sur 
la  terre,  le  soleil  semble  décrire  annuellement  une  ellipse 
égale  à  la  précédente,  dont  un  des  foyers  est  occupé  par  la 

terre. 

§  60.  Mouvement  rela^ 
\  /  tif  d'un  point  y  par  rap- 

\*" Aj-,  port  à  un  systètne  d'axes 

\  f\  animé  d'un  mouvement 

V'-'-yW-  \  de  rotation.  — Soit  AB, 

\  /  \     1  /?</.  39,  Taxe  de  rotation  du 

système  d'axes  mobiles  par 
rapport  auxquels  nous  vou- 
lons déterminer  le  mouve- 
ment relatif.  Nous  pou- 
vons, si  nous  voulons,  sup- 
Fig.  89.  poser  que  le  système  d*axes 

mobiles  ait  été  choisi  de 
manière  que  Tun  d  eux  coïncide  avec  cet  axe  AB. 

Soient  M,  M',  M"  les  positions  du  point  mobile  à  la  fin  des 
temps  /,  /',  /".  Le  point  M,  considéré  comme  lié  aux  axes 
mobiles,  décrit  un  cercle  MN'N",  en  vertu  de  la  rotation  de 
ces  axes  autour  de  A  B,  et  se  trouve  par  exemple  en  N'  à  la 
6n  du  temps  f ,  et  en  N"  à  la  fin  du  temps  /"  ;  P  est  le  centre 
de  ce  cercle.  Pour  que  le  point  mobile  parût  être  dans  la 
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même  position  à  la  fin  du  temps/'  qu'à  la  fin  du  temps  /,  pour 
l'observateur  qui  se  meut  avec  les  axes,  il  faudrait  que  ce 
point  se  trouvât  en  N'  à  la  (in  du  temps  /'  ;  mais  il  est  alors 
en  M'  :  donc  il  a  paru  aller  de  N'  en  M'.  L'obsei^ateur,  ne  se 
croyant  pas  en  mouvement,  rapporte  cette  trajectoire  appa- 
rente à  la  position  M  qu'avait  d'abord  le  point  mobile  ;  en 
sorte  que,  pour  lui,  le  mobile  a  semblé  aller  de  M  en  m', 
cette  ligne  M  m'  étant  la  ligne  N'  M'  qu'on  a  fait  tourner  au- 
tour de  AB,  jusqu'à  ce  que  N'  vienne  en  M.  De  même  le  point 
mobile  devrait  être  en  N",  à  la  fin  du  temps  t'\  pour  sembler 
occuper  la  même  place  qu'à  la  fin  du  temps  //  il  est  alors 
en  M"  :  il  a  donc  paru  aller  de  N"  en  M",  ou  plutôt  de  M 
en  ni\  la  ligne  M  m"  n'étant  autre  que  la  ligne  W  W  qu'on 
a  fait  tourner  autour  de  AB,  jusqu'à  ce  que  N"  vienne 
eu  M. 

La  trajectoire  du  mouvement  relatif  du  point  mobile  est 
donc  M  w'  7»".  Il  est  clair  que,  pour  l'obtenir,  on  peut  don- 
ner à  chaque  instant  au  point  mobile  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  A  B,  égal  et  contraire  au  mouvement  des  axes 
mobiles  autour  de  cette  ligne  ;  en  composant  le  mouvement 
absolu  du  point  mobile  ^avec  ce  nouveau  mouvement,  on 
trouvera  son  mouvement  relatif  ou  apparent. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  le  cas  particulier  où  le  poiiît 
dont  on  cherche  le  mouvement  relatif  est  en  repos  absolu 
dans  l'espace,  ce  mouvement  relatif  est  un  mouvement  de 
rotation,  égal  et  contraire  au  mouvement  de  rotation  des 
axes  mobiles.  On  en  trouve  un  exemple  dans  le  mouvement 
diurne  des  astres  ;  ce  mouvement  n'est  qu'une  apparence  duc 
à  ce  que  la  terre  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation 
égal  et  contraire,  autour  de  la  ligne  des  pôles. 

§  61.  Mouvement  relatif  d'un  point  ^  par  rapport  à  un 
système  d'axes  qui  se  déplace  d'une  manière  quelconqtte 
dans  l'espace,  —  Il  est  facile  de  généraliser  ce  qui  précède, 
de  manière  à  déterminer  le  mouvement  relatif  d'un  point  par 
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rapport  à  un  système  d'axes  qui  se  déplace  d*iiiie  manière 
quelconque  dans  l'espace. 

Imaginons  que  Ton  donne  à  l'ensemble  du  point  mobile 
cl  des  a!Les  mobiles  auxquels  on  le  compare,  un  mouvement 
commun  quelconque;  le  mouvement  relatif  du  point  par  rap- 
port aux  axes  ne  sera  pas  changé  par  rexistence  de  ce  mou- 
vement commun.  Si  Ton  choisit  ce  mouvement  commun  de 
telle  manière  qu'à  chaque  instant  il  soit  égal  et  contraire  au 
mouvement  que  possèdent  les  axes  à  cet  instant,  ceux-ci  se 
trouveront  réduits  à  l'état  de  repos  ;  quant  au  point  mobile,  il 
sera  animé  d'un  mouvement  résultant  de  la  composition  du 
mouvement  qu'il  avait  d'abord,  et  de  celui  qu'on  vient  eu  ou- 
tre de  lui  donner  :  ce  mouvement  résultant  ne  sera  autre 
chose  que  le  mouvement  relatif  cherché. 

Il  est  aisé  de  voir  d'après  cela  que  la  vitesse  du  point  mo- 
bile à  un  instant  quelconque,  dans  son  mouvement  relatif,  est 
la  résultante  de  sa  vitesse  absolue,  et  d'une  vitesse  égale  et 
contraire  à  celle  qu'il  aurait  s'il  était  lié  invariablement  aux 
axes  mobiles,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  cet  instant. 

§  62.  Mouvement  relatif  de  deux  solides  qui  se  dépla- 
cent chacun  d'une  manièi'e  quelconque  dans  l'espace,  — 
Loi*sque  deux  solides  A,  B,  se  meuvent  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  on  trouve  le  mouvement  du  solide  A 
par  rapport  au  solide  B,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
rapport  à  des  axes  coordonnés  que  l'on  suppose  liés  invaria- 
blement à  ce  solide  Bet  mobiles  avec  lui,  en  opérant  comme 
nous  venons  de  l'indiquer  dans  le  paragraphe  précédent.  On 
attribue  a  l'ensemble  des  solides  A  et  B  un  mouvement  coni- 
nmn  égal  et  contraire  au  mouvement  du  solide  B.  Ce  so- 
lide B  se  trouve  ainsi  ramené  à  l'état  de  repos  ;  et  si  l'on  com- 
pose le  mouvement  qu'avait  le  solide  A  avec  celui  qu'on  vient 
de  lui  donner,  on  trouve  un  mouvement  résultant  qui  est  pré- 
cis4'*ment  le  mouvement  relatii  cherché. 

§  63.  Théorie  du  roulement  et  du  ^lURement  des 
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solides  les  uns  snr  les  autres.  — Nous  avons  parlé  d'une 
courbe  roulant  sur  une  autre  courbe,  et  d'une  surface  roulant 
sur  une  autre  surface,  lorsque  nous  avons  cherché  à  nous 
faire  une  idée  de  la  manière  dont  s'effectue  le  mouvement 
continu  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  et  d'un  solide  dans 
l'espace.  Quoique  l'on  ait  facilement  compris  alors  eu  quoi 
consistait  ce  roulement,  nous  allons  en  donner  ici  une  défi- 
nition précise,  afin  que  l'on  voie  clairement  quelle  est  la  na- 
ture  de  ce  genre  de  mouvement,  dans  tous  les  cas  où  il  peut 
se  présenter. 

On  dit  qu'une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe,  loi*sque 
la  première  courbe  se  meut  par  rapport  à  la  seconde  sans 
qu'elles  cessent  d'être  tangentes  l'une  à  l'autre,  et  qu'en  ou- 
tre le  point  de  contact  se  déplace  en  même  temps  de  quantités 
égales  sur  ces  deux  courbes.  Cette  dernière  condition  peut 
d'ailleui*s  être  énoncée  autrement,  en  disant  que  lesdiverees 
parties  de  la  première  courbe  viennent  successivement  s'ap- 
pliquer sur  des  arcs  de  même  longueur  de  la  seconde 
courbe. 

Lorsque  deux  solides  se  meuvent  l'un  par  rapport  à  l'autre, 
et  que  leurs  surfaces  se  touchent  constamment  par  un  point, 
le  point  de  contact  se  déplace  en  général  sur  chacune  de  ces 
surfaces.  Considérons  le  lieu  géométrique  des  positions  que 
cepoint  de  contact  occupe  successivement  sur  la  surface  du 
premier  solide,  et  aussi  le  lieu  géométrique  des  positions 
qu'il  occun^  sur  la  surface  du  second  solide.  Si,  dans  le  mou- 
vement des  deux  solides  l'un  par  rapport  à  l'autre,  la  pre- 
mière de  ces  deux  courbes  roule  sur  la  seconde,  conformé- 
ment à  ladéfinition  que  nous  venons  de  donner  du  roulement 
des  courbes,  on  dit  que  le  premier  solide  roule  sur  le  second. 

Deux  solides  peuvent  se  toucher  à  la  fois  par  plus  d'un 
point.  S'il  y  a  un  nombre  fini  de  points  de  contact  isolés  les 
uns  des  autres,  il  y  aura  roulement  des  deux  solides  l'un  sur 
l'autre,  pour  ceux  de  ces  points  de' contact  pour  lesquels  les 
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conditions  qui  ont  été  indiquées  dans-le  cas  d'un  seul  point 
de  contact  seront  remplies. 

Dans  le  cas  oii  deux  solides  se  touchent  par  un  nombre  infini 
de  points  de  contact,  formant  par  leur  ensemble  ce  qu'on 
nomme  une  ligne  de  contact,  on  dit  qu'il  y  a  roulement  de 
l'un  sur  l'autre  dans  tonte  l'étendue  de  la  ligne  de  contact, 
lorsqnc  les  choses  se  passent  comme  nous  allons  l'indiquer. 
Concevons  qu'on  ait  tracé  une  courbe  quelconque  sur  la  sur- 
face du  premier  solide,  de  telle  manière  que  celte  courbe 
rencontre  la  ligne  de  contact  du  premier  solide  avec  le  se- 
cond, dans  les  diverses  positions  qu'elle  prend  successivement 
sur  ce  premier  solide.  Concevons  en  outre  que  l'on  ait  mar- 
qué, sur  la  suiface  du  second  solide,  la  suite  des  points  où 
celte  surface  est  touchée  successivement  par  la  courbe  que 
l'on  a  tracée  sur  la  surface  du  premier  ;  cette  suite  de  points 
de  contact  formera  une  autre  courbe  tracée  sur  la  surface  du 
second  solide.  Si,  dans  le  mouvement  du  premier  solide  sur  le 
second,  les  deux  courbes  dont  nous  venons  de  parler  roulent 
Tune  sur  Fautre,  de  quelque  manière  que  la  première  de  ces 
courbes  ait  été  tracée  sur  le  solide  correspondant,  il  y  a  rou- 
lement du  premier  solide  sur  le  second,  tout  le  long  de  leur 
ligne  de  contact. 

§  6^.  La  définition  que  nous  venons  de  donner  du  rou- 
lement d'une  courbe  sur  une  autre,  ou  d'un  solide  sur  un 
autre,  dans  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  ne  sup- 
pose en  aucune  manière  que  l'une  des  deux  courbes,  ou  l'un 
des  deux  solides,  est  en  repos.  Le  roulement  est  absolu  ou 
relatif,  suivant  que  l'une  des  deux  courbes  ou  l'un  des  deux 
solides  est  immobile,  ou  bien  que  les  deux  courbes  ou  les 
deux  solides  se  déplacent  en  même  temps  dans  l'espace.  Le 
roulement  relatif  peut  d'ailleurs  être  ramené  ù  un  roulement 
absolu,  par  le  moyen  que  nous  avons  indiqué  pour  ramener 
un  mouvement  relatif  quelconque  à  un  mouvement  absolu 
es  62). 
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Lorsqu*uue  coarbe  oiobile  rouie  sur  une  courbe  immobile, 
soit  que  ces  courbes  e\isteut  seules,  soit  qu'elles  se  trouveut 
tracées  sur  les  surfaces  de  deux  solides  qui  roulent  Fun  sur 
l'autre,  il  est  clair  que  le  point  de  contact  des  deux  courbes, 
considéré  comme  appartenant  à  la  courbe  mobile,  reste  en 
repos  pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  ;  le 
mouvement  élémentaire  de  la  courbe  mobile,  ou  du  solide 
auquel  elle  appartient,  doit  donc  être  une  rotation  autour 
d'un  axe  passant  par  ce  point  de  contact  ^^  27\  Il  résuite 
de  là  que,  si  un  solide  en  mouvement  touche  constamment*  un 
solide  immobile  par  plusieurs  points,  et  s*ii  y  a  roulement  du 
premier  solide  sur  le  second  en  chacun  de  ces  points  de  cou- 
tact,  le  mouvement  élémentaire  du  solide  mobiieest  à  chaque 
instant  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ses  divers 
points  de  contact  avec  le  solide  immobile  ;  et  que,  par  con- 
séquent, tous  ces  points  sont  nécessiti l'émeut  en  ligne  droite. 
Dans  le  cas  où  le  solide  en  mouvement  touche  le  solide  immo- 
bile en  ime  infinité  de  points  «  foimant  une  ligne,  il  ne  peut 
y  avoir  roulement  du  premier  solide  sur  le  second  tout  ie 
long  de  leur  ligne  de  contact,  qii  autant  que  cette  ligue  est 
droite.  Pour  qu'un  solide  puisse  ainsi  rouler  d'une  manière 
continue,  pendant  un  temps  quelconque,  suj'  un  autre  solide 
immobile,  tout  le  long  d'une  ligne  de  contact  de  leurs  sur- 
faces, il  est  nécessaire  que  les  surfaces  de  ces  deux  solides 
soient  des  surfaces  règleeê. 

Ce  résultat  auquel  nous  venons  de  paneuir,  pour  le  cas 
du  roulement  absolu  d'un  solide  mobile  sur  un  solide  immo- 
bile dont  il  touche  la  surface  en  plusieui's  points,  est  directe- 
ment applicable  au  cas  d'un  roulement  i*eiatif  ;  puisqu'un 
pareil  roulement  peut  être  ramené  à  un  roulement  absolu 
des  mêmes  solides  se  touchant  successivement  par  les  niéiues 
points. 

S  65.  Toutes  les  fois  que  deux  solides  sont  en  mouvement, 
l'un  par  rapport  à  l'autre ,  sans  que  leurs  surfaces  cessent 
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de  se  toucher,  et  que  les  conditions  qui  earactérîsenl  le  rou- 
lement (§  63)  ne  sont  pas  remplies ,  on  dit  qu'il  y  a  glisite- 
ment  de  l*un  des  solides  sur  l'autre.  Le  glissement  est  absolu 
ou  relatifs  suivant  qu'un  seul  des  deux  solides  se  meut  dans 
l'espiice,  ou  bien  qu'ils  sont  tous  deux  en  mouvement.  Nous 
n'avons  besoin  de  nous  occuper  que  du  glissement  absolu, 
puisque  le  glissement  relatif  peut  toujours  être  ramené  ù 
ét^e  un  glissement  absolu,  par  l'application  de  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  paragraphe  62. 

Il  peut  arriver  que  le  contact  des  deux  solides,  que  nous 
supposerons  d'abord  n'avoir  lieu  qu'en  un  point,  reste  tou- 
jours en  un  même  point  de  la  surface  de  l'un  de  ces  solides, 
et  qu'en  même  temps  il  se  déplace  sur  la  surface  de  l'autre. 
La  quantité  dont  les  points  des  deux  surfaces,  qui  coïnci- 
daient au  commencement  d'un  mouvement  élémentaire  quel- 
conque du  solide  mobile,  se  trouvent  écartés  l'un  de  l'autre 
à  la  fin  de  ce  mouvement  élémentaire,  forme  ce  qu'on  nomme 
le  glUsement  eletneniaire  /  la  vitesse  de  celui  de  ces  deux 
points  qui  appartient  au  solide  mobile,  est  la  vitesse  de  g/is- 
9ement. 

En  général,  le  point  de  contact  se  déplace  à  la  fois  sur  les 
surfaces  des  deux  solides.  Le  glissement  élémentaire  est  tou- 
jours la  quantité  dont  les  deux  points  qui  coïncidaient  se 
i^nt  écartés  en  vertu  d'un  mouvement  élémentaire  du  solide 
mobile,  et  la  vitesse  de  glissement  est  toujoui*s  la  vitesse  de 
celui  de  ces  deux  points  qui  appartient  au  solide  mobile  ;  ce 
glissement  élémentaire,  et  la  vitesse  de  glissement  qui  lui  cor- 
respond, sont  toujours  dirigés  dans  le  plan  tangent  commun 
aux  doux  solides  mené  par  leur  point  de  contact. 

Le  mouvement  du  solide  mobile  peut  se  décomposer  à 
chaque  instant  en  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un 
axe  passant  par  son  point  de  contact  avec  le  solide  immo- 
bile, et  un  mouvement  de  translation  :  la  vitesse  de  ce  mou- 
vement de  translation  est  précisément  la  vitessede  glissemen  t . 
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Le  solide  en  mouvement  peut  toucher  le  solide  immobile, 
par  plusieui*s  points  isolés  et  en  nombre  fini,  ou  bien  par 
une  infinité  de  points  formant  une  ligne  ou  même  une  sur- 
face de  contact.  Dans  ce  cas,  on  peut  dire  pour  chacun  de 
ces  points  ce  que  nous  venons  de  dire  du  point  de  contact 
unique,  dans  le  cas  où  nous  supposions  qu'il  n*y  en  avait 
qu'un.  Il  y  a  un  glissement  élémentaire  et  une  vitesse  de 
glissement  pour  chacun  de  ces  points  de  contact,  et  on  les 
déterminera  exactement  de  la  même  manière  que  si  les  so- 
lides ne  se  touchaient  que  par  un  point. 

§  66.  Application  aux  Engrenages.  —  Les  engre- 
nages sont  des  organes  de  machines  destinés  à  transmettre 
le  mouvement  de  rotation  d'un  arbre  à  un  autre  arbre.  Ils  se 
composent  de  roues,  garnies  de  dents  sur  tout  leur  contour, 
ou,  suivant  l'expression  admise,  de  rouet  déniées^  que  l'on 
adapte  aux  arbres  entre  lesquels  on  veut  établir  cette  com- 
munication de  mouvement.  Les  dents  de  la  roue  montée  sur 
le  premier  arbre  pénètrent  entre  les  dents  de  la  roue  que 
porte  le  second  arbre,  ou,  en  d'autres  termes,  les  dents  des 
deux  roues  engrènent  les  unes  avec  les  autres  ;  en  sorte  que 
l'un  des  deux  arbres  ne  peut  pas  tourner  sans  que  l'autre 
tourne  en  même  temps. 

On  construit  les  dents  des  engrenages  de  telle  mauière 
que,  si  le  mouvement  de  rotation  de  l'une  des  deux  roues  est 
uniforme,  le  mouvement  qui  en  résulte  pour  l'autre  roue  soit 
aussi  uniforme  ;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  de  manière 
que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  deux  roues  reste 
constant/  quel  que  soit  le  mouvement  de  l'une  d'elles. 

Nous  distinguerons  les  engrenages  cylindriques,  qui  ser- 
vent à  établir  la  communication  du  mouvement  de  rotation 
entre  deux  arbres  do.  directions  parallèles;  et  les  engrenages 
coniques,  qui  jouent  le  même  rôle  dans  le  cas  de  deux  ar- 
bres dont  les  axes  do  rotation  concourent  en  un  même  point 

§  67.   Engrenagei   cylindriquen,  —  Soient    O,    0', 
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fg.  40,  les  projections  des  axes  de  deux  arbres  parallèles, 

sur  un  plan 
perpendicu- 
laire à  leur 
direction.  Dé- 
signons par 
0)  la  \itesse 
angulaire  de 
Tarbre  0,  et 
par  iù'  celle 
de  Tarbre  0'  ; 
//  i  \  \j^         nous  suppo- 

//  i  \  '  serons      que 

*  '  *  '  ces  deux  vi- 

tesses restent 
constantes 
pendant      le 

mouvement.  Divisons  la  distance  00'  en  deux  parties  OA, 

O'A,  telles  que  Ton  ait 

'OA 


Fig.  M. 


Cl) 


puis  décrivons  deux. circonférences  de  cercle,  des  points 
0,  0'  comme  centres,  avec  OA  et  O'A  pour  rayons  :  ces  deux 
circonférences  se  nomment  les  circonfére^ices  primitives 
de  Tengrenage. 

Uarc  décrit  pendant  le  temps  dt,  par  un  point  de  la  cir- 
conférence  OA,  est  égal  à  w  rf/  x  OA  ;  Tare  décrit  dans  le 
même  temps  par  un  point  de  la  circonférence  O'A,  est  égal 
Vi  tù  dt  y,  O'A  :  donc  ces  deux  arcs  sont  égaux,  d'après  la 
position  que  le  point  A  occupe  sur  la  ligne  00'.  Ainsi  Ten- 
grenage  doit  être  construit  de  manière  qu^il  passe  en  même 
temps  des  arcs  égaux  des  deux  circonférences  primitives  par 
la  ligne  des  centres.  On  en  conclut  facilement  que,  pendant  le 
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inouveineiu  des  deux  roiios,  los  rircoiiférenoes  pi*imitives 
roulent  Tune  sur  l'autre  (§  63). 

On  adopte  pour  surfaces  des  dents  des  roues,  des  surfaces 
cylindriques  ayant  leurs  génératrices  parallèles  aux  axes  des 
arbres;  on  n'a  donc  qu*à  déterminer  la  forme  des  bases  de 
ces  surfaces  cylindriques,  c'est-a-dire  les  proflls  des  dents. 
Le  profil  des  dents  de  Tune  des  deux  roues  peut  être  pris  ar- 
bitrairement ;  celui  des  dents  de  Tautre  roue  s'en  déduira 
par  la  condition  que,  le  mouvement  se  transmettant  par  l'in- 
termédiaire de  ces  dents,  les  circonférences  primitives  de 
l'engrenage  roulent  l'une  sur  l'autre. 

Soit  AB  le  profil  d'une  dent  de  la  roue  0'.  Si  l'on  fait  tour- 
ner les  deux  roues  indépendamment  l'une  de  l'autre,  en  leur 
donnant  les  vitesses  angulaires  &),  &>',  le  profil  de  la  dent 
correspondante  de  la  roue  0  devra  rester  constamment  tan- 
gent à  la  courbe  ÂB,  tant  que  ces  deux  dents  se  trouveront 
dans  des  conditions  convenables  pour  être  en  prise  l'une 
avec  l'autre,  eu  égard  à  leur  longueur.  Il  en  sera  encore  de 
même  si,  outre  les  mouvements  de  rotation  isolés  dont  nous 
venons  de  parler,  on  donne  à  l'ensemble  des  deux  roues  un 
mouvement  commun  de  rotation  égal  et  contraire  au  mou- 
vement de  la  roue  0,  afin  de  réduire  cette  roue  0  à  l'état  de 
repos,  et  de  donner  à  la  roue  0'  un  mouvement  absolu  qui 
soit  précisément  le  mouvement  relatif  qu'elle  avait  par 
rapport  ù  la  roue  0  (§  62).  Le  mouvement  que  prendra 
ainsi  la  roue  0'  sera  évidemment  un  rotilement  de  la  cir- 
conférence primitive  O'A,  sur  la  circonférence  OA  supposée 
immobile.  Donc  le  profil  ADM,  que  l'on  doit  donner  à  la  dent 
de  la  roue  0,  est  Venrehppe  des  positions  successives  que 
prend  la  courbe  AB,  lorsqu'elle  est  entraînée  par  le  cercle 
O'A,  roulant  sur  le  cercle  OA. 

Le  cercle  O'A,  roulant  comme  nous  venons  de  le  dire  sur 
le  cercle  OA  qui  reste  immobile,  et  étant  venu  dans  une  |K)- 
sition  quelconque  O'i  Ai  de  manière  à  toucher  le  ceiTle  OA 
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en  Cy  on  obtient  le  point  où  la  position  correspondante  Âj  Bi 
de  la  courbe  AB  touche  son  enveloppe,  en  abaissant  du 
point  C  la  normale  CD  sur  AtBi.  Car  le  cercle  mobile,  en 
continuanta  rouler,  tourne  d*abord  d'une  quantité  infiniment 
petite  autour  du  centre  instantané  C.  Soit  DCD'  Tangie  dont 
il  tourne  ainsi  :  l'arc  DD'  de  la  courbe  AiBi  peut  être  re- 
gardé comme  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  G  comme  cen- 
tre, avec  CD  pour  rayon.  Après  la  rotation  infiniment  petite 
dont  nous  parlons,  le  point  D'  de  la  courbe  Ai  Bi  sera  donc 
venu  en  D  ;  et  par  suite  le  point  D  est  situé  à  la  fois  sur  la 
courbe  Ai  Bi  et  sur  la  position  infiniment  voisine  qu'elle  va 
prendre  en  tournant  autour  du  point  C  :  donc  enfin  le  point 
D  appartient  à  l'enveloppe,  qui  est  le  lieu  géométrique  des 
intersections  successives  de  la  courbe  mobile  AB. 

Le  profil  des  dents  de  la  roue 
0  étant  déduit  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire  du  profil  adopté 
arbitrairement  pour  les  dents  de 
la  roue  0',  considérons  ces  deux 
roues  dans  une  position  telle 
que  les  deux  profils  se  touchent 
en  un  point  quelconque  M,  fig. 
//  j  \      41.  D'après  ce  qui  a  été  dit,  la 

//  I  \    ligne  A  M  est  la  normale  com- 

mune aux  deux  profils  en  M. 
Le  mouvement  relatif  de  la  roue 
0'  par  rapport  à  la  roue  0  étant 
un  mouvement  de  roulement  du 
cercle  O'A  sur  le  cercle  OA,  le 
mouvement  relatif  élémentaire 
de  cette  roue  0'  sera  une  rotation  infiniment  petite  autour 
du  point  A  ;  dans  ce  mouvement  élémentaire,  le  profil  E  F 
adapté  à  la  roue  0'  glisse  d'une  certaine  quantité  sur  le 
profil  GH  adapté  à  la  roue  0  :  nous  allons  déterminer  la 

G 


Fig.  ta. 
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valeur  de  ce  glissement.  La  roue  0  tounie  avec  une  vitesse 
angulaire  o),  et  la  roue  0'  avec  une  vitesse  angulaire  co'  ; 
lorsque  nous  donnons  à  Tenseinble  des  deux  roues  un  mou- 
vement égal  et  contraire  au  mouvement  de  la  roue  0,  pour 
ramener  celle-ci  à  Tétat  de  repos,  et  faire  prendre  à  la  roue 
(y  un  mouvement  absolu  égal  au  mouvement  relatif  qu'elle 
avait  d*abord ,  cette  roue  0'  se  trouve  animée  à  la  fois  d'une 
vitesse  angulaire  co  autour  de  Taxe  0,  et  d'une  vitesse  angu- 
laire (ù\  de  même  sens  que  la  précédente ,  autour  de  l'axe 
0'  :  ces  deux  rotations  simultanées  de  la  roue  0',  considé- 
rées pendant  l'élément  de  temps  dty  équivalent  à  une  rota- 
tion unique  autour  d'un  axe  parallèle  aux  axes  0,  0',  mené 
par  le  point  A,  et  la  vitesse  angulaire  de  cette  rotation  ré- 
sultante est  égale  à  w  -h  w'  (§  56).  L'angle  décrit  par  la  roue 
0',  pendant  le  temps  di ,  en  vertu  de  son  mouvement  re- 
lalify  est  donc  (  o)  +  o)')  dl;  et  si  nous  désignons  par  p  la 
longueur  de  la  normale  A  M,  nous  aurons 

p  (&)  +  ct)')  dt 

pour  le  déplacement  relatif  élémentaire  du  point  M  pris  sur 
le  profil  E  F,  c'est-à-dire  pour  ce  que  nous  nommons  le  glis- 
sement élémentaire  (§  65).  Si  nous  désignons  par  dt  Tare 
infiniment  petit  de  chacune  des  circonférences  primitives  qui 
passe  parla  ligne  des  centres  pendant  le  temps  rf/,  etparr,r', 
les  rayons  0 A,  O'A  de  ces  circonférences,  nous  aurons 

.      ds  ,  ,       ds 

tù  aizs  —        ,        oi)af=-7, 
•  r         '  r 

et  par  suite  l'expression  du  glissement  élémentaire  de- 
viendra 


(■f-^f)*- 


§  68.  Engrenageê  coniques,  —  Dans  le  cas  où  les  axes 
de  rotation  des  deux  arbres  concourent  vers  un  même  point 
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S,  fig,  42,  on  détermine  la  forme  des  dents  des  roues  qui  doi- 
vent transmettre  le  mou- 
vement de  rotation  de 
Tun  de  ces'  deux  arbres 
à  l'autre ,  par  des  con- 
sidérations analogues  à 
celles  que  nous  venons 
de  présenter  pour  le  cas 
où  les  axes  des  deux  ar- 
bres sont  parallèles. 

Soit  encore  oo  la  vi- 
tesse angulaire  de  Tar- 


Flg.  2^2. 


bre  qui  tourne  autour  de  Taxe  S  N,  et  &>'  celle  de  l'autre 
arbre,  qui  tourne  autour  de  SN'.  Prenons,  dans  le  plan 
N  S  N',  nn  point  A  tel  que  les  distances  0  A,  O'A  de  ce  point 
aux  axes  S  N,  S  N'  satisfassent  à  la  condition 


OA 
O'A 


Gt) 


0) 


puis  décrivons,  des  points  0,  0',  comme  centres,  dans  des 
plans  respectivement  perpendiculaires  aux  axes  S  N,  S  N', 
des  circonférences  de  cercle  ayant  0  A  etO'A  pour  rayons. 
L'intersection  des  plans  de  ces  deux  cercles  passe  par  le 
point  A  5  elle  est  perpendiculaire  au  plan  N  S  N',  et  par  con- 
séquent aux  deux  lignes  OA,  O'A  :  donc  cette  intersection  est 
une  tangente  commune  aux  deux  cercles  en  A.  Si  nous  re- 
gardons les  deux  circonférences  0  A,  O'A  comme  les  bases 
de  deux  cônes  ayant  tous  deux  le  point  S  pour  sommet, 
ces  deux  cônes,  qui  se  touchent  le  long  de  la  génératrice  A  S, 
se  nomment  les  cônes  p^'imitifs  de  Tengrenage. 

Pendant  le  mouvement  des  deux  arbres,  les  deux  circonfé* 
rences  0  A,  O'A ,  roulent  Tune  sur  l'autre  ;  on  le  reconnaît 
exactement  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  engre- 
6. 
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nages  cylindriques.  Les  deux  cônes  primitifà  roulent  égale- 
ment Tun  sur  Tautre. 

On  prend  pour  surfaces  des  dents  des  deux  roues  des  sur- 
faces coniques  ayant  le  point  S  pour  sommet  commun.  Si  l'on 
donne  arbitrairement  la  surface  des  dents  de  Tune  des  deux 
roues,  on  détermine  celle  des  dents  de  l'autre  roue,  en  faisant 
rouler  le  cône  primitif  de  la  première  roue  sur  le  cône  pri- 
mitif de  la  seconde  :  la  surface  cherchée  n'est  autre  chose 
que  l'enveloppe  des  positions  successives  que  prend  la  sur- 
face donnée,  en  vertu  de  ce  roulement.  Il  est  aisé  de  voir,  en 
outre,  que  le  plan  qui  passe  à  un  instant  quelconque  par  la 
ligne  de  contact  des  deux  cônes  primitifs  et  par  la  ligne  de 
contact  des  surfaces  coniques  de  deux  dents,  appartenant 
l'une  à  la  première  roue,  l'autre  à  la  seconde  roue,  est  dirigé 
normalement  à  ces  dernières  surfaces ,  tout  le  long  de  leur 
ligne  de  contact. 

Si  l'on  veut,  à  un  instant  quelconque ,  déterminer  le  glis- 
sement élémentaire  des  dents  l'une  sur  l'autre,  en  un  point  M 
pris  sur  leur  ligne  de  contact,  on  y  arrivera  encore  comme 
dans  le  cas  des  engrenages  cylindriques.  Pour  trouver  le 
mouvement  relatif  élémentaire  de  la  roue  0',  par  rapport  à  la 
roue  0 ,  pendant  le  temps  dt^  compté  à  partir  de  l'instant 
que  l'on  considère,  appliquons  à  l'ensemble  des  deux  roues 
0,  0',  un  mouvement  commun  égal  et  contraire  au  mouve- 
ment  de  la  roue  0  ;  cette  roue  0  sera  réduite  au  repos,  et  la 
roueO'  sera  animée  à  la  fois  d'une  vitesse  angulaire  co  autour 
de  l'axe  S  ^\  et  d'une  vitesse  angulaire  o)'  autour  de  l'axe 
S  N'.  Mais  ces  deux  rotations  simultanées  de  la  roue  0'  équi- 
valent à  une  rotation  unique  (§  55),  autour  d'un  axe  que  l'on 
reconnaîtra  sans  peine  être  dirigé  suivant  la  ligQe  de  contact 
S  A  des  deux  cônes  primitifs  ;  et  la  vitesse  angulaire  Û  de 
cette  rotation  résultante  sera  représentée  par  la  diagonale 
S  H  du  parallélogramme  SFGH,  si  les  côtés  SF,  SG  sont 
pris  de  manière  à  représenter  les  vitesses  angulaires  compo- 


r 
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sautes  6t>,  0)'.  Si  Ton  désigne  l'angle  OSA  par  a  y  et  Tangle 
O'SA  par  a,  on  a 

SH  =  SF  cos  a  -H  SG  cos  a'; 
on  aura  donc  aussi 

û  =  û)  cos  a  -h  &)'  cos  «'. 

D'après  cela,  Tangle  décrit  par  la  roueO',  dans  son  mou- 
vemeut  relatif  élémentaire  autour  de  Taxe  SA,  sera  égal  à 

(«  cosa  -f-  (ù'  CX)S  a')  dt; 

cl  si  Ton  désigne  par  p  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M  dont  on  veut  évaluer  le  glissement,  sur 
Taxe  de  rotation  instantané  SA,  on  aura 

p  (co  cos  «  +  &)'  cos  a  )  dt 

pour  le  glissement  élémentaire  de  ce  point  M.  Désignons 
encore  par  ds  Tare  infiniment  petit  de  chacune  des  circon- 
férences OA,  O'A  qui  traverse  le  plan  NSW  pendant  le 
temps  rf/,  et  par  r,  r'  les  rayons  OA,0'A  de  ces  circonfé- 
rences, et  cette  expression  du  glissement  élémentaire  du 
point  M  deviendra 


p  l  —  cos  a  +  -7-  cos  a'  )  ds. 


Il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  analogue,  trouvée  dans 
le  cas  des  engrenages  cylindriques,  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  :  il  sufiit  en  efl'et 
de  supposer  a  et  a  nuls  dans  cette  dernière  expression,  pour 
qu'elle  devienne  identique  avec  celle  qui  se  rapporte  aux 
cugreuages  cylindriques. 


-OtirO- 


CHAPITRE  IV. 


ACCÉLÉRATION   DANS  LE   MOUVEMENT  D*UN.  POINT. 


§  69.  Accélérât  ion  dans  le  moavemeiil  rectlllgne 

anlforménieiit  varié.  —  Considérons  un  point  se  mou- 
vant en  ligne  droite,  d'un  mouvement  uniformément  accé- 
léré (§  11).  L'équation  de  ce  mouvement  est  de  la  forme 

et  la  vitesse  est  donnée  à  un  instant  quelconque  par  la  re- 
lation 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué,  dans  un  pareil  mou- 
vement, la  vitesse  v  s'accroît  proportionnellement  au  temps 
i;  et  2o  est  la  quantité  dont  elle  s'accroît  dans  l'unité  de 
temps. 

On  peut  dire  que  2&  sert  de  mesure  au  degré  plus  ou 
moins  grand  de  rapidité  ou  de  lenteur  avec  lequel  s'effectue 
l'accroissement  de  la  vitesse,  dans  le  mouvement  particulier 
dont  on  s'occupe.  Cette  quantité  2o  est  désignée  soits  le  nom 
d'accélération.  On  voit  qu'elle  joue,  relativement  à  la  varia- 
tion de  la  vitesse ,  dans  le  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment accéléré,  le  rôle  que  joue  la  vitesse  relativement  à  la 
variation  de  l'arc  de  trajectoire  qui  sépare  le  point  mobile 
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d'un  point  fixe  de  cette  trajectoire  j  dans  le  mouvement  uni-- 
forme  (§6).  Cette  définition  de  l'accélération,  établie  en 
admettant  implicitement  que  b  eio  sont  tous  deux  positifs, 
s'applique,  en  général,  quels  que  soient  les  signes  de  b  et  e,* 
c'est-à-dire  que,  dans  le  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment varié  quelconque,  représenté  également  par  Téquation 
ci-dessus,  on  désigne  toujours  2e  sous  le  nom  d'accéléra* 
tion.  On  voit  que  l'accélération  est  positive  ou  négative  eu 
même  temps  que  e. 

Pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt,  la  vi- 
tesse V  s'accroît  de  2c  dt  :  c'est  ce  que  nous  nommerons 
Félemeni  de  vitesse  acquise,  ou  la  vitesse  acquise  élémen- 
taire, correspondant  à  ce  temps  infiniment  petit.  Il  suffit 
comme  on  voit  de  diviser  la  vitesse  acquise  élémentaire  par 
rf/,  pour  avoir  l'accélération. 

§  70.  iàeeélératioD  dans  le  mouvement  rectiligne 
varié  en  s^néral.  —  Nous  avons  vu  (§  8)  par  quelles  con- 
sidérations on  est  autorisé  à  regarder  un  mouvement  varié 
quelconque  comme  étant  la  succession  d'une  infinité  de  mou- 
vements uniformes  dont  chacun  a  lieu  pendant  un  intervalle 
de  temps  infiniment  petit.  Des  considérations  entièrement 
analogues,  appliquées  au  cas  d'un  mouvement  rectiligne 
dans  lequel  la  vitesse  varie  d'une  manière  quelconque  d'un 
instant  à  un  autre,  nous  permettront  également  de  regarder 
le  mouvement  rectiligne  varié  en  général,  comme  étant  la 
succession  d'une  infinité  de  mouvements  rectilignes  unifor* 
mément  variés,  tous  de  même  direction,  dont  chacun  a  lieu 
pendant  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit. 

Cela  posé,  on  nomme  accélération* à  un  instant  quelcon- 
que, dans  un  mouvement  rectiligne  varié,  l'accélération  du 
mouvement  rectiligne  uniformément  varié  qui  forme  un 
des  cléments  du  mouvement  rectiligne  varié  à  l'instant  que 
l'on  considère.  ' 

Soit  V  la  vitesse  du  mobile  à  la  fin  du  temps  tjQiv  +  dv 
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ce  que  devient  cette  vitesse  à  la  fin  du  temps  /  -h  di^  dv  est 
la  vitesse  acquise  par  le  mobile  pendant  rélémeut  de  temps 
dt.  Si  nous  regardons  le  mouvement  comme  uniformément 
varié  pendant  cet  élément  du  temps,  conformément  à  ce 
que  nous  venons  de  dire,  nous  n*aurons  qu*à*  diviser  la  vi- 
tesse acquise  élémentaire  dv  par  le  tempes  dt,  pour  avoir 
Taccélération  à  la  fin  du  temps  t;  en  sorte  que,  si  nous  dé- 
signons cette  accélération  par  y,  nous  aurons 

dv 
Si  le  mouvement  rectilig[ne  varié  a  pour  équation 

on  en  déduit 
et  par  suite 

j  =/'  (0. 

§  71.  La  loi  de  variation  de  la  vitesse  du  mobile ,  dans  le 
mouvement  recliligne  varié,  peut  être  représentée  par  une 
ligne  courbe,  de  même  que  précédemment  nous  avons  repré- 
senté par  une  courbe  la  loi  de  variation  de  la  distance  (|ui 
sépare  le  mobile  d'un  point  fixe  de  sa  trajectoire  (§  5).  H 
suffit  en  effet,  pour  cela,  de  représenter  un  temps  quelcon- 
que /  par  une  certaine  ligne  dont  la  longueur  lui  soit  pro- 
portionnelle, et  de  regarder  cette  ligne  et  celle  qui  repré- 
sente la  vitesse  correspondante  v  du  mobile,  comme  étant 
Tubscisse  et  Tordonnée  d*un  point,  rapportées  à  un  système 
d*axes  coordonnés  rectangulaires.  La  forme  de  la  courbe, 
dont  les  différents  points  correspondent  ainsi  aux  divers 
systèmes  de  valeurs  de  /  et  de  r,  donnera  une  idée  nette  de 
a  manière  dont  la  vitesse  du  mobile  vai'ie  avec  le  temps. 

Dans  le  cas  du  inouvenicnl  uuiforméinent  varié,  la  vi- 
tesse variant  proportionnellement  au  temps,  la  courbe  qui 


»v 


Fig.  iii. 
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représente  la  loi  de  cette  vurîatîoii  de  la  vitesse  se  réduit  à 

une  ligne  droite  A  B,  fig.  43. 
L'accélération ,  dans  un  pareil 
mouvement,  étant  la  quantité 
dont  la  vitesse  du  mobile  s'ac- 
croit  dans  Tunité  de  temps,  on 
robtiendra  par  une  construc- 
tion analogue  à  celle  qui  nous 
— T  a  permis  de  trouver  la  vitesse 
dans  le  cas  du  mouvement  uni- 
forme dont  la  loi  est  également 
repi-ésenlée  par  une  ligne  droite  (§  7).  On  mènera,  par  un 
point  quelconque  C,  une  ligne  CD  parallèle  à  Taxe  OT  et 
égale  à  la  ligne  que  Ton  a  adoptée  pour  représenter  l'unité 
de  temps  ;  puis ,  par  le  point  D,  on  mènera  une  parallèle  D  E 
à  Taxe  0  V ,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  A  B,  en  £  :  la 
longueur  de  la  ligne  D  E  fera  connaître  la  quantité  dont  la 
vitesse  s'accroît  dans  l'unité  de  temps,  c'est-à^-dire  l'accélé- 
ration. Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  la  construc- 
tion que  nous  venons  d'expliquer,  en  admettant  implicite- 
ment que  la  vitesse  augmente  avec  le  temps,  s'appliquerait 
également  dans  le  cas  où  la  vitesse  irait  en  diminuant,  c'est- 
à-dire  où  l'accélération  serait  négative. 

Lorsqu'un  mouvement  recliligne  n'est  pas  uniformément 
varié,  la  ligne  qui  représente  la  loi  de  variation  de  la  vitesse 
du  mobile  n'est  plus  une  ligne  droite.  Il  est  aisé  de  voir  que 
la  considération  sur  laquelle  nous  nous  sommes  appuyés 
pour  définir  l'accélération,  et  qui  consiste  à  regarder  le  mou- 
vement varié  comme  formé  par  la  succession  d'une  infinité 
de  mouvements  uniformément  variés  ayant  lieu  chacun  pen- 
dant un  intonalle  de  temps  infiniment  petit,  revient  à  re- 
gai*der  la  courbe  qui  représente  la  loi  de  variation  de  la 
vitesse  du  mobile  comme  un  polygone  infinitésimal. 
Soit  C,  fig.  UUj  le  point  de  cette  courbe  qui  correspond  à 
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une  valeur  quelconque  t  du  temps.  Le  mouvement  unifor- 

mément  varié  qui  forme  un 
des  éléments  du  mouvement 
varié ,  à  Tinstant  que  nous 
considérons,  est  représenté 
par  rélément  de  la  courbe 
AB  correspondant  au  point 
.j_y  C  ;  et  si  ce  mouvement  uni- 
formément varié  se  conti- 
nuait pendant  un  temps  quel- 
conque, il  serait  représenté  par  le  prolongement  rectiligne 
de  rélément  de  courbe  dont  nous  venons  de  parler,  c'est- 
à-dire  par  la  tangente  CD.  L'accélération  dans  le  mouve- 
ment varié  à  la  fin  du  temps  /,  étant  précisément  Taccélé- 
ration  de  ce  mouvement  uniformément  varié  (§  70),  nous 
en  trouverons  la  valeur  en  opérant  sur  la  tangente  CD 
comme  nous  avons  opéré  il  n'y  a  qu'un  instant  sur  la  ligne 
Ahdelàfig.  /i3.  Traçons  la  ligne  CE  parallèle  à  Oï  et  égale 
à  la  ligne  qui  représente  l'unité  de  temps  ;  puis  menons  par 
le  point  E  une  parallèle  E  F  à  l'axe  0  V,  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  tangente  CD  :  la  longueur  de  la  ligne  EF  nous  fei*a 
connaître  l'accélération  dans  le  mouvement  varié ,  à  la  fln  du 
temps  /. 

§  72.  AeeélératioD  dans  lo  mouvement  curvlllipnc. 
—  Dans  un  mouvement  rectiligne  quelconque,  la  vitesse  ac- 
quise élémentaire  relative  à  l'élément  de  temps  dt,  u'est 
autre  chose  que  la  vitesse  infmiment  petite  qui,  en  se  com- 
posant avec  la  vitesse  du  mobile  à  la  tin  du  temps  /,  produit 
la  vitesse  qu'il  possède  à  la  tin  du  temps,  t  +  dt  ;  c'est  la 
vitesse  qui  lui  a  été  communiquée  pendant  le  temps  inflni- 
ment  petit  dt.  Dans  le  cas  où  le  mouvement  sera  cuniligne, 
nous  nommerons  encore  étément  de  vitesse  acquise,  ou  vi- 
tesse acquise  élémentaire,  la  vitesse  que  le  point  mobile 
acquiert  pendant  le  temps  infiniment  petit  <//,  c'est-à-dire 
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la  vitesse  qui,  en  se  composant  avec  la  vitesse  du  mobile  à 
la  fin  du  temps  I,  produit  celle  dont  il  est  animé  à  la  fin  du 
temps  t  +  dt. 

En  outre,  nous  nommerons  accélération  du  mobile,  à  la 
fin  du  temps  i,  la  vitesse  qu'acquerrait  ce  mobile  pendant 
roflité  de  temps,  si,  dans  chacune  des  portions  infiniment 
petites  et  égales  dans  lesquelles  on  peut  concevoir  que  cette 
unité  de  temps  soit  partagée,  il  acquérait  un  élément  de  vi- 
tesse de  même  grandeur  et  de  môme  direction  que  l'élément 
de  vitesse  qull  acquiert  réellement  pendant  le  même  temps 
infiniment  petit  à  partir  de  la  fin  du  temps  t.  Il  est  clair  que 
Taccéléralion  dans  le  mouvement  rectiligne  est  comprise, 
comme  cas  particulier,  dans  Taccélération  telle  que  nous 
la  définissons  pour  le  mouvement  cur\'iligne. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  Taccélération,  à  un  ins- 
tant quelconque,  dans  le  cas  général,  est  une  vitesse  finie, 
dont  la  direction  et  le  sens  sont  les  mêmes  que  la  direction 
et  le  sens  de  la  vitesse  acquise  élémentaire  relative  à  cet 
instant;  et  que,  de  plus,  pour  avoir  la  grandeur  de  celte 
accélération ,  il  sufiit  de  diviser  la  vitesse  acquise  élémen- 
taire parle  temps  infiniment  petit  dt  qui  lui  correspond. 

Dans  le  cas  où  le  mouvement  est  rectiligne,  la  vitesse  du 
mobile  a  toujours  la  même  directioù  ;  la  vitesse  acquise  élé- 
mentaire, et  par  suite  Taccélération,  auront  donc  aussi  tou- 
jours la  même  direction,  qui  est  celle  du  mouvement.  Lors- 
que le  mouvement  est  curviligne,  il  n'en  est  plus  de  même  ; 
la  direction  de  l'accélération  n'est  pas  connue  immédiate- 
ment, comme  dans  le  mouvement  rectiligne.  Aussi  a-t-on  à 
déterminer,  dans  chaque  cas  particulier,  à  la  fois  la  gran- 
deur et  la  direction  de  l'accélération  :  c'est  ce  qu'on  fait  en 
déterminant  les  grandeurs  de  deux  composantes  de  cette 
accélération  suivant  des  directions  connues,  ainsi  que  nous 
allons  l'indiquer. 

§  73.  Aeeélératlom  langeatielle ,  «eeélératlom  eem- 
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V 


Fig.  45. 


Iripèle.  —Soit  AB,  fig,  65,  la  trajectoire  du  point  mobile. 

Supposons  qull 
se  trouve  en  M 
à  la  fin  du  temps 
/,  et  eu  M' à  la 
fin  du  temps 
t-\'dt.  Par  un 
point  quelcon- 
que C  menons 
une  droite  CD 
égale  et  paral- 
lèle à  la  vitesse 
V  du  mobile  en  M  ;  puis  une  seconde  droite  C  £  égale  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  v-\'dvqvL\\  possède  en  M'.  La  ligne  DE 
est  évidemment  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  qui,  en  se  com- 
posant avec  la  vitesse  v  du  mobile  en  M,  produit  la  vitesse 
v-{-dv  du  mobile  en  M'  :  donc  cette  ligne  DE  est  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  acquise  élémentaire  correspondant  à 
rélément  du  temps  que  le  mobile  emploie  à  aller  de  M  en  M'. 
11  résulte  de  là  que  l'accélération  du  mobile,  à  la  fin  du  temps 
/,  est  dirigée  suivant  une  parallèle  à  DE  menée  par  le  point 
M  ;  et  de  plus,  que  la  grandeur  de  cette  accélération  s'ob- 
tiendra en  divisant  DE  par  dt. 

Si  nous  abaissons  E  F  perpendiculaire  sur  C  D,  et  que  nous 
construisions  le  rectangle  DFEG,  nous  pourrons  regarder 
la  vitesse  infiniment  petite  DE  comme  résultant  de  la  com- 
position des  vitesses  DF,  DG.  Nous  pouvons  donc  aussi  ve^ 
garder  la  vitesse  acquise  élémentaire  du  mobile  en  M,  comme 
résultant  de  la  composition  de  deu\  autres  vitesses,  dont 
Tune,  égale  à  DF,  est  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tnijec- 
toire  en  M,  et  l'autre,  égale  à  DG,  est  dirigée  suivant  une 
perpendiculaire  à  cctle  tangente  menée  dans  le  plan  osrula- 
teui'de  la  courbe,  c*est-à-dire  suivant  le  rayon  de  courbure 
MO.  En  divisant  ces  deux  composantes  de  la  vitesse  acquise 
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élémentaire  par  rf/,  on  aura  les  grandeurs  des  deux  compo- 
santes de  l*accéléra(ion  suivant  les  mêmes  directions. 

La  composante  de  raccélération  du  mobile  suivant  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  se  nomme  Vaccelération  tangentielle. 
Sa  valeur  s'obtient  en  divisant  DF  par  dt  :  mais  on  a 

.DF=  (»-l-rfr)cosrfa  —  V     j 

en  désignant  par  doc  Tangle  infiniment  petit  que  forment 
entre  elles  les  directions  des  vitesses  veiv-\-  dv,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  Tangle  des  tangentes  à  la  trajectoire 
menées  par  les  points  M,  M'  ;  on  a  donc  pour  Texpression 
de  raccélération  tangentielle 

DF(p4-rfr)cosrfa— 1>      dv      ida  .       YOaiJL^-  V 

dt  dt  dt      2dt      '      j^    ..   .^...    l..,   ,. 

quantité  qui  se  réduit  simplement  à  .  ^  '^ 

dt' 

La  vitesse  r,  qui  est  fournie  par  la  relation  (§  9 

ds 
dC 

m 

est  positive  ou  négative,  suivant  qu'elle  est  dirigée  dans  le 
sens  dans  lequel  on  compte  les  distances  positives  sur  la  tra- 
jectoire, ou  en  sens  contraire;  il  en  est  de  même  de  raccé- 
lération tangentielle,  qui  est  également  positive  ou  négative, 
suivant  qu'elle  est  dans  le  sens  des  vitesses  positives  ou  en 
sens  contraire. 

La  composante  de  l'accélération  suivant  le  rayon  de  cour- 
bore  de  la  trajectoire  se  nomme  Vaccelération  centripète. 
Elle  est  toujours  dirigée  de  la  courbe  vers  le  centre  de  cour- 
bure O.  Sa  valeur  s'obtient  en  divisant  D  G  par  dt^  et  comme 
on  a 

DG  =  (r4-rft;)sinrf«, 


^    C 
t.     c 


^ 
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il  en  résulte  qae  raccélération  centripète  est  égale  à 

di 

ou  simplement 

da 
dt 

Observons  maintenant  que  Tangle  da  est  égal  à  Tangle  des 
normales  qui  joignent  les  deux  points  M,  M'  au  centi*e  de 
courbure  0  ;  en  sorte  que,  si  Ton  désigne  le  rayon  de  cour- 
bure MO  par  p^on  a 

da. ds V 

dt      pdt     p 

D'après  cela,  la  valeur  de  l'accélération  centripète  devient 

p  • 

Si  Ton  construit  un  parallélogramme  sur  Taccélération 

tangentielle  -r- ,  et  l'accélération  centripète  —,  la  diagonale 

de  ce  parallélogramme  sera  raccélération  j  du  mobile  an 
point  M,  à  laquelle  on  donne  souvent  le  nom  d'acoelérafion 
totale,  pour  la  distinguer  de  ses  composantes. 

Dans  le  cas  du  mouvement  rectiligne,  p  est  infini,  raccé- 
lération centripète  est  nulle,  et  Taccélération  totale  se  réduit 

dv 
à  sa  composante  tangentielle  -j- .  Dans  le  cas  du  mouvement 

curviligne  uniforme,  -77  est  nul,  et  l'accélération  totale  se 

réduit  à  sa  composante  normale  — .  Enfin ,  dans  le  cas  du 

mouvement  rectiligne  uniforme,  les  deux  composantes  de 
l'accélération  totale  sont  nulles,  en  sorte  que  l'accélération 
totale  est  aussi  nulle. 
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Il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  constrait  une  courbe  pour 
représenter  la  loi  de  variation  de  la  vitesse  d'un  point  mobile 
sur  sa  trajectoire  curviligne,  en  opérant  comme  nous  Ta- 
vons  indiqué  (§  71)  pour  le  cas  d'un  mouvement  rectiligne, 
on  pourra  se  servir  de  cette  courbe  pour  trouver  l'accéléra- 
tion tangentielle  à  un  instant  quelconque,  exactement  de  la' 
même  manière  qu'on  s'en  sert  pour  trouver  l'accélération 
dans  un  mouvement  rectiligne  ;  puisque  l'expression  de  l'ac- 
célération tangentielle  dans  le  mouvement  cur\1ligne  est  la 
même  que  l'expression  de  l'accélération  dans  le  mouvement 
rectiligne. 

§  7&.  AeeélératioD  dans  le  mouvement  projeté  sur 
•■  fimm  Bxe. — Quand  on  projette  le  mouvement  d'un  point 
sur  un  plan  fixe  (§  12),  la  vitesse  de  la  projection  est  à 
chaque  instant  la  projection  de  la  vitesse  du  point  dans  l'es- 
pace. Imaginons  donc  que  l'on  ait  construit,  pour  le  mouve- 
ment que  l'on  projette,  le  triangle  C  DE,  fig.  /45,  dans  lequel 
les  trois  côtés  CD,  CE,  DE  sont  respectivement  égaux  et 
parallèles  à  la  vitesse  v  du  mobile  à  la  fin  du  temps  /,  à  la 
vitesse  v+dv  relative  à  la  fin  du  temps  /+  di^  et  à  la  vitesse 
acquise  élémentaire  correspondant  à  l'élément  de  temps  di. 
Si  l'on  projette  ce  triangle  CD  E  sur  lé  plan  fixe,  on  aura  un 
autre  triangle  que  nous  désignerons  fsxrcde.  Dans  ce  trian- 
gle projeté,  le  côté  c<£,  projection  de  C  D,  sera  égal  et  pa- 
rallèle à  la  vitesse  de  la  projection  du  mobile  sur  le  plan 
fixe  à  la  fin  du  temps  t;  le  côté  ce^  projection  de  C  £,  sera 
aussi  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  de  la  projection  du  mobile 
à  la  fin  du  temps  i+dt  :  donc  le  troisième  côté  de ,  projec- 
tion de  D  £,  jouera  par  rapport  au  mouvement  projeté  exac- 
tement le  même  rôle  que  DE  par  rapport  au  mouvement  de 
l'espace,  c'est  à-dire  que  de  sera  égal  et  parallèle  à  la  vitesse 
acquise  élémentaire  de  la  projection  du  mobile  correspon- 
dant au  temps  infiniment  petit  dt.  On  en  conclut  de  suite 
que  l'accélération,  dans  le   mouvement  projeté,  est  la 
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projeotHHi   de  Tjccêlênitioa  dans  le  mouTemeot  de  Tes- 
paee. 

Il  iam  bien  observer  qu'il  s'agit  ici  aniqnement  des  accé- 
lêraUoQS  totales^  dans  le  niooTeiiienl  que  Ton  projette,  et  dans 
la  proîectioo  de  ce  BK^veiiieat.  Si  I  on  construit  le  rectangle 
à  Taide  duquel  racci^leratioo  totale  du  mouvement  de  l'es- 
pace se  dèixHupose  en  une  accélération  tangentielie  et  une 
acct^ération  centripète,  et  que  Ton  projette  ce  rectangle  sur 
le  plan  fixe»  sa  projection  sera  en  générai  un  parallélogramme 
dont  les  angles  ne  seront  pas  droits.  La  diagonale  de  ce  pa- 
rallélogramme représentera  bien  Taccélération  totale  dans 
le  mouvement  projeté,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démon- 
trer ;  et  ses  c6tés>  dont  Tun  est  dirigé  suivant  la  tangente  à  la 
tr^jectoireTlu  mouvement  projeté,  représenteront  en  même 
temps  deux  composantes  de  cette  accélération  :  mais  ces 
txmiposantes,  qui  ne  sont  pas  rectangulaires,  sont  nécessaire- 
ment différentes  de  Taccélération  tangentielie  et  de  l'accélé- 
ration ctHitripète  dans  le  mouvement  projeté.  Il  ne  serait 
donc  pas  vrai,  en  gémirai,  de  dire  que  Taccéléinition  tangen- 
tielie tH  racct'lératiott  centripète,  dans  le  mouvement  projeté, 
sont  n^pectivement  les  projections  de  Taccélération  tan- 
gentielie et  de  Taccélération  centripète  dans  le  mouvement 
de  resjKice. 

§  75.  Aeeéléi«tl«B  émm»  le  ui^aYeMeBt  projeté  rar 
«■•  4r«lle  Ixe.  —  Lorsqti  on  projette  le  mouvement  d'un 
point  sur  une  droite  fixe  (§1^%  la  vitesse  de  la  projection 
est  encore,  à  chaque  instant,  la  projection  de  la  vitesse  du 
point  dans  Tespace.  Il  nous  sera  facile  d'en  conclure,  comme 
dans  le  cas  précédent,  que  l'accélération  dans  le  mouvement 
projeté  est  la  projection  de  Taccélératiou  dans  le  mouvement 
que  l'on  projette. 

Pour  cela,  concevons  encore  que  l'on  ait  construit,  pour 
le  mouvement  du  point  dans  l'espace,  le  triangle  C  D  £  de  la 
fig.  65,  dont  nous  venons  déjà  de  nous  servir  ;  et  supposons 
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que  1*011  projette  ce  triangle  sur  la  droite  fixe  sur  laquelle  on 
projette  le  mouvement  du  point.  La  projection  du  côté  CE 
sera  égale  à  la  somme  des  projections  des  côtés  CD,  DE; 
et  comme  les  projections  de  .CD  et  de  CE  sont  respective- 
ment égales  aux  vitesses  du  point  projeté,  à  la  fin  du  temps 
/,  et  à  la  fin  du  temps  t+  di,  il  en  résulte  que  la  projection 
de  DE  sera  égale  à  la  diflerencc  de  ces  deux  vitesses,  c'est-à- 
dire  que  ce  sera  la  vitesse  acquise  élémentaire  du  point  pro- 
jeté correspondant  au  temps  infiniment  petit  di.  Donc  la  vi- 
tesse acquise  élémentaire,  dans  le  mouvement  projeté,  est  la 
projection  de  la  vitesse  acquise  élémentaire  dans  le  mouve- 
ment de  l'espace  ;  et,  par  suite,  Taccélération  dans  le  mouve- 
ment projeté  est  la  projection  de  Taccélération  totale  dans 
le  mouvement  que  Ton  projette. 

§  76.  AceélératioD  dans  le  mouvement  d'un  point 
rapporté  à  un  système  de  coordonnées  reetlllgnes.  — 
Un  point  mobile  étant  rapporté  à  un  système  de  coordonnées 
rectilignes,  supposons  que  nous  considérions  à  la  fols  le 
mouvement  de  ce  point  et  les  mouvements  de  ses  projections 
sur  les  axes.  Nous  avons  déjà  vu  (§  U6  et  Ul)  que  la  vitesse 
du  mobile  à  un  instant  quelconque  est  la  résultante  des  vi- 
tesses de  ses  projections  sur  les  axes.  Il  est  aise  de  voir 
qu'il  en  est  de  même  pour  les  accélérations.  En  efiet,  d'après 
ce  qui  vient  d'être  démontré  (§  75),  l'accélération  du  mou- 
vement projeté  sur  un  quelconque  des  axes  est  la  projection 
de  l'accélération  totale  du  mouvement  de  l'espace  :  donc,  si 
l'on  mène  par  la  position  qu'occupe  le  point  mobile  à  un  ins- 
tant quelconque,  des  droites  égales  et  parallèles  aux  accé- 
lérations des  projections  de  ce  point  sur  les  axes,  et  que  l'on 
construise  sur  ces  droites  un  parallélogramme  ou  un  paral- 
lélipipède,  suivant  qu'il  y  a  deux  axes  ou  qu'il  y  en  a  trois, 
la  diagonale  de  ce  parallélogramme  ou  de  ce  parallélipipcde 
sera  précisément  l'accélération  totale  du  point  mobile  dans 
l'espace.  Ainsi  ou  peut  dire  que  celte  accélération  totale  du 

7 


98  LIVRE    I. — CINÉMATIQUE. 

mobile  est  la  résultante  des  accélérations  de  ses  projections 
sur  les  axes  coordonnés. 

Il  sera  facile  d'après  cela  de  trouver  Taccclération  totale , 
dans  le  mouvement  d'un  point  rapporté  à  deux  ou  à  trois 
axes  coordonnés,  lorsqu'on  connaîtra  les  équations  du  mou- 
vement. Dans  le  cas  où  le  mouvement,  s'cffectuant  dans  un 
plan,  sera  rapporté  à  deux  axes  seulement,  les  équations  du 
mouvement  étant 

les  accélérations,  dans  le  mouvement  des  projections  du  mo- 
bile sur  les  axes,  auront  pour  valeurs  (§  70) 

g=/'(0     ,     0=9"(O: 

Taccélération  totale  du  point  mobile  sera  donc  la  diagonale 
d'un  parallélogramme  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes, 
seront  respectivement  égaux  à  ces  deux  quantités.  Dans  le  cas 
où  le  mouvement  sera  rapporté  à  trois  axes  coordonnés,  les 
équations  du  mouvement  étant 

les  accélérations  dans  les  mouvements  projetés  sur  les  axes 
seront 

et  par  conséquent  l'accélération  totale  du  mobile  dans  l'es- 
pace sera  la  diagonale  d'un  parallélipipède  construit  sur  trois 
droites  parallèles  aux  axes  et  égales  respectivement  à  ces 
trois  quantités. 

§77.  Prenons  pour  exemple  le  mouvement  circulaire 
et  uniforme  que  nous  avons  déjà  considéré  (§  1&),  et  rap- 
portons les  positions  successives  du  point  mobile  à  deux  axes 
coordonnés  rectangulaires  passant  par  le  centre  du  cercle. 
Les  équations  de  .ce  mouvement  seront  de  la  forme 
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Vt  .     Vt 

a?  =  rcos—  ,  i/=î'sm— , 

r  r 

On  trouve  d'abord  pour  les  vitesses  des  projections  du  point 
mobile  sur  les  axes 

dx  ,    vt  dy  vt 

-r-  =  —  P  Sin  —  ,  -p  =  t;  COS  —  ; 

dt  r  dt  r  ' 

et  Ton  vérifie  aisément  que  ces  vitesses  sont  bien  les  pro- 
jections de  la  vitesse  v  du  mobile  dirigée  tangentiellement 
à  la  circoiiférence  de  cercle  qu'il  décrit.  On  trouve,  en  outre, 
pour  les  accélérations  du  mouvement  de  ces  projections  du 
mobile  sur  les  axes , 

d^x  »*       vt  d}y  t;*   .    vt 

—rr  = ces  — •        ,       -7T  =  —  —  sm  — . 

dt*  r         r  dt*  r         r 

Les  valeurs  de  ces  accélérations  montrent  que  Taccéléra- 

tiou  totale  du  mobile  à  un  instant  quelconque  est  égale  à 

v* 

—,  et  qu'elle  est  dirigée  de  la  position  qu'il  occupe  à  cet 

instant  vers  le  centre  de  sa  trajectoire.  C'est  en  effet  ce  qu'on 
devait  trouver  :  car,  en  vertu  de  Tuniformité  du  mouvement 
sur  la  circonférence,  l'accélération  tangentlelle  est  nulle  ;  et 
par  suite  l'accélération  totale  se  réduit  à  l'accélération  cen- 

V* 

iripète,  qui,  dans  ce  cas,  a  pour  valeur  -  (§  73). 

Considérons  encore  la  projection  orthogonale  de  ce  mou- 
vement circulaire  et  uniforme  sur  un  plan  quelconque.  Si 
nous  prenons  pour  axes  coordonnés,  dans  le  plan  de  projec- 
tion, les  axes  de  l'ellipse  suivant  laquelle  se  projette  la  tra- 
jectoire circulaire  de  l'espace,  et  si  nous  désignons  par  a 
l'angle  que  le  plan  de  cette  trajectoire  circulaire  fait  avec  le 
plan  de  projection,  nous  trouverons  sans  peine  que  les  équa- 
tipns  de  ce  mouvement  sont  de  la  forme 

vt  .    vt 

jî=rcos—  ,        y  =  rcosasin— . 

r  r 

7. 
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Les  accélérations,  dans  les  projections  de  ce  mouvement  sur 
les  ax.es  coordonnes,  auront  donc  pour  valeui*s 

iPx  v^       vt  iPy  V*  .    vt 

--^  = ces—      ,      -rT  = cosasin  — . 

dt^  r        r  dt^  r  r 

On  voit  que  ces  accélérations  sont  proportionnelles  aux 
valeurs  de  or  et  y/  d*oii  Ton  conclut  que  Faccélération  totale 
du  mobile,  dans  le  mouvement  elliptique  dont  il  s'agît,  est 
dirigée  de  la  position  qu'occupe  le  mobile,  vers  le  centre  de 
Tellipsc  qu*il  décrit.  De  plus  la  valeur  de  cette  accélération 
totale  est 


—  \/    ces*  — h  cos'a sm'  —  , 
r    y  r  r 

et  par  conséquent  elle  est  proportionnelle  à  la  distance  qui 
sépare  le  mobile  du  centre  de  sa  trajectoire  elliptique^  dis- 
tance qui  a  pour  expression 


1/    cos'  — 


+  cos*a  sm*  —  . 

r 


Ces  résultats  sont  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  démontré 
en  général  relativement  à  l'accélération  dans  un  mouvement 
projeté  sur  un  plan  fixe  (§  74).  Car  l'accélération  totale  d'un 
mouvement  circulaire  et  uniforme  étant  toujours  dirigée  do 
la  position  qu'occupe  le  mobile  vers  le  centre  du  cercle  qu'il 
décrit,  et  ayant  constamment  la  même  valeur,  il  s'ensuit  né- 
cessairement que  l'accélération  totale  dans  la  projection  de 
ce  mouvement  sur  un  plan  quelconque,  est  toujours  dirigée 
suivant  la  ligne  qui  joint  le  mobile  projeté  au  centre  de 
sa  trajectoire  elliptique,  et  que  la  valeur  de  cette  accéléra- 
tion totale  est  proportionnelle  à  la  longueur  de  la  même 
ligne. 

§  78.  Délermlnalton  de  l'accélération  d'un  point , 
d'après  son  déplacement  dans  l'espace.  —  Soit  A  B,  fig. 
ft6,  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  M  la  position  du  mobile 
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à  la  fin  du  temps  /,  et  MZ  la  direction  de  raccélëration  totale 

à  cet  instant.  Menons  la  tan- 
genteMX  à  la  trajectoire,  et 
une  ligne  M  Y  non  située  dans 
le  plan  osculateur  ZMX. 
Nous  pouvons  rapporter  le 
jHTi  mouvement  du  mobile   aux 

^       ^*  y  trois  axes  coordonnés  MX, 

M  Y,  M  Z.   Désignons  par  0 
le  temps  compté  à  partir  de 
rinstantoù  le  point  mobile  se 
Fîg.  AS.  trouve  en  M ,  et   supposons 

que  ce  temps  soit  assez  petit 
pour  que  les  valeurs  des  coordonnées  or,  y,  ^  du  mobile  puis- 
sent se  développer  suivant  ses  puissances  croissantes ,  en- 
tières et  positives.  Si  nous  représentons  la  vitesse  du  mobile 
en  M  par  r,  et  son  accélération  totale  par  y,  les  valeurs  de 
'9  y^  ^9  <^n  fonction  de  6  seront  les  suivantes  : 

xz=zv9+      ae*+  69'-H , 

y=  aie* +61 9*+ , 

z  =  JijB^  +  a2&'  +  b2Q'+ ; 

car,  pour  9  =  0,  on  doit  avoir 

x=Q      ,         y=0      ,       ^  =  0; 
dx  du      ^  dz      ^ 

1/9*""        '     rfe'""        '     d9»~-^' 

o,  b, ...,  atj  bij  a'2,  bqj,..  sont  dVilleurs  des  quantités  quel- 
conques. 

Soit  M' la  position  qu'occupe  le  mobile  à  la  fin  du  temps  0. 
Menons  M' P  parallèle  à  M  Z,  jusqu'à  la  rencontre  du  plan 
X  M  Y,  en  P  ;  et  ensuite  P  Q  parallèle  à  M  Y,  jusqu'à  la  ren- 


1 
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contre  de  Taxe  M  X  en  Q.  Prenons  enfin  M  N  égal  h  v9. 
Nous  pouvons  regarder  NM'  comme  étant  la  diagonale  d'un 
parallélipipède  qui  aurait  pour  côtés  N  Q,  Q  P  et  P  M'.  Por- 
tons, sur  les  directions  des  trois  côtés  et  de  la  diagonale  de  ce 
parallélipipède  qui  partent  du  point  N,  des  longueurs  res- 
pectivement égales  aux  quotients  de  2  NQ,  2  QP,  2  PM',  et 
2  N>r  par  6'  ;  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  lignes  dont  la 
dernière  sera  également  la  diagonale  du  parallélipipède  con- 
struit sur  les  trois  premières.  Nous  allons  chercher  ce  que 
devient  la  diagonale  de  ce  dernier  parallélipipède,  lorsque  le 
temps  9  décroît  indéfiniment  jusqu'à  zéro. 

Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  a 

NQ  =  aî  — 1?9=  a  e* +6  9*4-  ...  , 

QP=:y  =  a,  9*  +  ti9*-f  .  .  .  , 

Pi\r=2        =i>9*+a2e*+*26*+. . .  j 

on  a  donc  aussi 

HQ=        2a  9  +  2fc  9^  + , 

9* 

^=        2a,9  +  26i9*  + , 

2  P  M' 

i~p=;  +  2a,9  +  2fc2  9»  + 

2  N  0       2  0  P 
On  voit  par  là  que  et  -~—  tendent   indéfiniment 

9  9 

vers  zéro,  en  même  temps  que  9;  tandis  que  la  limite  vei*s 

2PM' 
9^ 

2NM' 
9  décroît,  la  diagonale  — ji —  du  second  parallélipipède  que 

nous  avons  considéré,  tend  indéfiniment  à  se  conrondi*e  avec 

2PM' 
le  côté     J  •■  de  ce  parallélipipède }  et i  à  la  limite,  elle  a 

9 


laquelle  tend      l     est  Taccélération  y.  Ainsi,  à  mesure  que 
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la  même  grandeur  et  la  même  direction  que  ce  côté,  c'est- 
à-dire  qu'elle  se  confond  avec  Taccéldration  totale  du  mo- 
bile au  point  M.  C'est  ce  qu'on  énonce  simplement  en  disant 
que,  si  M  et  M'  sont  les  positions  que  le  mobile  occupe  à  la 
6q  du  temps  /et  à  la  On  du  temps  t+dt,  et  si  M  5  est  le 
Chemin  que  ce  mobile  parcourrait  uniformément  sur  la  tan- 
gente MX  pendant  le  temps  di,  en  Vertu  de  la  vitesse  v 
qull  possède  à  la  fin  du  temps  t,  l'accélération  totale  de  son 
mouvement  est  dirigée  suivant  la  ligne  NM',  et  a  pour  valeur 
2XM' 

'HT' 

%  79.  Aeéélérattoïi  ilans  un  mouvement  t^ompôsé. — 

Quand  on  regarde  le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace 
comme  résultant  de  la  composition  de  deux  autres  mouve- 
ments (§  &0),  la  vitesse  du  point  à  un  instant  quelconque  se 
déduit  très-simplement  des  vitesses  dont  il  est  animé  nu  même 
instant  dans  chacun  des  mouvements  composants  (§  hi). 
Nous  allons  voir  que  l'on  peut  également  trouver  l'accéléra- 
tion totale  dans  le  mouvement  résultant,  d'après  la  seule 
connaissance  des  circonstances  que  présentent  les  deux 
mouvements  composants. 

11"*  Considérons  d'abord  le 

cas  où  celui  des  deux 
mouvements  composants 
que  nous  nommons  mou- 
vement d'entratnement  I 
est  simplement  un  mou- 
vement de  translation  )  en 
sorte  que,  en  vertu  de  ce 
mouvement,  les  divers 
points  de  la  trajectoire 
relative  AB,  fig.  hlj  qui 
se  transporte  successive- 
ment en  A'B',  A"B",  A'"B ',...  sont  animés  à  chaque  insunt 
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de  vitesses  égales  et  parallèles.  Si  les  positions  AB,  A'B'  de 
cette  trajectoire  correspondent  aux  instants  qui  terminent 
les  temps  /  et  t+dt^  et  si  M  et  N  sont  les  points  où  le  mo- 
bile se  trouve  sur  sa  trajectoire  relative  aux  mêmes  instants, 
M  N'  sera  le  déplacement  absolu  de  ce  mobile  dans  Fespace, 
pendant  le  temps  dt.  Soient  v  la  vitesse  absolue  de  ce  mobile 
lorsqu'il  est  en  M,  eiv-i-dv  sa  vitesse  lorsqu^il  est  en  N'; 
v'  la  vitesse  commune  aux  différents  points  de  la  trajectoire 
relative,  à  la  fin  du  temps  /,  et  v'+dv'  ce  que  devient  cette 
vitesse,  à  la  fin  du  temps  i-\-dt;  enfin  v"  la  vitesse  du  mo- 
bile sur  sa  trajectoire  relative,  lorsqu'il  y  occupe  la  position 
M,  à  la  fin  du  temps  /,  tiv"  +  dv"  sa  vitesse  relative,  lorsqu'il 
se  trouve  au  point  N  de  cette  trajectoire  relative,  à  la  fin  du 
temps  t+dt.  A  la  fin  du  temps  /,  la  vitesse  absolue  v  du 
mobile,  qui  est  alors  en  M,  est  la  résultante  de  la  vitesse 
d'entraînement  v'  du  point  M,  et  de  la  vitesse  relative  v'\  A 
la  fin  du  temps  t-\-dt^  la  vitesse  absolue  du  mobile  est  de 
même  la  résultante  de  la  vitesse  d'entraînement  v'+dv\  du 
point  M',  et  de  la  vitesse  relative  i?"+rfî^". 

Cela  posé,  menons  par 
un  point  quelconque  C, 
fig,  48,  une  droite  CD 
égale  et  parallèle  à  la  vi- 
tesse v'  ;  puis  par  le  point 
D  une  droite  DE  égale  et 
parallèle  à  la  vitesse  v"  : 
la  ligne  CE  représentera 
la  vitesse  v  en  grandeur  et  ^n  direction.  Si  d'un  autre  côté 
nous  menons  C  F  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  v'  +  dr', 
puis  F  G  égale  et  parallèle  à  i>"+rfi?'',la  ligne  CG  repré- 
sentera la  vitesse  17+ e{t?  en  grandeur  et  en  direction.  La 
ligne  E  G  sera  donc  égale  et  parallèle  à  la  vitesse  acquise 
élémentaire  du  mobile  dans  son  mouvement  absolu.  Mais, 
si  nous  traçons  F  H  égale  et  parallèle  à  DE,  et  que  nous 


FIg.  M. 
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joignions  le  point  H  aux  points  E,G,  nous  pourrons  dire 
qae  la  vitesse  infiniment  petite  £G  est  la  résultante  des 
deax  vitesses  EH,  H  G.  D'ailleurs  £  H,  égal  et  parallèle 
à  DF,  est  évidemment  la  vitesse  acquise  élémentaire  dans 
le  mouvement  d'entraînement  du  point  M  de  la  trajec- 
toire relative  ;  et  H  G  est  de  même  la  vitesse  acquise  élé- 
mentaire dans  le  mouvement  relatif  :  donc  la  vitesse  ac- 
quise élémentaire  dans  le  mouvement  absolu  est  la  résul- 
tante des  vitesses  acquises  élémentaires  correspondantes, 
dans  le  mouvement  d'entraînement  et  dans  le  mouvement 
relatif.  On  eu  conclut  nécessairement  que  l'accélération 
totale,  dans  le  mouvement  absolu,  s'obtient  en  composant 
les  accélérations  totales  dans  le  mouvement  d'entraînement 
et  dans  le  mouvement  relatif,  d'après  la  règle  du  parallélo- 
gramme des  vitesses. 

Si  un  point  mobile  est  regardé  comme  animé  à  la  fois  de 
plus  de  deux  mouvements,  et  que  les  divers  mouvements 
composants  qui  jouent  le  rôle  de  mouvements  d'entraîne- 
ment (§  41)  soient  tous  des  mouvements  de  translation,  il 
est  clair  que  l'accélération  totale  du  mouvement  résultant  se 
troQTera  en  composant  les  accélérations  totales  des  divers 
rnooTeaients  composants,  d'après  la  règle  du  polygone  des 
vitesses. 

§  80.  Voyons  maintenant  comment  l'accélération  totale, 
dans  le  mouvement  absolu  d'un  point  que  l'on  regarde 
comme  animé  à  la  fois  d'un  mouvement  d'entraînement  et 
d'un  mouvement  relatif,  peut  se  déduire  des  circonstances 
que  présentent  ces  deux  mouvements  composants^  dans  le 
cas  on  le  mouvement  d'entraînement  ne  se  réduit  pas  à  une 
translation. 

Considérons  encore  les  deux  positions  AB,  A'B',  fig>  &9, 
que  la  trajectoire  relative  du  mobile  occupe  ù  la  fin  des 
temps  /  et  t+dt^  et  supposons  qu'aux  mêmes  instants  le 
mobile  se  trouve  aux  points  M,  N  de  cette  ligne.  Nous  sa- 
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vons  que  la  courbe  AB  peut  être  amenée  à  la  position  A'B' 

par  un  mouvement  de  trans- 
lation égal  au  déplacement 
infiniment  petit  MM'  du  point 
M,  suivi  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  axe  CD 
passant  par  le  point  M'  (§  28). 
Soit  Al  Bi  la  position  qu'elle 
prend  ainsi ,  après  avoir  reçu 
seulement  le  mouvement  de 
translation  dont  il  vient  d*étfe 
question.  Le  point  N,  pour 


hg:  h^i 


àllérèn  îf\  parcoun'à  d*abord  un  chemin  NNi  égal  et  pa- 
rallèle à  MM',  èii  Vertu  de  la  translation,  puis  un  arc  de 
cercle  Ni  N'  en  vertu  de  la  rotation  autour  de  Taxe  CD. 

Menons  en  M  la  tangente  à  la  t^ajectoire  M  M'  que  décrit 
ce  point  M  supposé  lié  invariablement  aux  axes  mobiles,  et 
aussi  la  tangente  à  la  trajectoire  relative  A  B  du  mobile  que 
Ton  considère;  puis  portons  sur  ces  tangentes  des  longueurs 
M  R,  M  S  respectivement  égales  aiix  produits  de  la  vitesse 
d'entraînement  t?'  du  point  M,  et  de  la  vitesse  relative  t?", 
par  le  temps  dt^  en  sorte  qu'on  ail 


MKz:±v'dt 


M  S  =  v"dt. 


La  diagonale  IVtTdu  parallélogramme  construit  sur  les  lignes 
M  R,  M  S,  sera  liée  à  la  vitesse  absolue  v  du  mobile,  par  la 
relation  de  même  forme 

MT=t>rff^ 

et  de  plus  cette  diagonale  sera  tangente  en  M  à  la  trajectoire 
absolue  de  ce  point  mobile.  Il  suit  de  là  que,  si  Pon  joint  le 
point  T  au  point  N'  oit  le  mobile  se  trouve  réellettient  à  la 
fin  du  temps  t+dt^  la  ligne  T  N'  aura  la  direction  deTaccé- 
iération  totale  du  mouvement  absolu,  et  que  la  grandeur 


r 
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de  cette  accélération  totale  ^'obtiendra  en  multipliant  TN' 

par  Ji  (§  78). 

Mais  si  Ton  joint  le  point  S  au  point  N  ^  que  par  le  point 

T  on  mène  T  U  égale  et  parallèle  à  S  N ,  puis  qu'on  joigne 

le  point  U  au  point  Ni,  on  aura  un  polygone  TUNiN^ 

dont  la  ligne  TN'  joint  les  deux  extrélkiités.  Si,  de  plus,  on 

imagine  un  polygone  semblable  à  celui-là,  ayant  ses  côtés 

respectivement  parallèles  à  ceux  de  ce  pretnier  polygone,  et 

2 
égaux  à  ces  mêmes  côtés  multipliés  tous  par  •?-;,  la  ligne 

correspondant  à  T  N'  dans  ce  nouveau  polygone  sera  pré- 
cisément Taccélération  totale  /  du  mobile  dans  son  mouve- 
ment absolu  :  donc  cfette  accélération  totale  peut  être  re- 
gardée comme  étant  la  résultante  de  trois  accélérations  dont 
les  grandeurs  sont 

2TU  2UN|  2NiN' 

dt^        '         dt^         '         dt^    ' 

H  dont  lea  directions  sont  celles  des  lignes  T  U,  U  N. ,  Ni  N'. 
Observons  maihtenaht  que,  T  U  étant  égal  et  parallèle  à 
S  N^  la  première  de  ces  accélérations  composantes  est  Tac- 
célénition  totale  /'  dans  le  mouvement  relatif  du  mobile  le 
long  de  la  trajectoire  AB  ;  et  que,  U  Ni  étant  évidemment 
égal  et  parallèle  à  RM\  la  seconde  accélération  composante 
est  raccéléraUon  totale  /  dans  le  mouvement  d'entraîne- 
ment, c'est-à-dire  dans  le  mouvement  qu'aurait  le  point  mo- 
bile s'il  restait  en  repos  relativement  aux  axes  mobiles  en  M. 
Quant  à  la  troisième  accélération ,  nous  en  trouverons  la 
valeur  en  remarquant  que^  si  co  est  la  vitesse  angulaire  dans 
la  rotation  instantanée  des  axes  mobiles  autour  de  C  D,  et 
si  V  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  Ni , 
sur  cette  ligne  CD,  on  a 

NiN'  =  «rfl  X  NiVî 
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et  que  d*ailleiirs,  si  Ton  nomme  a  Tanglc  formé  par  cette 
ligne  CD  avec  la  direction  du  déplacement  élémentaire 
M' Ni  dans  le  mouvement  relatif,  on  a 

Ni  V  =  M'Ni  sîna  =  v''dt .  sina  : 

on  a  donc 

2NiN' 

,.     =  2  (ùv  sina. 

De  plus,  cette  troisième  accélération  composante  est  diri- 
gée perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  C  D  et  par 
l'élément  M' Ni  de  la  trajectoire  relative,  et  dans  le  sens  qui 
va  de  Ni  5  N'. 

D'après  tout  cela,  nous  pouvons  dire  que,  lorsque  le 
mouvement  d'un  point  est  regardé  comme  résultant  de  la 
composition  d'un  mouvement  d'entraînement  et  d'un  mou- 
vement relatif,  on  peut  obtenir  l'accélération  totale  de  ce 
mouvement  de  la  manière  suivante.  On  imagine  que  le  mou- 
vement d'entraînement  élémentaire  des  axes  mobiles,  à 
l'instant  quelconque  que  l'on  considère,  soit  décompose  en 
une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  passant  par  le  point 
où  se  trouve  le  mobile  à  cet  instant ,  et  en  une  translation 
égale  au  mouvement  de  ce  môme  point  supposé  lié  aux  axes 
mobiles  (§  31)  ^  et  l'on  détermine  la  .vitesse  angulaire  a> 
de  cette  rotation  élémentaire,  ainsi  que  l'angle  a  que  Taxe 
instantané  autour  duquel  elle  s'effectue  fait  avec  la  direc- 
tion de  la  vitesse  relative  v"  du  mobile.  Cela  fait,  on  com* 
pose  entre  elles 

1*  L'accélération  d'entraînement  f,  c'est-à-dire  l'accélé- 
ration du  mouvement  dont  serait  animé  le  point  mobile  s'il 
restait  en  repos  relatif  dans  la  position  où  il  se  trouve  ; 

2"  L'accélération  relative  /',  c'est-à-dire  l'accélération 
dans  le  mouvement  relatif  du  point  par  rapport  aux  axes 
mobiles  ; 

S""  Enfin,  une  accélération  égale  à  2(ùr"&\na,  dirigée 
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perpendiculairement  au  plan  qui  passe  par  la  vitesse  rela- 
tive v"  et  par  l'axe  instantané  de  rotation  des  axes  mobiles, 
et  dans  le  sens  dans  lequel  Textrémité  de  la  ligne  qui  repré- 
sente la  vitesse  relative  tourne  dans  la  rotation  instantanée 
autour  de  cet  axe  : 

La  composition  de  ces  trois  accélérations  étant  effectuée 
d'aprt's  la  règle  du  polygone  des  vitesses,  l'accélération  ré- 
sultante que  l'on  obtiendra  sera  l'accélération  totale  dans  le 
mouvement  absolu  du  point  considéré. 

§  81 .  —  Pour  don- 
ner un  exemple  de 
l'application  des  théo- 
ries précédentes,  con- 
sidérons un  cercle  qui 
se  meut  dans  son  plan 
en  roulant  uniformé- 
ment sur  une  ligne 
droite  XY, /î^.  50,  et 
cherchons  l'accéléra- 
tion totale  du  mouve- 
ment dont  est  animé  le 
point  M  lié  au  cercle  mobile. 

Pour  passer  de  la  position  actuelle  à  une  position  infini- 
ment voisine,  le  cercle  va  tourner  autour  du  point  de  con- 
tact A,  qui  est  son  centre  instantané  de  rotation.  Soit  c«) 
la  vitesse  angulaire  dont  il  est  animé  dans  cette  rotation  ins- 
tantanée ;  Cl)  est  supposé  constant.  Désignons  par  r  le  rayon 
OA  du  cercle,  par  -p  la  distance  A  M  du  point  M  au  centre 
instantané  A,  et  par  a  l'angle  MAO.  La  vitesse  v  du  point 
M  est  liée  à  la  vitesse  angulaire  oo  par  la  relation 

V=  P  0). 

Pendant  le  temps  dt,  le  point  M  décrit  un  arc  MM'  égal  à 
ptadt.  En  même  temps  le  point  0  marche  de  ro)rf//  et, 


Fig.  M. 


1 
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comme  le  point  de  contact  A  du  cercle  avec  la  droite  se 
déplace  précisément  de  la  même  quantité  que  le  centre  O  du 
cercle,  il  en  résulte  que  la  distance  A  A'  des  deux  positions 
successives  de  ce  point  de  contact  est  égale  à  rtùdt.  Les 
deux  lignes  MA,  M'A  sont  deux  normales  infiniment  voi- 
sines de  la  trajectoire  du  point  M  ;  donc  leur  point  de  ren- 
contre C  est  le  centre  de  courbure  de  cette  trajectoire.  Si 
Ton  décrit  du  point  C  comme  centre,  avec  C  A  pour  rayon, 
l'arc  de  cercle  infiniment  petit  A  Q,  on  trouvera  le  r^you  de 
courbure  MC,  ou  p,  au  moyen  de  la  proportion  suivante^ 

p  MM'  fJwrff 


p  —  p         A  B        rtù  cosa  dt 
qui  donne 

^        p  —  r  casa 

D'après  cela ,  on  aura  :  1"*  pour  Taccélëration  tangentielle 
du  point  M, 

dt  dt  dt  ' 

T  pour  l'accélération  centripète  du  même  poiqt , 

.  —  =  w*  (p  •—  r  cosa)  =  w*  X  M  D. 

P 

On  en  conclut  facilement  que  Taccélcration  totale  du  poin^ 
M  est  dirigée  suivant  M  0,  et  qu'elle  est  égale  à  w*  x  M  0. 
Ce  résultat  simple  pept  être  obtenu  d'une  autre  niauièrei 
en  observant  que  le  mouvement  du  cercle  qui  roule  équi- 
vaut à  la  coexistence  d'un  mouvement  de  rotation  autour  du 
point  0  avec  la  vitesse  angulaire  o),  et  d'un  mouvement  de 
translation  rectiligne  et  uniforme  de  ce  point  0  parallèle- 
ment à  la  droite  X Y  avec  la  vitesse  r  o).  Ce  dernier  mouve- 
ment étant  considéré  comme  mouvement  d'^ntratpement,  et 
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le  premier  comme  mouvement  relatif,  l'accélération  totale 
du  point  mobile  M  s'obtiendra  par  la  composition  des  accé- 
lérations totales  des  mouvements  composants  (§  79).  Mais 
Taccélération  dans  ce  mouvement  d'entraînement  est  nulle, 
puisqull  est  rectiligne  et  uniforme  :  donc  l'accélération  totale 
dans  le  mouvement  résultant  se  réduit  à  celle  du  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  0.  Or,  cette  accélération  du  point 
M,  dans  sa  rotation  uniforme  autour  du  point  0,  a  pour 
valeur  le  carré  de  sa  vitesse  co  X  0  M ,  divisé  par  le  rayon 
OM  du  cercle  qu'il  décrit  :  donc  elle  est  égale  à  co'  x  OM. 
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DYNAMIQUE 

PRBliÈRIS  PARTIE. 

De  Féifailibre  et  du  monvement  d^iin  point 

matériel* 


CnAPITRË   PREMIER. 

HODE   d'action   et  COMPOSITION   DES   FORCES    APPLIQUÉES 

A   UN   POINT   MATÉRIEL. 


§  82.  Ce  qn'on  entend  par  point  matériel.  —  Quand 
00  parle  du  mouvement  d'un  corps,  il  arrive  très-souvent 
que  Ton  fait  abstraction  des  dimensions  de  ce  corps,  et  qu'on 
l'assimile  à  un  simple  point  dans  lequel  toute  sa  matière  se- 
rait condensée.  C'est  ainsi  que,  quand  on  dit  qu'un  boulet 
lancé  dans  l'espace  décrit  une  ligne  courbe,  on  conçoit  im- 
plicitement que  le  boulet  soit  réduit  a  son  centre  ;  il  en  est 
encore  de  même  de  la  terre  et  des  planètes,  quand  on  dit 
que  ces  corps  décrivent  des  ellipses  autour  du  soleil.  Un  pa- 
reil point,  dans  lequel  on  imagine  que  toute  la  matière  d'un 
corps  soit  condensée,  constitue  ce  que  nous  nommerons  un 
point  matériel.  Il  faut  bien  observer  que  la  petitesse  des 
dimensions  du  coi*ps  n'est  nullement  une  condition  néces- 
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sairc  pour  qu'on  puisse  le  réduire,  par  la  pensive,  à  un  point 
matériel. 

Nous  allons  entrer  dans  Fétude  du  mouvement  des  corps, 
sous  Faction  des  forces  qui  leur  sont  appliquées,  eu  les  sup- 
posant d'abord  réduits  à  de  simples  points  matériels;  c'est- 
à-dire  que  nous  commencerons  par  faire  abstraction  de  leurs 
dimensions.  Ensuite,  lorsque  nous  aurons  acquis  des  notions 
nettes  (ît  précises  sur  la  question  du  mouvement  ainsi  sim- 
plifiée, nous  reviendrons  à  la  réalité,  en  considérant  les 
coiT)s  tels  qu'ils  existent  dans  la  nature. 

Nous  retrouverons  encore  plusieui'S  fois,  dans  la  suite, 
celte  manière  do  procéder,  qui  consiste  à' faire  abstraction 
tout  d'abord  d'une  partie  des  circonstances  qui  compliquent 
les  questions  doni  ou  s'occupe,  et  à  les  ramener  ainsi  à  nu 
cerlain  état  de  simplicité  idéale,  pour  les  aborder  ensuite 
dans  loule  leur  réaliti'.  Otte  marche  est  indispensable  pour 
que  nous  puissions  attaquer  la  question  si  complexe  du  mou- 
vement des  cori)s  naturels  et  arriver  à  la  connaissance  des 
lois  d'après  lesquelles  ce  mouvement  s'effectue. 

§  83.  Premier  principe.  — Inertie  4e  la  matière. — Les 
lois  de  la  dynamique  n'ont  pu  être  établies  qu'en  partant  d'un 
cerlain  nombre  de  ;>rf/icfp^*,  ou  vérités  fondamentales,  dont 
la  connaissance  a  été  puisée  dans  l'observation  des  faits.  Ces 
principes,  qui  sont  au  nombre  de  quatre,  et  que  nous  énon- 
cerons successivement  dans  ce  chapitre,  ne  sont  pas  d'une 
évidence  absolue  ;  il  a  fallu  des  hommes  de  génie  pour  les 
démêler  dans  les  phénomènes  qui  s'accomplissent  sur  la  terre 
et  dans  l'univers.  Aussi  la  vérité  de  ces  principes  ne  peut-elle 
pas  être  reconnue  d'une  manière  complète  à  priori;  on  ne 
peut  que  faire  concevoir  leur  existence,  au  moyen  de  certains 
exemples  de  phénomènes  dans  lesquels  chacun  d'eux  se  ma- 
nifeste d'une  manière  spéciale.  Mais  leur  exactitude  est  ren- 
due incontestable  par  l'exactitude  des  conséquences  qu'on 
en  déduit  au  moyen  d'une  suite  de  raisonnements  rigoureux. 
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La  plus  grande  preuve  de  cette  exactitude  se  trouve  dans 
raccord  des  mouvements  des  corps  célestes  avec  les  lois 
théoriques  de  ces  mouvements,  obtenues  en  se  fondant  sur 
les  principes  dont  il  s'agit. 

Le  premier  principe  dont  nous  parlerons  est  celui  qui  est 
connu  sous  le  nom  de  Principe  de  V inertie  de  la  matière. 
En  voici  renoncé  : 

Ln  point  tnatériel  ne  peut  passer  de  hii-même  de  l'é- 
tat de  repos  à  Vétat  de  mouvement,.  Une  fois  en  mouve- 
ment, il  ne  peut  ?nodifier  de  lui-même  son  état  de  mou- 
vement; en  sorte  que,  si  aucune  cause  extérieure  n  agit 
sur  lui,  sa  vitesse  se7'a  constamment  la  même  en  gran- 
deur et  en  direction ,  c'est-à-dire  que  son  mou  rement 
sera  rectiligne  et  unifortne. 

^  84.  Foree«i.  —  Pour  qu'un  point  malériol  passe  de  1'*'»- 
tal  de  repos  à  Tétat  de  mouvement,  il  faut  qu'il  soit  soumis 
a  luction  d'uu(î  certaine  clause.  Pour  qu'un  point  mal<''riel, 
dt-jà  en  mouvemeut,  ne  continue  pas  à  se  mouvoir  uniformé- 
ment et  en  ligne  droite,  il  faut  également  qu'il  soit  soumis  à 
Faction  d'une  certaine  cause  qui  modifie  les  circonstances 
de  son  mouvement.  Cette  cause  de  mouvement  ou  de  modi- 
fication de  mouvement,  quelle  qu'elle  soit ,  on  la  nomme 
force. 

Les  mouvements  que  nous  observons  autour  de  nous,  sur 
la  terre,  nous  manifestent  l'existence  de  diverses  espèces  de 
forces.  La  chute  des  corps  que  l'on  abandonne  à  eux-mêmes, 
à  une  certaine  distance  au-dessus  de  la  surface  du  sol,  est 
due  à  laction  d'une  force  qu'on  nomme  la  pesanteur.  Lors- 
qu'on déforme  une  lame  d'acier,  et  qu'ensuite  on  l'abondonne 
à  elle-même,  ses  diverses  parties  prennent  un  mouvement 
de  vibration,  qui  est  produit  par  l'action  de  ce  qu'on  nomme 
les  forces  moléculaires.  Les  mouvements  des  corps  élec- 
trisés  ou  aimantés,  qui  s'approchent  ou  s'éloignent  les  uns 
des  autres,  sont  le  résultat  de  l'action  de  certiiines  forces 
8. 
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d'une  nature  particulière,  qu'on  nomme  farces  électrique», 
force»  magnétiques.  Les  êtres  animés^  par  la  contraction 
de  leui*s  muscles,  peuvent  exercer  une  action  sur  les  corps 
qu'ils  touchent,  de  manière  à  les  mettre  en  mouvement  ou  à 
modifier  le  mouvement  qu'ils  possèdent  déjà. 

Une  force  appliquée  a  un  point  matériel  ne  détermine  pas 
toujours  le  mouvement  de  ce  point.  Si  un  obstacle  s'oppose 
à  ce  mouvement,  la  force  donne  lieu  à  nm^  pression  ou  à  une 
tension.  L'action  de  la  pesanteur  sur  un  coips  qui  repose 
sur  une  table  détermine  une  pression  exercée  sur  la  table  ; 
si  le  corps  est  suspendu  à  une  corde  dont  l'extrémité  supé- 
rieure est  fixe,  cette  action  de  la  pesanteur  détermine  une 
tension  de  la  corde.  Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire 
comprendre  en  général  ce  qu'on  entend  par  la  pression  ou  la 
tension  résulUmt  de  l'action  d'une  force  sur  un  point  maté- 
riel qui  ne  peut  pas  céder  à  cette  action. 

§  85.  Poids  des  corps.  —  Loi^squ'un  corps  n'est  soumis 
qu'à  l'action  de  la  pesanteur,  et  qu'un  obstacle  l'empêche  de 
tomber  sous  celle  action,  la  pression  ou  la  tension  qui  en  ré- 
sulte se  nomme  le  poids  du  coi*ps.  Le  poids  d'un  corps  pro- 
duit toujoui*s  une  déformation  de  l'obstiicle  qui  s'oppose  à  la 
chute  du  corps;  celte  déformation,  qui  est  souvent  insensible 
à  l'œil,  est  quelquefois  au  contraire  extrêmement  marquée, 
comme  par  exemple  dans  le  cas  où  le  corps  est  suspendu  à 
un  appareil  formé  de  lames  de  ressort  présentant  une  cer- 
taine flexibilité.  On  comprend  que  la  grandeur  de  la  défor- 
mation produite  par  le  poids  d'un  corps,  dans  un  appareil  do 
ce  genre,  peut  servir  à  constater  l'énergie  de  ce  poids. 

On  dit  que  les  poids  de  deux  corps  sont  égaux,  loi'sque  ces 
deux  corps,  suspendus  successivement  à  un  même  appareil  à 
ressort,  le  font  fléchir  d'une  même  quantité.  Deux  corps  de 
même  poids  étant  réunis  ensemble  pour  ne  former  qu'un  seul 
corps,  on  dit  que  le  poids  de  ce  corps  unique  est  double  de 
chacun  des  deux  poids  primitifs.  De  même,  en  réunissant  en- 
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semble  trois,  quatre,  cinq, corps  de  même  poids,  on  a 

un  corps  unique  dont  le  poids  est  triple,  quadruple,  quintu- 
ple,.... de  chacun  des  premiers. 

On  conçoit  d*après  cela  qu'il  suffit  de  choisir  à  volonté  un 
corps  A,  dont  on  prendra  le  poids  pour  unité,  pour  pouvoir 
évaluer  en  nombre  le  poids  d'un  corps  quelconque  B.  Car, 
au  moyen  de  l'appareil  à  ressort,  on  pourra  se  procurer  au- 
tant de  corps  que  l'on  voudra  ayant  tous  même  poids  que  le 
corps  A  ;  puis  on  pourra  chercher  combien  on  doit  suspendre 
de  ces  corps  ensemble  au  même  appareil  a  ressort,  pour  dé- 
terminer la  même  déformation  que  le  corps  B  suspendu  seul 
à  cet  appareil  :  le  poids  du  corps  B  sera  représenté  par  le 
nombre  de  ces  corps  que  Ton  aura  dû  suspendre  ensemble 
pour  produire  sur  l'appareil  a  ressort  le  même  effet  que  le 
corps  B  seul. 

On  a  adopté  en  France,  pour  unité  de  poids,  le  poids  d'un 
centimètre  cube  d'eau  pure,  prise  à  la  température  de  4°,1  ; 
et  on  lui  a  donné  le  nom  de  gramme.  On  se  sert  souvent 
aussi  d'une  autre  unité  de  poids,  le  kilogramme,  qui  vaut 
mille  grammes,  et  qui  est  par  conséquent  le  poids  d'un  litre 
d'eau  pure,  prise  à  la  température  de  /i",l.  Le  poids  d'un 
corps  quelconque  peut  s'évaluer  en  grammes  ou  eu  kilo- 
grammes,  par  le  moyen  qui  vient  d'être  indiqué. 

§  86.  Evaluation  des  forces  en  nombre».  —  Il  est  na- 
turel de  prendre  le  poids  d'un  corps  pour  mesure  de  l'inten- 
sité  de  la  force  qui  tend  à  faire  tomber  ce  corps.  La  force 
de  la  pesanteur  agissant  sur  un  corps  sera  donc  n^présentée 
par  un  certain  nombre  de  grammes  ou  de  kilogrammes. 

Une  force  quelconque  étant  appliquée  à  un  point  matériel, 
et  tendant  à  le  mettre  en  mouvement,  on  conçoit  qu'on  peut 
s'opposer  au  mouvement  du  point  en  l'attachant  à  un  appa- 
reil à  ressort;  cet  appareil  éprouvera  une  tension  qui  le  fera 
fléchir  d'une  certaine  quantité.  La  force  que  l'on  considère 
poun*a  être  regardée  comme  égale  à  l'actiou  de  la  pesant(uir 
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sur  le  coi^ps  qui,  étant  suspciidu  à  l'appareil  à  ressort,  le 
fléchirait  exactement  de  la  même  quantité  :  le  poids  de  ce 
corps  sei*vira  donc  de  mesure  à  la  force.  Ainsi,  nue  force 
quelconque  peut  toujours  être  mesurée  par  un  poids,  et  en 
conséquence  évaluée  en  nombre  au  moyen  de  l'unité  de  poids. 
Le  plus  habituellement,  c'est  en  kilogrammes  que  l'on  évalue 
les  intensités  des  forces. 

Un  appareil  à  ressort,  destiné  à  comparer  l'intensité  d'une 
force  à  celle  de  l'action  de  la  pesanteur  sur  un  corps,  par  la 
déformation  que  ces  forces  lui  font  éprouver,  se  nomme  eu 
g(''néi'al  un  dijnamoniètre.  Il  en  existe  de  diverses  formes. 
Nous  ne  les  décrirons  pas  ici.  Xous  nous  contenterons  d'a- 
voir expliqué  le  principe  de  Teur  emploi,  en  ajoutant  seule- 
ment qu'au  moyen  d'une  gradation  qu'on  leur  adapte  ordi- 
nairement, on  reconnaît  de  suite  quelle  est  la  valeur  numé- 
rique d'une  forc<»,  d'après  la  grandeur  de  la  défonnation  que 
c(;tte  force  a  occasionnée. 

L'observation  indiquant  que  l'intensité  de  la  pesanteur  va- 
rie d'un  point  à  un  autre  de  la  surface  de  la  terre,  le  poids 
d'un  litre  d'eau  pure  n'est  pas  le  môme  partout  :  ce  poids  fe- 
rait inégalement  fléchir  un  même  dynamomètre  auquel  on  le 
suspendrait,  si  l'on  faisait  successivement  rexpériencc  dans 
divers  lieux.  Pour  que  le  kilogramme,  que  nous  prenons 
pour  unité  de  force,  soit  complètement  défini,  il  est  nécessaire 
d'ajouter  dans  quel  lieu  on  en  détermine  la  valeur  ;  on  peut 
dire,  par  ex(»mple,  que  le  kilogramme  est  le  poids  d'un  litre 
d'eau  pure,  à  Paris,  cette  eau  étant  prise  à  la  température 
de  /i**,! .  Un  dynamomètre,  gradué  à  Paris,  de  manière  à  faire 
connaître  immédiatement  la  valeur  d'une  force  en  kilogram- 
mes, pourra  ensuite  être  employé  dans  un  lieu  quelconque, 
sans  que  l'unité  de  sa  graduation  cesse  d'être  exactement  la 
même.  On  peut  ajouter  cependant  que,  dans  les  applications 
de  la  mécanique  aux  machines,  on  n'a  pas  besoin  de  se  préoc- 
cuper  de  ce  que  le  kilogramme  n'aurait  pas  la  même  valeur, 
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buivuut (iiruu  le  déUTiniiK'rallcu  un  lieu  ou  eu  uu  autre;  la 
différence  est  trop  faibl(»  pour qu  elle  puisse  avoir  la  moindre 
împorlanee  dans  ce  <'as. 

5  87.  Direction  et  «ens  «i^une  force.  —  Lorsqu'uue 
foire  agit  sur  un  point  matériel,  ou  peut  concevoir  que  l'on 
luaiiitieiine  ce  point  en  repos  pendant  (pielque  temps,  puis 
quou  fabaudonne,  en  lui  laissant  la  libellé  de  se  mettre  en 
mouvement  sous  Faction  de  la  force,  sans  qu'aucun  obstacle 
le  gène  dans  ce  mouvement  :  la  direction  suivant  laquelle 
ij  counnencera  à  se  dé»placer  est  ce  qu'on  nonnne  la  direction 
de  la  farce  à  laquelle  il  est  soumis.  On  regarde  également  la 
force  comme  agissant  dans  le  sens  dans  lequel  le  point  ma- 
tériel se  déplacera  suivant  cette  direction. 

§.  88.  DEUXIÈME  PiuxcirE.  —  Egalité  de  l'action  et  de 
la  réaction.  —  Après  avoir  établi,  dans  ce  qui  précède,  des  * 
notions  générales  sur  riulensité,  la  direction,  et  le  sens  d'une 
force,  nous  sommes  en  mesure  d'énoncer  un  deuxième  [H'in- 
cipe  de  la  dynamique,  qui  est  connu  sous  le  nom  d(^  Prin- 
cipe de  Vèijalité de  l'action  et  de  la  reaction.  Voici  en 
quoi  il  consiste  : 

Toute  force,  appliquée  à  un  point  matériel  A,  émane 
d'un  autre  point  matériel  B  aitué  à  une  distance  quel- 
conque  du  premier;  en  même  temps,  le  point  B  est  sou- 
mis à  l'action  d'une  autre  force  émanant  du  point  A. 
Ce$  deux  force»  {action  et  réaction^  sont  égales  entre 
elles,  dirigées  suivant  la  droite  k\S,  et  en  sens  contraire 
Vu  ne  de  Vautre. 

L'opposition  de  sens  des  deux  forces  auxquelles  les  deux 
points  nuilé'riels  A,B  sont  soumis,  ne  suppose  ri(în  sur  le  sens 
de  chacun(î  d'elles  prise  isolément.  11  peut  se  faire  que  la 
force  qui  agit  sur  le  point  A  tend(î  à  hî  rappro(;lier  du  point 
B;  et  alors  la  force  qui  agit  sur  le  point  B  tend  également  à 
le  rapprocher  du  point  A  :  dans  ce  cas,  les  deux  forces  sont 
dites  attractives.  Si  les  deux  forces  agissent  au  contraire  en 
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tendant  à  éloigner  les  deux  points  A  et  B  l*un  de  Tautrc,  on 
dit  qu'elles  sont  répulsives. 

§  89.  Troisième  principe.  —  Indépendanee  de  l'effet 
d'nne  force  et  du  mouvement  antérienrement  aeqais 
par  le  point  matériel  sur  ieqnel  elle  agit.  —  Après  avoir 
été  conduits  à  la  définition  des  forces  par  le  premier  prin- 
cipe que  nous  avons  énoncé  (§  83),  et  avoir  établi  par  le 
second  principe  (§  88)  la  manière  dont  elles  existent  dans 
la  nature,  il  nous  reste  à  poser  les  bases  de  leur  mode  d'ac- 
tion pour  produire  le  mouvement  des  corps  auxquels  elles 
sont  appliquées  :  tel  est  l'objet  des  deux  autres  principes 
que  nous  avons  encore  à  énoncer.  Le  premier  des  deux  con- 
siste en  ce  que  : 

L'effet  produit  par  une  force  sur  un  point  inatériel  est 
indépendant  du  mouvemefit  antérieurement  acquis  par 
ce  point. 

Pour  bien  comprendre  la  signification  de  ce  principe,  il 
faut  concevoir  que  l'on  rapporte  les  positions  successives  du 
point  matériel  dont  on  s'occupe,  à  un  système  d'axes  anime 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  dans 
lequel  la  vitesse  ait  la  même  grandeur  et  la  même  direction 
que  la  vitesse  du  point  matériel  à  un  instant  quelconque  de 
son  mouvement.  Si,  à  partir  de  cet  instant,  le  point  matériel 
n'était  soumis  à  l'action  d'aucune  force ,  son  mouvement 
serait  rectiligne  et  uniforme,  en  vertu  du  principe  de  Tincr- 
lie;  et  en  conséquence,  il  conser\'crait  toujoui'S  la  même  po- 
sition par  rapport  aux  axes  mobiles  dont  on  vient  de  parler. 
Le  nouveau  principe  qui  vient  d'être  énoncé  signifie  que,  sous 
l'action  de  la  force  qui  lui  est  appliquée,  le  point  matériel 
prend,  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  ù  partir  du  même 
instant,  un  mouvement  qui  est  exactement  le  même  que  le 
mouvement  absolu  que  cette  force  lui  communiquerait  s'il 
partait  du  repos;  en  sorte  qu'il  suffira  décomposer  ce  mou- 
vement du  point  par  rapport  aux  axes  mobiles,  avec  le  mou- 
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Tement  des  axes  eux-mêmes ,  pour  avoir  le  mouvement  ab- 
solu du  point  matériel  dans  l'espace. 

§  90.  Monvement  d'un  point  matériel  soumis  à 
Taelion  d*nne  forée  de  grandeur  et  de  direction  eons- 
UiBtes.  —  Le  principe  de  rindépendance  de  Teffet  d'une 
force  et  du  mouvement  antérieurement  acquis  par  le  point 
matériel  sur  lequel  elle  agit,  va  nous  permettre  de  détermi- 
ner immédiatement  le  mouvement  que  prend  un  point  ma- 
tériel sous  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction.  Considérons  d'abord  le  cas  oit  le  point  matériel  se 
met  en  mouvement,  sous  l'action  de  cette  force,  sans  avoir 
reçu  de  vites^  initiale. 

Pour  faciliter  la  recherche  du  mouvement  produit  par  la 
force ,  concevons  que  le  temps  pendant  lequel  nous  voulons 
étudier  son  action  soit  divisé  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales;  et  supposons  que  la  force,  au  lieu  d'agir 
d'une  manière  continue,  n'agisse  que  par  intermittence,  au 
commencement  de  chacun  des  intervalles  de  temps  partiels 
dont  nous  venons  de  parler.  Entre  deux  actions  consécu- 
tives de  cette  force ,  le  point  matériel  aura  nécessairement 
un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  ;  et  c'est  la  succession 
des  mouvements  de  ce  genre  qu'il  possédera  après  chacune 
des  actions  instantanées  de  la  force ,  qui  constituera  son 
mouvement  pendant  un  temps  quelconque.  Après  la  pre- 
mière de  ces  actions  successives  de  la  force ,  le  point  maté- 
riel est  animé  d'une  certaine  vitesse,  dont  la  direction  et  le 
sens  sont  précisément  la  direction  et  le  sens  de  la  force  elle- 
même  (§  87).  Pour  avoir  la  vitesse  dont  le  point  est  animé 
après  la  seconde  action  de  Ja  force ,  il  faut  composer  la  vi- 
tesse qu'il  possédait  après  la  première  action ,  avec  une  vi- 
tesse de  même  grandeur,  de  même  direction  et  de  même 
sens,  produite  par  la  nouvelle  action  qu'il  a  éprouvée  de  la 
part  de  la  force  :  la  résultante  de  ces  deux  vitesses  sera 
double  de  chacune  d'elles,  et  elle  aura  la  même  direction  et 
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leiiirme  sens  que  les  composâmes.  On  verra  cUî  même  que, 
après  une  troisième  action  de  la  force,  la  vitesse  du  point 
matériel  aura  encore  la  même  direction  et  le  même  sens 
qu'avant  cette  action,  et  que  cette  vitesse  sera  triple  de  celle 
dont  il  était  animé  après  la  première  action  de  la  force  ;  et 
ainsi  de  suite.  Le  mouvement  du  point,  i)endant  un  temps 
quelconque ,  s'effectuera  donc  le  long  d'une  ligne  droite  de 
même  direction  que  la  force,  et  dans  le  sens  dans  lequel  elle 
agit;  et  la  vitesse  doutée  point  sera  animé  à  un  instant  quel- 
conque sera  proportionnelle  au  nombre  total  des  actions 
qu'il  aura  éprouvées  de  la  part  de  la  force  avant  cet  instant. 

Si  l'on  conçoit  que  les  inteiTalles  de  tenqis  égaux  compris 
entre  les  actions  successives  de  la  force  deviennent  de  plus 
en  plus  petits,  on  se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  cas  où 
la  force  agirait  d'une  manière  continue,  et  le  mouvement 
qui  se  produirait  dans  ce  cas  est  évidemment  la  limite  vei-s 
laquelle  tend  le  mouvement  que  nous  venons  d'obtenir, 
lorsque  ces  intervalles  Ù2  temps  sont  supposés  décroître  in- 
défminuMit  jusqu'à  deverir  nuls.  Il  résulte  de  là  que,  si  un 
point  matériel ,  primitivement  en  repos,  est  mis  en  mouve- 
ment par  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction,  la  trajectoire  du  noint  sera  une  ligne  droite  de 
même  direction  que  la  force ,  et  sa  vitesse  croîtra  propor- 
tionnellement au  temps  compté  à  partir  du  conmiencenu^nt 
du  mouvement;  en  un  mot,  ce  mouvement  sera  reciilif/ftc 
et  unif(ynnénient  accéléré  (^%  11). 

Désignons  par  y  l'accélération  de  ce  mouvement  (S  6i)), 
par  /  le  tenqis  compté  à  partir  de  l'instant  où  le  point  mat('r- 
riel  se  met  en  mouvement ,  et  par  x  la  distance  comprise 
entre  son  point  de  départ  et  la  position  qu'il  occiq)e  à  la  (in 
du  temps  t,  L'é(|uation  du  mouvement  sera  simplement 

dx 
car  ^  et  -^  doivent  être  nuls  tous  deux  pour  t^o. 
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On  trouvo  un  exemple  dv.  ce  niouvenienl  dans  la  ehiitc  des 
ror|)$  i>(*$;iiils  qu*on  laisse  toni}3er  librement  dans  le  vide , 
sans  vitesse  initiale.  L'aceéléi*ation  étant  désignée  par  g, 
dans  ce  ras,  ou  a  pour  Téquation  du  mouvement 

LVxp<'M*ieiicc  montre  que  ce  mouvement  s'eiïectue  bien  sui- 
vant la  loi  indiquée  par  la  théorie.  A  Paris,  Taccélération  g 
a  pour  valeur 

g  =  <),S088, 

le  mèlre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde  de 
temps  moyen  ponr  unité  de  temps.  Dans  ce  mouvement,  la 
vitesse  r,  a  un  instant  quelconque,  a  pour  valeur 

v=yt; 

et  si  Ton  élimiue  /  entr*e  cette  équation  et  la  pi*écédenle,  ou 
trouve 

relation  qui  permet  de  calctder  la  vitesse  Vj  connaissant  la 
liauumr  de  chute  x,  ou  iuvcrsement 

^  91.  Supposons  maintenant  que  le  point  matériel  se  mette 
en  mouvement  avec  une  certaine  vitesse  initiale  ?*„  de  même 
din»clion  que  la  force  qui  lui  est  appliquée.  Si  celte  vitesse 
iuitiale  r»  est  de  même  sens  que  la  force,  on  obtiendra  le 
mouvement  du  point  matériel  eu  composant  le  mouvement 
rectiligne  et  uuiforme  dont  Téquation  est 

avec  nu  mouvement  rectiligne  uniformément  accéléré,  de 
même  direction  et  de  même  sens  que  le  précédent ,  ayaut 
pour  équation 

x=ijt\ 
Le  mouvement  résultant  sera  rectiligne  \  sa  direction  sera 
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la  même  que  celle  de  chacun  des  mouvements  composanlSi 
et  sou  équation  sera 

Le  mouvement  d'un  point  matériel ,  soumis  à  Faction  d*une 
force  constante  en  grandeur  et  en  direction ,  et  animé  d*une 
vitesse  initiale  de  même  direction  et  de  même  sens  que  la 
force,  est  donc  encore  un  mouvement  rectiligne  uniformé- 
ment accéléré.  La  vitesse,  qui  a  pour  valeur 

est  toujours  dirigée  dans  le  même  sens,  et  va  constamment 
en  croissant.  ^ 

Si  la  vitesse  initiale  Vo  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
force,  on  trouvera  facilement,  en  opérant  comme  nous  ve- 
nons de  le  faire ,  que  le  mouvement  du  point  matériel  est 
encore  rectiligne,  et  que  sa  distance  x  à  son  point  de  dopait, 
comptée  dans  le  sens  de  la  vitesse  Vo,  est  fournie  par  Téqua- 
tion 

a?  =  tj„t  —  *^jt^. 

La  vitesse,  a  un  instant  quelconque,  a  pour  valeur 

v^Vo—jt. 

Elle  est  d'abord  positive,  et  va  en  décroissant,  jusqu'à  de- 
venir nulle  pour 

.; 

puis  elle  devient  négative ,  et  augmente  dès  lors  indéfini- 
ment. Le  mouvement  est  don<:  d'abord  dirigé  dans  le  sens 
de  la  vilesse  initiale  r»;  il  se  ralentit  de  plus  en  plus  ;  puis 
il  change  de  sens,  et,  à  partir  de  là,  il  s'accélère  constam- 
ment. Ce  mouvement  est  uniformément  varié  ;  pendant  (|ueN 
que  temps  il  est  uniformément  retardé,  puis  il  devient  uni- 
formément accéléré,  en  changeant  de  sens. 
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Un  corps  pesant,  lancé  verticalement,  de  haut  en  bas  ou 
de  bas  en  haut,  se  meut  conformément  à  ce  qui  vient  d*étre 
dit  ;  Faccélération  g  de  son  mouvement  est  la  môme  que  s'il 
n*avait  pas  reçu  de  vitesse  initiale  (§  90).  S*il  est  lancé  de 
bas  en  haut  avec  une  vitesse  t'o,  il  monte  jusqu'à  ce  que  le 

V 

temps  /  soit  égal  à  — .  En  substituant  cette  valeur  de  /  dans 

0 

rëquation  du  mouvement,  qui  est 

on  trouve  pour  la  hauteur  à  laquelle  il  s'élève 


Vc 


X  = 


^9 


On  voit  que  cette  hauteur  est  précisément  celle  dont  il 
devrait  tomber  sans  vitesse  initiale,  pour  acquérir  la  vi- 
tesse To  (§  90). 

X  §  92.  Considérons  enfin  le 
cas  où  le  point  matériel  se  met 
en  mouvement,  avec  une  vitesse 
Initiale  dirigée  d'une  manière 
quelconque  relativement  ù  la 
direction  de  la  force  qui  agit 
sur  lui.  Soit  0,  fig.  51,  le  point 
de  départ  du  mobile,  OA  la 
direction  de  sa  vitesse  initiale 
que  nous  désignerons  toujours 
par  ??o,  et  OB  une  ligne  à  la- 
quelle la  direction  de  la  force* 
reste  constamment  parallèle. 
D'après  le  principe  du  §  89, 
nous  trouverons  le  mouvement 
qui  se  produit  dans  ces  circonstances,  en  supposant  que  le 
mobile  prenne  sur  la  ligne  0  B  le  mouvement  que  la  force 
lui  communiquerait  s'il  n'avait  pas  de  vitesse  initiale ,  et 


Fig.  51. 
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Fi  désignant  une  certaine  force  qui  sert  de  commune  mesure 
aux  forces  F,  F'.  D'après  la  manière  dont  les  poids,  et  par 
suite  les  forces,  sont  évalues  en  nombres  (§§  85  et  86),  il 
est  clair  que  la  force  F,  agissant  sur  le  point  matériel  dont 
on  s'occupe,  équivaut  à  Tensemble  de  n  forces  égales  à  Fi, 
agissant  toutes  en  môme  temps  sur  ce  point  matériel,  dans  la 
même  direction  et  dans  le  même  sens  que  la  force  F.  Soîl/i, 
l'accélération  du  mouvement  que  chacune  des  forces  Fi  agis- 
sant seule ,  communiquerait  au  même  point  matériel.  Le 
mouvement  que  ce  point  prendra  sous  Faction  simultanée 
des  n  forces  Fi  de  même  direction  et  de  même  sens,  s'obtien- 
dra parla  composition  des  divers  mouvements  rectilignes  et 
uniformément  accélérés  que  chacune  d'elle  lui  donnerait  sé- 
parément (§  93)  ;  et  l'accélération,  dans  le  mouvement  ré- 
sultant, sera  la  résultante  des  accélérations  dans  les  mouve- 
ments  composants  (§  79)  :  donc  l'accélération;,  produite  par 
l'action  de  la  force  F  équivalente  à  l'ensemble  des  n  for- 
ces Fi,  sera  égale  à  w/i.  On  verra  de  même  que  l'accéléra- 
tion y,  produite  par  l'action  de  la  force  F'  sur  le  même  point 
matériel,  est  égale  à  n'ji  j  puisque  cette  force  F'  est  équiva- 
lente à  l'ensemble  den'  forces  égales  à  Fi  et  agissant  toutes 
dans  la  même  direction  et  dans  le  même  sens  qu'elle.  Les 
deux  égalités 

montrent  que  les  accélérations  y,  j'  sont  entre  elles  dans  le 
même  rapport  que  les  nombres  n,rî  ;  et  par  conséquent 
aussi  dans  le  même  rapport  que  les  forces  F,  F'. 

§  9ô.  Lorsqu'une  force  de  grandeur  et  de  direction  cons- 
tantes agit  sur  un  point  matériel  qui  est  déjà  animé  d*unc 
certaine  vitesse,  le  mouvement  de  ce  point  s'obtient  par  la 
composition  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme  correspon- 
dant à  sa  vitesse  initiale,  avec  le  mouvement  rectiligne  uni- 
formément accéléré  que  la  force  lui  communiquerait  s'il  par- 
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tai(  du  repos  (§§  91  et  92).  Or,  raccélération  dans  le  mou- 

TemeDt  résultant  est  la  résultante  des  accélérations  dans  les 

mouvements  composants  (§  79);  et  Taccéléraiion,  dans  un 

iDouvement  reciîligiie  et  uniforme,  est  égale  à  zéro  :  donc 

raccélération,  dans  le  mouvement  rectiligne  ou  parabolique 

qu*un  point  matériel  animé  d*une  vitesse  initiale  prend  sous 

Faction  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction, 

est  exactement  la  même  que  celle  que  lui  communiquerait 

la  force,  si  sa  vitesse  initiale  était  nulle.  Il  résulte  de  là  que 

deux  forces  de  grandeui*s  et  de  directions  constantes,  que 

Ton  fait  agir  séparément  sur  un  même  point  matériel,  sont 

entre  elles  comme  les  accélérations  qu'elles  communiquent 

à  ce  point,  quelle  que  soit  la  vitesse  qu'il  possède  à  Tinstant 

où  chacune  des  forces  commence  à  agir  sur  lui. 

Lorsqu'un  point  matériel  est  soumis  a  Taction  d'une  force 
qui  ne  satisfait  pas  à  la  double  condition  d'avoir  à  la  fois  une 
grandeur  et  une  direction  constantes,  l'accélération  totale  de 
ce  point,  correspondant  à  un  instant  quelconque  de  son 
mouvement,  n'est  autre  chose  que  l'accélération  que  cette 
force  lui  communiquerait,  si,  à  partir  de  cet  instant,  elle 
conservait  constamment  la  même  grandeur  et  la  même  di- 
reciion.  Car  cette  accélération  totale  se  déduit  des  circons- 
tances que  présente  le  mouvement,  pendant  un  intervalle  de 
temps  infiniment  petit;  et  le  mouvement  qui  a  lieu  pendant 
ce  temps  peut  être  regardé  comme  un  élément  du  mouvement 
que  le  point  matériel  prendrait,  si  la  grandeur  et  la  direction 
delà  force  cessaient  de  varier  à  partir  du  commencement  de 
cet  intervalle  de  temps.  D'après  cela,  on  peut  dire  que,  si 
Ton  considère  le  mouvement  qu'un  point  matériel  prend  sous 
l'action  d'une  force  quelconque,  et  qu'on  le  compare  au  mou- 
vement que  le  même  point  matériel  prend  sous  l'action  d'une 
autre  force  aussi  quelconque,  les  intensités  de  c^.*s  deux 
forces,  prises  chacune  à  un  instant  déterminé,  sont  entre 
elles  comme  les  accélérations  totales  correspondant  aux 
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mêmes  instants,  dans  les  mouvements  qu'elles  produisent. 
Les  directions  des  deux  forces  sont  d'ailleurs  évidemment  les 
mêmes  que  celles  de  ces  accélérations  totales. 

§  96.  Définition  de  la  masse  d'un  point  matériel.  — 
Les  corps,  que  nous  supposons  toujours  réduits  à  de  simples 
points  matériels,  ne  doivent  pas  être  regardés  comme  Iden- 
tiques les  uns  avec  les  autres,  au  point  de  vue  des  effets  qu'ils 
éprouvent  de  la  part  des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Une 
même  force,  agissant  successivement  sur  différents  points 
matériels,  ne  leur  communiquera  pas  à  tous  une  même  accé- 
lération. Il  existe  donc  dans  les  corps  une  certaine  qualité, 
d'après  laquelle  ils  cèdent  plus  ou  moins  facilement  à  l'action 
des  forces,  et  dont  on  reconnaît  l'existence  par  l'accélération 
plus  ou  moins  grande  qu'ils  éprouvent  de  la  part  d'une  même 
force  :  cette  qualité,  par  laquelle  les  corps  diffèrent  les  uns 
des  autres,  sous  ce  point  de  vue,  est  désignée  sous  le  nom 
de  masse. 

On  dit  que  deux  points  matériels  ont  même  masse,  lorsque, 
étant  soumis  à  l'action  d'une  même  force,  ils  en  reçoivent 
une  même  accélération.  Un  point  matériel,  formé  par  la 
réunion  de  deux  points  matériels  de  même  masse ,  est  dit 
avoir  une  masse  double  de  celle  de  chacun  d'eux.  De  même, 
en  réunissant  trois,  quatre,  cinq,...  points  matériels  dont  les 
masses  sont  égales,  on  forme  un  point  matériel  dont  la  masse 

est  triple,  quadruple,  quintuple,  de  celle  de  chacun 

des  points  matériels  composants.  On  conçoit  par  là  comment 
la  masse  d'un  point  matériel  pourra  être  évaluée  en  nombre, 
quand  on  aura  choisi  arbitrairement  un  corps  dont  la  masse 
sera  prise  pour  unité  de  masse.  Il  suffira  de  suivre  une 
marche  analogue  à  celle  qui  a  déjà  été  indiquée  pour  éva- 
luer en  nombre  le  poids  d'un  corps  quelconque  (§  85). 

§  97.  Proportionnalité  des  forées  avx  masses  des 
points  matériels  auxquels  elles  donnent  nne  même 
aeeélération.  —  Soient  F,  F',  deux  forces  qui ,  en  agissant 
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sur  deux  points  matériels  de  masses  m,  m' y  leur  communi- 
quent une  même  accélération.  Supposons  que  les  forces  F,  F' 
soient  entre  elles  dans  le  rapport  des  nombres  entiers  n,n', 
en  sorte  qu'on  ait 


F=nF,  ,  F  =  n'F 


i> 


et  considérons  les  deux  points  matériels  comme  résultant,  le 
premier  de  la  réunion  de  n  points  matériels  ayant  tous 
même  masse  nti,  le  second  de  la  réunion  de  n!  points  ma* 
tériels  ayant  tous  pour  masse  m\,  ce  qui  fait  qu'on  aura 

Si  la  force  Fi  agissait,  sans  changer  de  grandeur  ni  de  di- 
rection, sur  un  point  matériel  de  masse  mi  partant  du  repos, 
elle  lui  donnerait  un  mouvement  rectiligne  uniformément 
accéléré,  dans  lequel  l'accélération  aurait  une  certaine  va- 
leur dépendant  de  l'intensité  de  la  force  Fi  et  de  la  grandeur 
de  la  masse  mj.  Concevons  que  n  points  matériels,  ayant 
tous  la  même  masse  nti ,  se  trouvent  à  côté  les  uns  des  autres, 
et  qu'ils  se  mettent  tous  en  mouvement  à  un  même  instant, 
sous  l'action  de  forces  appliquées  à  chacun  d'eux  ;  si  ces 
forces  sont  toutes  égales  à  Fi,  et  agissent  toutes  suivant  la 
même  direction  et  dans  le  même  sens,  les  n  points  maté- 
riels prendront  tous  le  même  mouvement  rectiligne  et  uni- 
formément accéléré,  suivant  la  même  direction,  et,  en  con- 
séquence ,  ils  ne  cesseront  pas  de  se  trouver  à  côté  les  uns 
des  autres,  comme  avant  leur  départ.  On  comprend  d'après 
cela  que  rien  ne  changera  dans  le  mouvement  de  l'ensemble 
de  ces  points  matériels,  si  on  les  suppose  liés  entre  eux  de 
manière  à  ne  pouvoir  se  séparer  pendant  le  mouvement, 
puisqu'ils  ne  se  séparaient  pas  lorsqu'ils  avaient  la  liberté 
de  le  faire.  Mais  alors  on  n'aura  plus  qu'un  point  matériel 
unique,  dont  la  masse  sera  égale  à  nmi  (§  96),  ou  à  m;  et 
les  n  forces  Fj ,  égales,  de  même  direction,  et  de  même  sens, 
9, 
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qai  agiront  sur  ce  point  matériel  unique,  pourront  être  rem- 
placées par  une  seule  force  égale  à  nFi,  ou  à  F.  Donc  la 
force  F,  agissant  sur  un  point  matériel  de  masse  m  qui  part 
du  repos,  lui  donnera  un  mouvement  qui  sera  identiquement 
le  même  que  celui  que  la  force  Fi  communiquerait  à  un  point 
matériel  de  masse  nii,  partant  «'également  du  repos;  et,  en 
conséquence,  Taccélération  communiquée  par  la  force  F  au 
point  matériel  de  masse  m  est  la  même  que  raccélératiou 
communiquée  par  la  force  Fi  au  point  matériel  de  masse  nii. 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  accélérations  com- 
muniquées respectivement  aux  points  matériels  de  masses 
m',  m'i,  par  les  forces  F',  Fi  sont  exactement  les  mêmes. 

Mais,  par  hypothèse,  les  forces  F,  F'  conmiuniquent  une 
même  accélération  aux  points  matériels  de  masses  nt^m'.  Donc 
la  force  Fi, appliquée  successivement  aux  deux  points  maté- 
riels de  masses  fn\,  mt,  leur  communique  une  même  accé- 
lération, et,  en  conséquence,  ces  deux  masses  nii,  m'i  sont 
égales  (§  96),  c'est-à-dire  que  les  masses  m,  m'  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  des  nombres  tt,  n'. 

Il  résuite  de  là  que  les  deux  forces  F,  F',  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  masses  m,  m' des  deux  poiuts 
matériels  auxquels  elles  communiquent  une  même  accéléra- 
tion. 

§  98.  Relation  entre  une  forée,  la  niasse  du  point 
matériel  snr  lequel  elle  afçlt,  et  Faeeélératlon  qui 
résulte  de  eettc  aetlon.  — Soient  F,  F'  deux  forces  quel- 
conques ;  m,  fil',  les  masses  de  deux  poiuts  matériels  aux- 
quels ces  forces  sont  respectivement  appliquées  ;  et  y,  /  les 
accélérations  qu'éprouvent  les  points  matériels  par  suite  de 
l'action  de  ces  forces.  Pour  établir  une  relation  entre  ces  six 
quantités,  considérons  une  force  F"  telle  que,  si  elle  agissait 
sur  le  point  matériel  de  masse  m,  elle  lui  donnerait  une  accé- 
lération/. Les  doux  forces  F,  F"  donnant  les  accélérationsy,/ 
à  un  même  point  matériel ,  leur  rapport  e^t  le  même  que 


r 
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celui  des  accélérations  qu'elles  produisent  (§  94),  en  sorte 
qu*on  a  «. 


fti 


D'une  autre  part,  les  deux  forces  F",  F'  donnant  une  même 
accélération  f  aux  deux  points  matériels  de  masses  7n,  m', 
auxquels  elles  sont  respectivement  appliquées,  on  a  entre 
elles  la  proportion 

Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  deux  égalités  aux- 
quelles on  vient  de  parvenir,  on  trouve 

F  mj 

Donc  les  forces  sont  entre  elles  comme  les  produits  des 
masses  des  points  matériels  sur  lesquelles  elles  agissent  par 
les  accélérations  qu'elles  leur  communiquent. 

L'unité  de  masse  n'a  pas  été  définie  jusqu'à  présent.  Sup- 
posons donc  que  nous  choisissions  pour  unité  la  masse  d'un 
point  matériel  qui,  sous  l'action  d'une  force  égale  à  1,  pren- 
drait une  accélération  égale  al.  L'unité  de  masse  étant  choi- 
sie de  cette  manière,  il  en  résulte  que,  si  l'on  suppose  F'=l 
et/  =  l,  ou  aura  w'  =  l,  et,  par  conséquent,  la  relation 
qui  vient  d'être  établie  se  réduit  à 

F  r=r  VI  j. 

Soit  P  le  poids  d'un  corps,  c'est-à-dire  la  force  qui  déter- 
mine la  chute  du  corps,  lorsqu'on  l'abandonne  à  lui-niéine 
(§  86).  La  force  P,  en  agissant  sur  le  corps,  dont  nous  dé- 
signerons la  masse  par  m.,  lui  communique  un  mouvement 
dans  lequel  l'accélération  est  g  (§  90).  On  doit  donc  avoir 

P  —  mg. 
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d'après  ce  qui  vient  d'être  établi.  On  en  déduit 

P 

.„=-, 

ce  qui  fournit  un  moyen  très-simple  d'évaluer  numérique- 
ment la  masse  d'un  corps ,  dans  le  cas  où  l'unité  de  masse 
est  celle  que  nous  avons  définie. 

§  99.  Composition  des  forces  appliquées  à  un  même 
point  matériel.  —  Lorsque  plusieurs  forces  agissent  simul- 
tanément sur  un  mi^nie  point  matériel,  suivant  des  direclions 
quelconques,  ce  point  prend  un  certain  mouvement  dans 
l'espace.  On  comprend  que  le  même  mouvement  pourrait  lui 
être  communiqué  par  l'action  d'une  force  unique^  dont  la 
grandeur  et  la  direction  dépendent  des  circonstances  que 
présente  ce  mouvement.  Cette  force  unique,  capable  de  don- 
ner au  point  matériel  le  mouvement  qu'il  prend  sous  l'action 
des  diverses  forces  qui  lui  sont  appliquées  simultanément, 
est  ce  qu'on  nomme  la  résultante  de  ces  forces.  Les  forces 
dont  elle  peut  tenir  lieu  se  nomment  ses  composantes,  La 
composition  des  forces  a  pour  objet  la  détermination  de  la 
résultante  lorsqu'on  connaît  les  composantes. 

Le  principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces  qui 
agissent  simultanément  sur  un  même  point  matériel  (§  95) 
conduit  directement  à  la  règle  de  la  composition  des  forces 
appliquées  à  un  point.  D'après  ce  principe,  le  mouvement 
d'un  point  matériel  soumis  à  la  fois  aux  actions  de  plusieui*s 
forces,  s'obtient  en  composant  le  mouvement  recliligne  et 
uniforme  correspondant  à  la  vitesse  qu'il  possède  à  un  ins- 
tant quelconque ,  avec  les  divers  mouvements  que  chaciuie 
des  forces  lui  communiquerait  si  elle  agissait  seule  sur  lui 
et  qu'il  pailît  du  repos;  et  dans  cette  composition,  on  doit 
regarder  tous  les  mouvements  composants  qui  jouent  le  rôle 
de  mouvements  d'entraînement  comme  étant  des  mouve- 
ments de  translation.  Or,  nous  savons  que,  dans  ce  cas,  on 
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trouve  Taccélération  totale  du  mouvement  résultant  en  com* 
posant  les  accélérations  totales  des  mouvements  composants 
d'après  les  règles  de  la  composition  des  vitesses  (§  79).  Nous 
savons  oa  outre  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
accélérations  totales  des  mouvements  qu'un  même  point  ma- 
tériel prend  sous  Faction  de  chacune  d'elles,  et  que  les  di- 
rections des  forces  sont  les  mêmes  que 
celles  de  ces  accélérations  (§  95).  Nous 
pouvons  en  conclure  immédiatement  que, 
si  l'on  représente  les  forces  par  des  droites 
dont  les  longueurs  soient  proportionnel- 
les à  leurs  intensités,  et  dont  les  directions 
soient  celles  suivant  lesquelles  elles  agis- 
sent, la  résultante  de  plusieurs  forces  ap- 
pliquées à  un  même  point  s'obtiendra  au 
moyen  des  composantes,  par  une  construc- 
tion entièrement  pareille  à  celle  qui  donne  la  résultante  de 

plusieurs  vitesses  au  moyen  des  vitesses 
composantes. 

Quand  on  n'aura  que  deux  forces  F, 
F'  à  composer  en  une  seule ,  ou  cons- 
truira un  parallélogramme  sur  les  deux 
lignes  AB,  AC  qui  les  représentent, 
fig,  52...,  et  la  diagonale  AD  de  ce  pa- 
rallélogramme représentera  leur  résul- 
tante. Celte  construction  constitue  ce 
qu'on  nomme  1e  parallélogramme  des 
forces. 

Quand  on  aura  à  composer  un  nombre 
quelconque  de  forces  F,  F',  F",  F'",  ap- 
pliquées à  un  même  point  A,  fig,  ^3, 
on  tracera  les  lignes  AB,  AC,  AD,  AE 
qui  les  représentent;  puis  on  construira 
e  polygone  A  BG  H  K,  dont  les  côtés  A  B,BG,  G  H,  HK,  sont 


Fig.  53. 
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respectivement  égaux,  et  parallèles  à  ces  diverses  lignes  :  la 
droite  AK,  qui  joint  le  point  A  à  Textréinité  K  du  polygone 
ainsi  obtenu,  représentera  en  grandeur  et  en  direction  la 
résultante  des  forces  données  F,  F',  F",  F'".  On  donne  à  cette 
construction  le  nom  de  polygone  des  forces, 

£nûn,  quand  les  forces  composantes  seront  au  nombre  de 
trois,  et  que  leurs  directions  ne  seront  pas  comprises  dans 
un  même  plan,  le  polygone  des  forces  pourra  être  remplacé 
par  le  parallélipipède  des  forces;  c'est-à-dire  que  la  droite 
qui  représentera  la  résultante  des  forces  données  sera  la 
diagonale  du  parallélipipède  ayant  pour  arêtes  les  droites 
qui  représentent  les  composantes. 

Une  force  étant  donnée,  on  pourra  la  décomposer  en  deux 
ou  en  trois  composantes  suivant  des  directions  détermi- 
nées ,  en  opérant  exactement  de  la  même  manière  que  s*il 
s'agissait  de  décomposer  une  vitesse  (§  45). 

§  100.  Projections  des  forces  sur  nn  plan  fixe  oo  sur 
une  droite  fixe,  —  Une  force  étant  représentée  par  une 
ligne  droite  ,  conformément  à  ce  qui  vient  d'être  dit  (§  99), 
si  Ton  projette  cette  droite  sur  un  plan  fixe ,  la  projection 
pourra  être  regardée  comme  représentant  une  autre  force 
qui  agit  dans  ce  plan  :  cette  autre  force  est  ce  qu'on  nomme 
la  projection  de  la  première  force  sur  le  plan  fixe.  De  même, 
si  l'on  projette  sur  une  droite  fixe,  la  ligne  qui  représente 
une  force  quelconque,  la  projection  représente  une  autre 
force  que  l'on  dit  être  la  projection  de  la  première. 

Si  l'on  a  construit  le  polygone  qui  sert  à  trouver  la  résul- 
tante d'un  système  quelconque  de  forces  appliquées  à  un 
même  point  matériel,  et  que  l'on  projette  la  figure  tout  en- 
tière sur  un  plan  fixe,  on  obtiendra  un  autre  polygone  situé 
dans  ce  plan  :  la  considération  de  ce  second  polygone  montre 
que  la  projection  de  la  résultante  des  forces  sur  le  plan  fixe 
est  la  résultante  des  projections  des  forces  elles-mêmes  sur 
ce  plan. 
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On  trouve  exactement  de  la  même  manière  que,  si  plu- 
sieurs forces  agissent  sur  un  même  point  matériel,  la  projec- 
tion de  leur  résultante  sur  une  droite  fixe  est  la  résultante 
des  projections  des  forces  sur  cette  droite,  résultante  qui, 
dans  ce  cas,  se  réduit  à  la  somme  algébrique  des  compo- 
santes. 

Si  par  le  point  d'application  d'une  force  on  mène  trois 
droites  non  situées  dans  un  même  plan,  et  qu'on  décompose 
la  force  en  trois  composantes  dirigées  suivant  ces  trois 
droites,  chaque  composante  peut  être  regardée  comme  la 
projection  de  la  force  sur  la  droite  correspondante,  cette 
projection  étant  effectuée  parallèlement  au  plan  des  deux 
antres  droites.  D'après  cela,  on  voit  que  la  force  est  la  résul- 
tante de  ses  projections  sur  les  trois  droites.  Il  en  est  de 
même  lorsqu'une  force  se  trouve  décomposée  en  deux  autres 
suivant  deux  droites  dont  le  plan  passe  par  la  direction  de 
la  force  :  chaque  composante  est  la  projection  de  la  force 
sur  la  droite  correspondante,  cette  projection  étant  effectuée 
parallèlement  à  l'autre  droite  ;  et  par  suite  la  force  est  la  ré- 
sultante de  ses  projections  sur  les  deux  droites. 

Les  propositions  qui  précèdent  sont  vraies  de  quelque 
manière  que  s'effectuent  les  projections,  et,  par  conséquent 
aussi ,  dans  le  cas  particulier  où  ces  projections  sont  ortho- 
gonales. Toutes  les  fois  que  nous  aurons  occasion  de  les 
appliquer,  et  que  nous  ne  spécifierons  pas  la  nature  des  pro* 
jections,  on  devra  toujours  entendre  qu'il  s'agit  de  projec- 
tions orthogonales. 

§  101.  Théorie  des  moments,  danis  le  cas  des  forées 
appliquées  à  un  même  point  matériel. —  Soit  0  un  point 
quelconque  pris  sur  le  plan  des  deux  forces  F,  F'  appliquées 
à  un  même  point  A,  fig.  54.  Construisons  le  parallélogramme 
ABDC ,  sur  les  lignes  ÂB,  AC ,  qui  représentent  les  forces 
F, F';  la  diagonale  AD  représentera  leur  résultante.  Si 
nous  joignons  le  point  0  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D 
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de  ce  parallélogramme  y  nous  formerons  trois  triangles  A  BO, 

ACO,  ADO,  dont  le  dei- 
nier  ADO  est  égal  à  la 
somme  des  deux  premiers 
ABO,  ACO.  En  effet,  on 
peut  regarder  ces  trois 
triangles  comme  ayant 
\m  pour  base  commune  AO , 
et  pour  hauteurs  les  dis- 
tances des  points  B,  C,  D 
à  cette  base  ;  or,  ces  hau- 
leui*s  sont  évidemment  les 
projections  orthogonales 
des  lignes  AB,  AC,  AD 
sur  la  ligne  A  M  menée 
Fig.  w.  perpendiculairement  à  AO, 
et  la  projection  de  AD  sur 
A  M  est  égale  à  la  somme  des  projections  de  AB  et  BD  sur 
cette  même  ligne,  c'est-à-dire  égale  i\  la  somme  des  projec- 
tions de  A  B  et  AC  :  donc  aussi  la  surface  du  triangle  ADO 
est  égale  à  la  somme  des  surfaces  des  triangles  ABO,  ACO. 
Mais  nous  pouvons  évaluer  les  surfaces  de  ces  triangles  en 
les  regardant  comme  ayant  pour  bases  AB,  AC,  AD,  et  pour 
hauteurs  les  perpendiculaires  OP,  OQ,  OR  abaissées  du 
point  0  sur  ces  bases  :  nous  aurons  donc 

ADxOR  =  ABxOP4-ACxOQ. 

Chacun  des  trois  termes  qui  entrent  dans  cette  (équation 
est  le  produit  d'une  force  par  la  distance  du  point  0  à  sa 
direction  ;  un  pareil  produit  se  nomme  le  montent  de  la 
force  par  rapport  au  point  0.  Il  résulte  donc  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  que,  si  Ton  considère  deux  forces  appliquées 
à  un  même  point  matériel  et  la  résultante  de  ces  deux  forces, 
le  moment  de  la  résultante ,  par  rapport  à  un  point  0  pris 
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dans  le  plan  des  forces ,  est  égal  à  la  somme  des  moments 
des  composantes  par  rapport  au  même  point  0. 

Pour  que  ce  théorème  soit  vrai,  de  quelque  manière  que 
le  point  0  soit  situé  dans  le  plan  des  forces  A  B,  AC,  AD,  il 
est  nécessaire  d'attribuer  un  signe  au  moment  de  chacune 
d'elles,  d'après  la  position  qu'elle  occupe  par  rapport  au 
point 0;  voici  commentée  signe  se  détermine.  On  conçoit 
que  chaque  force  soit  appliquée  seule  à  une  figure  plane 
matérielle,  contenue  dans  le  plan  dont  il  s'agit,  et  ne  pouvant 
que  tourner  autour  du  point  0;  sous  l'action  de  cette  force, 
la  figure  prendra  un  mouvement  de  rotation  autour  du  point 
0,  dans  un  certain  sens  facile  à  trouver  d'après  le  sens  dans 
lequel  la  force  agit  :  on  regarde  comme  positif  le  moment 
de  toute  force  qui  tend  ainsi  à  faire  tourner  la  figure  mobile 
dans  un  sens  déterminé,  que  l'on  choisit  d'ailleurs  à  volonté, 
et  comme  négatif  le  moment  de  toute  force  qui  tend  à  faire 
tourner  cette  figure  dans  le  sens  opposé. 

Si  l'on  reprend  ce  qui  a  été  dit  au  commencement  de  ce 
paragraphe,  en  donnant  successivement  au  point  0  diverses 
positions  dans  le  plan  des  forces  F,  F',  et  qu'on  attribue  au 
moment  de  chacune  de  ces  forces  et  à  celui  de  leur  résul- 
tante les  signes  qu'ils  doivent  avoir  dans  chaque  cas,  on  re- 
connaîtra que  le  moment  de  la  résultante ,  par  rapport  au 
point  O,  est  toujours  égal  à  la  somme  des  moments  des  com« 
posantes  par  rapport  au  même  point. 

§  102.  Si  nous  considérons  un  nombre  quelconque  de 
forces  F,  F',  F",  F'", appliquées  à  un  même  point  ma- 
tériel ,  et  dirigées  toutes  dans  un  même  plan,  nous  pourrons 
étendre  sans  peine  à  ce  système  de  forces  le  théorème  qui 
vient  d'être  établi  pour  le  cas  de  deux  forces  seulement. 

Composons  d'abord  les  deux,  forces  F,  F'  entre  elles ,  et 
nous  trouverons  une  résultante  partielle  dont  le  moment , 
par  rapport  à  un  point  quelconque  0  pris  dans  le  plan  des 
forces ,  sera  égal  à  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F' 
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par  rapport  à  ce  point.  Si  nous  composons  ensuite  cette  ré- 
sultante partielle  avec  la  force  ¥"j  nous  aurons  une  deuxième 
résultante  partielle  dont  le  moment,  par  i-apport  au  point  0, 
sera  égal  à  la  somme  des  moments  de  F"  et  de  la  première 
résuttante  partielle  par  rapport  au  même  point  :  le  moment 
de  cette  deuxième  résultante  partielle  sei^  donc  égal  à  la 
somme  des  moments  des  trois  forces  F,  F',  F".  En  composant 
la  deuxième  résultante  partielle  avec  F'",  on  trouvera  une 
troisième  résultante  partielle  dont  le  moment  sera  de  même 
('gai  à  la  somme  des  moments  des  quatre  forces  F,  F',  F",  F". 
En  continuant  ainsi,  ou  finira  par  arriver  à  la  résultante  de 
toutes  les  forces  données,  et  Ton  trouvera  que  le  moment  de 
cette  force,  par  rapport  au  point  0,  est  égal  à  la  sonniie  des 
moments  de  ses  composantes,  par  rapport  à  ce  point. 

§  103.  Dans  le  cas  oii  un  point  matériel  est  soumis  à  luc- 
tion  d'un  nombre  quelconque  de  forces  non  dirigées  dans 
un  mén)e  plan,  nous  ne  pouvons  plus  arriver  à  un  résultat 
simple  en  appliquant  le  théorème  du  §  101  aux  diverses 
compositions  successives  que  nous  venons  de  considérer,  et 
qui  conduisent  à  trouver  la  résultante  définitive  du  système 
de  forces,  parce  que  ces  compositions  successives  ne  s'effec- 
tuent pas  dans  un  même  plan.  Mais,  en  suivant  une  autre 

marche,  nous  parvien- 

Fig.  55.        -^ 

drons  à  généraliser  te 
r(''sult;it  que  nous  avons 
obtenu  (§  102),  de  ma- 
nière à  rétendre  au  <-as 
général  dont  nous  nous 
occupons  maintenant. 

Soit  AB,  fig.  55,  une 
force  appliquée  au  point 
A,  et  OP  une  droite  diri- 
gée d'une  manièixî  quel- 
conque par  rapport  à  cette  force.  On  donne  le  nom  de  mo- 
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meut  de  la  force  AB,  par  rapport  à  la  droite  OP,  au  produit 
de  la  plus  courte  distance  des  lignes  A  B,  OP,  par  la  projec- 
tion delà  force  AB  sur  un  plan  MN  perpendiculaire  à  OP. 
Il  est  aisé  de  voir  que  la  plus  courte  distance  RS  des  droites 
AB,OP  est  pai*allèle  au  plan  MN ,  et  que,  par  conséquent, 
elle  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  ce  plan  ;  de  plus ,  la 
projection  OT  de  celte  plus  courte  distance  est  perpendi- 
niJaire  à  la  projection  ab  de  la  force  AB  :  donc  ce  que  nous 
nommons  le  moment  de  la  force  AB,  par  rapport  à  la  droite 
OP,  nVsl  autre  chose  que  le  moment  de  la  projection  de 
celte  force  sur  le  plan  MN^  par  rapport  au  point  0  où  ce 
plan  est  percé  par  la  ligne  0  P. 

Cela  posé ,  concevons  que  nous  projetions  sur  un  plan 
quelconque  les  diverses  forces  qui  agissent  sur  un  même 
point  nmtériel ,  ainsi  que  la  résultante  de  ces  forces.  Nous 
savons  que  la  projection  de  la  résultante  est  la  résultante 
des  projections  des  forces  (§  100);  et  comme  toutes  ces  pro- 
jections sont  dirigées  dans  un  même  plan ,  nous  pouvons 
dire  (§  102)  que  le  moment  de  la  résultante  projetée,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  0  du  plan  de  projection,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  projetées, 
par  rapport  au  même  point.  Remplaçons,  dans  cet  énoncé, 
le  moment  de  chaque  force  projetée  par  rapport  au  point  0, 
par  le  moment  de  la  force  de  Tespace  par  rapport  à  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  projection  menée  par  le  point  0,  et 
nous  arriverons  ainsi  à  la  proposition  suivante  :  lorsque 
plusieurs  forces  agissent  sur  un  même  point  matériel,  dans 
diverses  directions,  le  moment  de  la  résultante  de  ces  forces, 
par  rapport  à  une  droite  quelconque ,  est  égal  à  la  somme 
des  moments  des  composantes,  par  rapport  à  la  même  droite. 

Pour  que  ce  théorème  soit  toujours  vrai ,  il  est  néces- 
saire de  regarder  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  une 
droite  comme  étant  une  quantité  positive  ou  négative,  sui- 
vant les  cas.  Ce  moment  n'étant  autre  chose  que  le  moment 
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de  la  projection  de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite,  par  rapport  au  point  où  ce  plan  est  perce  par  la 
droite  9  il  est  naturel  de  lui  donner  le  signe  de  ce  dernier 
moment  :  le  moment  d'une  force,  par  rapport  à  une  droite, 
sera  donc  positif  ou  négatif ,  suivant  que  cette  force  tendra 
à  faire  tourner  dans  un  sens  ou  dans  l'autre ,  un  corps  au- 
quel elle  serait  appliquée ,  et  qui  ne  pourrait  que  tourner 
autour  de  la  droite. 


CHAPITRE  n. 


ÉQUILIBRE   ET   MOUTEMENT  b'uN   POINT   MATERIEL   LIBRE. 


§  iO/i.  Equilibre  d^vn  point  matériel.  —  Lorsqu'un 
poînt  matériel,  que  nous  supposerons  primitivement  en 
repos,  vient  à  être  soumis  aux  actions  simultanées  de  diver- 
ses forces,  il  peut  arriver  que  ces  forces  se  contre-balancent 
mutuellement,  de  telle  manière  qu'il  reste  en  repos  malgré 
Faction  des  forces.  Dans  ce  cas,  on  dit  que  le  point  maté- 
riel est  en  équilibre;  on  dit  aussi  que  les  forces  se  font 
équilibre  sur  le  point  matériel. 

Il  est  aisé  de  voir  à  quelle  condition  les  forces  doivent 
satisfaire,  pour  que  le  point  matériel  sur  lequel  elles  agissent 
soit  en  équilibre.  Ces  forces,  quelles  que  soient  leurs  gran- 
deurs et  leurs  directions,  peuvent  être  remplacées  par  leur 
résultante  (§  99).  Le  point  matériel ,  soumis  à  Taction  de 
cette  résultante  seule,  doit  donc  rester  à  Tétat  de  repos,  tout 
aussi  bien  que  lorsqu'il  est  soumis  aux  actions  simultanées 
des  composantes.  Or,  cela  ne  peut  évidemment  avoir  lieu 
qu'autant  que  la  résultante  est  nulle  :  donc,  pour  qu'un  point 
matériel  soit  en  équilibre  sous  l'action  de  plusieurs  forces, 
il  faut  que  la  résultante  de  ces  forces  soit  nulle.  D'ailleurs  il 
est  bien  clair  que  cette  condition  est  suffisante  pour  que  le 
point  matériel ,  primitivement  en  repos,  ne  se  mette  pas  en 
mouvement  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  appliquées, 
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puisque  ces  forces  peuvent  toujours  être  remplacées  par 
leur  résultante,  et  que,  celle-ci  étant  nulle,  le  point  matériel 
se  trouve  dans  le  même  cas  que  s*il  n'était  soumis  à  Taction 
d'aucune  force. 

Si  plusieurs  forces,  agissant  sur  un  point  matériel  en  mou- 
vement, ont  une  résultante  nulle,  ou  dit  encore  qu'elles  se 
font  équilibre.  Dans  le  cas  où  le  point  matériel  serait  sou- 
'  mis  à  ces  forces  seules,  il  se  trouverait  dans  les  mêmes  con- 
ditions que  si  aucune  force  ne  lui  était  appliquée ,  et  par 
suite  son  mouvement  serait  rectiligne  et  uniforme. 

Lorsque  plusieurs  forces  appliquées  à  un  même  point  ma- 
tériel se  fout  équilibre,  il  est  clair  qu'une  quelconque  d'entre 
elles  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de 
toutes  les  autres. 

Soient  F,  F',  F",...  divei*ses  forces  qui  agissent  sur  un 
même  point  matériel.  Menons,  par  un  point  quelconque  de 
l'espace,  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et  décompo- 
sons chacune  des  forces  F,  F',  F",.-  en  trois  composantes 
dirigées  parallèlement  à  ces  axes.  Soient  X,  Y,  Z  les  com- 
posantes de  la  force  F  ;  X',  Y',  Z',  les  composantes  de  la  force 
F',  etc.  La  projection  de  la  résultante  des  forces  F,  F',  F",... 
sur  l'axe  des  x  (§  100)  est  égale  à 

X  +  X'+X"  + ,    ou  SX; 

de  même  les  projections  de  cette  résultante  sur  les  axes 
des  y  et  des  z,  sont  respectivement 

Y+Y'  +  Y"+ ,    ou  SY, 

z  +  z'  +  z''  + ,  ou  rz. 

Il  est  clair  que,  pour  que  les  forces  F,  F',  F"....  se  fassent 
équilibre,  c'est-à-dire  pour  que  leur  résultante  soit  nulle, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  projections  de  cette  ré- 
sultante sur  les  axes  soient  nulles  toutes  trois  :  l'équilibre 
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des  forces  F,  F'^  F'...  se  troi^ve  donc  exprimé  par  les  équa- 
lions 

SX=o    ,    2Y=:o    ,    2;z=o. 

§  105.  ll««¥emeat  rectillgae  d'un  point  matériel. 

— Dans  ce  qui  suit,  nous  allons  étudier  les  lois  du  mouve- 
ment que  prend  un  point  matériel  sous  Taction  d'une  ou  de 
plusieurs  forces.  Mais,  les  diverses  forces  qui  agissent  simul- 
tanément sur  un  même  point  matériel  pouvant  toujours  élre 
remplacées  par  leur  résultante ,  nous  n'avons  pas  besoin  de 
nous  préoccuper  de  l'existence  de  ces  diverses  forces,  et 
nous  pouvons  raisonner  dans  tous  les  cas,  comme  si  le  mou- 
vement du  point  mobile  était  dû  à  l'action  d'une  force 
unique. 

Si  un  point  matériel,  partant  du  repos,  est  soumis  à  l'ac- 
tion d'une  force  dont  la  direction  reste  constamment  la 
même,  il  se  mouvra  suivant  une  ligne  droite.  Il  en  sera  en- 
core de  même  si  ce  point  matériel  a  reçu  une  vitesse  ini- 
tiale dont  la  direction  coïncide  avec  celle  de  la  force  qui  lui 
est  appliquée.  C'est  ce  qu'on  reconnaîtra  sans  peine,  en  rai- 
sonnant comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  le  cas  où  la  force 
est  constante  en  grandeur  et  en  direction  (§§  90  et  91). 

De  quelque  manière  que  varie  la  force  qtii  agit  sur  le 
point  matériel ,  si  l'on  désigne  par  m  la  masse  de  ce  point , 
par/  l'accélération  de  son  niouvement  à  un  instant  quel- 
conque, et  par  F  la  valeur  de  la  force  à  cet  instant,  on  aura 
toujours  la  relation  (§  98) 

F=»y. 

La  connaissance  de  la  loi  de  variation  de  la  force  F  entraîne 
donc  celle  de  la  loi  de  variation  de  l'accélération  y,  ce  qui 
permet  de  déterminer  la  loi  du  mouvement. 

Soient  /  le  temps  compté  à  partir  d'un  instant  quelconqno 
pris  pour  origine;  x  la  distance  du  point  mobile  ù  un  point 
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fixe  de  sa  trs^toire  recUligne»  à  la  fin  du  temps  //  et  r  la 
vitesse  de  ce  point  au  même  instant.  On  a 

L'accélération  J,  ainsi  obtenue ,  est  positive  ou  négative  en 
même  temps  que  l'accroissement  de  vitesse  infiniment  petit 
dv  correspondant  à  l'élément  de  temps  dt.  Il  est  aisé  de 

djf 
voir  que,  quel  que  soit  le  signe  de  v,  ou  de  ^^^  la  vitesse 

acquise  élémentaire  dv  est  positive  ou  négative,  suivant 
qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  des  x  positifs  ou  dans  le  sens 
des  X  négatifs  ;  et  par  suite  il  en  est  de  même  de  l'accéléra- 
tion y.  On  voit  donc  que  la  relation 

qui  a  été  établie  (^§  98),  en  ne  considérant  que  les  valeurs 
absolues  de  j  et  de  F,  subsistera  encore  quand  on  prendra 
y  avec  son  signe,  à  la  condition  de  regarder  la  force  F  comme 
positive  ou  négative ,  suivant  qu'elle  agira  dans  le  sens  des 
X  positifs  ou  bien  dans  le  sens  opposé. 

d^x 
En  remplaçant/  par  sa  valeur  ^  dans  cette  dernière  re- 
lation, on  trouve 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  difféi*entielle  du  mou- 
vement du  point.  L'intégration  de  cette  équation  différen- 
tielle fera  connaître  l'équation  finie  du  mouvement.  Les 
constantes  arbitraires  se  détermineront  d'après  les  circons- 
tances initiales,  c'est-à-dire  d'après  les  valeurs  de  la  distance 

dx 

X  du  mobile  au  point  fixe,  et  de  sa  vitesse  -7;  t  correspondant 

à/=o. 
§  106.  La  force  F  varie,  en  général,  avec  t,  et  par 
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conséqaeDt  aussi  avec  les  quantités  x  et  v;  on  conçoit  qu'elle 
sera  généralement  donnée  en  fonction  de  ces  trois  variables 
t,  X,  r.  L'intégration  de  l'équation  différentielle  du  mouve- 
ment s'effectuera  alors*  en  suivant  une  marche  plus  ou  moins 
complexe ,  qui  dépendra  de  la  forme  de  cette  fonction,  et  en 
tenant  compte,  en  même  temps,  de  la  relation 

dx 

dt 

Nous  nous  contenterons  ici  d'indiquer  la  marche  à  suivre 
pour  faire  cette  intégration,  lorsque  la  force  F  sera  donnée 
en  fonction  d'une  seule  des  trois  variables  t,  x,  v.  Nous  au- 
rons  pour  cela  à  examiner  trois  cas  distincts. 
1**  cas.  —  La  valeur  de  F  est  donnée  par  la  relation 

F=/(0. 
L'équation  différentielle  du  mouvement  est  donc 

d^x 

dt 
Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  —,  et  qu'on  intègre, 


on  trouve 


dx 

di'^   "       m 


mjm 


r«  étant  la  vitesse  du  mobile  correspondant  à  /  =  o.  Repré- 

dx 
sentons  par  f  (/)  cette  valeur  de  ^,  en  sorte  que  nous  au- 


rons 


dx 

En  multipliant  les  deux  membres  par  di,  et  intégrant  de 
nouveau,  on  aura  définitivement 

40. 
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pour  l'équation  du  mouvement  ;  x^  désigne  la  valeur  de  x 
correspondant  à  /  =  o. 
2*  cas.  —  On  donne 

L'équation  différentielle  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  donc  alors 

Si  nous  remplaçons  -rr  par  -y- ,  cette  équation  deviendra 

ai  d& 

dv 

^dx 

Multiplions  le  second  membre  par ,  et  le  premier  mem- 

m 

bre  par  son  égal ,  et  nous  aurons 

2 

^v  dv^  —  f  {x)  dx; 
va 

d'où  en  intégrant 

2   /•* 
»*  =  t?o  +  -  /    f{^)dx; 

Vo  et  x^  désignent  comme  précédemment  les  valeurs  de  v  et 
X  qui  correspondent  à  /  =  o.  On  tire  de  cette  équation  une 
valeur  de  v  que  nous  représenterons  par 

r  =  (p(a?); 

dx 
en  y  remplaçant  v  par  ^y  puis  résolvant  par  rapport  à  dt, 

on  trouve 

dx 

(f{x) 

on  a  donc,  en  intégrant  encore  une  fois. 


r 
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dx 


5*  cas.  —  On  donne 

F=/(e). 
L*équation  différentielle  du  mouvement  est  dans  ce  cas 

ou  ce  qui  est  la  même  chose 

On  en  tire  . 

do 


dt  —  m 


d'où  en  intégrant 


X'  do 
m- 
_ 


Si  Ton  résout  cette  équation  par  rapport  à  r^  ce  qui  donnera 

r  =  (p(0. 
et  qu'on  observe  que  l'on  a 


dx 

"^di.' 


on  en  déduira 


XzszXo+  I   <f{t)di. 


Mais  on  peut  aussi  remplacer  cette  dernière  opération  par 
la  suivante  :  la  relation 

dx  =  vdt 
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donne,  dans  le  cas  dont  il  s*agit, 

,  vdv 

d'où  Ton  tire,  en  intégrant 


X  —  Xo  +  m  g     f(f,\^ 


il  suffit  alors  d'éliminer  v,  entrel5ette  dernière  équation  et  la 
relation  entre  v  et  t  qui  résulte  de  la  première  intégration , 
pour  avoir  la  relation  cherchée  entre  x  et  /. 

§  107.  Exenaples  de  BBOuvenBeats  rectlllgnes.-^Nous 
allons  appliquer  ce  qui  précède  à  deux  exemples. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  d'un  point 
matériel  qui  part  du  point  0,  fig.  56,  sans  vitesse 
s  initiale,  sous  l'action  d*aine  force  dirigée  suivant  la 
ligne  OA  et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  du  point  mobile  au  point  Â  de  cette 
ligne.  Nous  verrons  plus  tard  que  le  poids  d'un 
corps,  placé  successivement  à  différentes  hauteurs 
au-dessus  de  la  surface  de  la  terre,  varie  sensible- 
ment en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  qui 
le  sépare  du  centre  du  globe  terrestre  ;  en  sorte 
Fig.  5«.  q^^  l'exemple  que  nous  allons  traiter  peut  être  re- 
gardé comme  se  rapportant  au  mouvement  d'un  corps  pe- 
sant qu'on  laisserait  tomber  d'une  certaine  hauteur  au-dessus 
de  la  surface  de  la  terre,  sans  vitesse  initiale ,  et  dans  le 
vide,  pour  ne  pas  avoir  à  tenir  compte  de  la  résistance  de 
l'air.  Nous  supposerons  donc  que  Â  est  le  centre  de  la  terre, 
et  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel  n'est  autre 
chose  que  son  poids.  Soit  B  le  point  où  la  ligne  OA  perce 
la  surface  de  la  terre  :  lorsque  le  mobile  est  en  ce  point ,  son 
poids  est  égal  à  mg  (§  98).  Le  poids  du  mobile,  en  un  point 


-I 

V 
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quelconque  M  de  la  droite  suivant  laquelle  il  m  meut,  aura 
pour  expression 


v^  = 


a      a  — X 


En  y  remplaçant  t)  par  -7- ,  puis  résolvant  par  rapport  à  dt, 

ai 

et  remarquant  que  dx  et  dt  sont  de  même  signe ,  nous  au- 
rons 


*=\/ji_l/îi:frfa,=li/|"_ 

~  ;  V  ï:;  •  5:?=:  ^  +  57  V  ?;;  • 


En  intégrant  de  nouveau,  et  tenant  compte  de  ce  que  a  est 
anl  en  même  temps  que  t,  nous  obtiendrons  enfin  Téquation 
finie  du  mouvement,  qui  est 


a — Ix 
arccos 


2^  2r  ▼  2?  a 

§  108.  Considérons  encore  le  mouvement  rectiUgne  d'un 


en  désignant  par  x  la  distance  OM,  par  a  la  distance  OA,  et 
par  r  le  rayon  AB  de  la  terre.  D'après  cela,  Téquation  diffé- 
rentielle du  mouvement  sera 

cil»  *~^(a— »)^' 

Nous  nous  prouvons  ici  dans  le  second  des  trois  cas  qui 
ont  été  traité^ans  le  paragraphe  106.  En  opérant  comme 
nous  l'avons  dit,  et  observant  que  la  vitesse  Initiale  v^  est 
nnlle  par  hypothèse,  ainsi  que  la  distance  initiale  »^  du  mo- 
bile au  point  0,  nous  trouverons  d'abord 

2jrr*       X 


ly 
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point  matériel  soumis  aux  actions  simultanées  de  deux  forces, 
dont  Tune  est  constante  en  grandeur  et  en  direction,  et  dont 
Tautre ,  toujours  dirigée  eu  sens  contraire  du  mouvement , 
varie  proj^ortionnellement  au  carré* de  la  vitesse  du  mobile. 
C'est  le  cas  d'un  corps  pesant  qui  se  meut  dans  Tair,  en  sup- 
posant que  le  poids  du  corps  soit  constant,  et  que  la  résis- 
tance qu'il  éprouve  de  la  part  de  l'air  varie  proportionnelle- 
ment au  carré  de  sa  vitesse.  Nous  supposerons  donc  que  la 
force  constante  qui  agit  sur  le  point  matériel  soit  son  poids 
mg,  et  nous  représenterons  l'autre  force ,  qui  sera  la  résis- 

tance  de  l'air,  par  mg  j-^jV  étant  la  vitesse  du  mobile  à  un 

instant  quelconque,  et  k  étant  la  valeur  particulière  de  cette 
vitesse  pour  laquelle  la  seconde  force  devient  égale  à  la  pre- 
mière. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  le  corps  dont  nous  nous 
occupons  commence  à  se  mouvoir  sans  vitesse  initiale.  Son 
mouvement  s'effectue  suivant  la  verticale  menée  par  son 
point  de  départ,  et  de  haut  en  bas  ;  la  résistance  qu'il  éprouve 
de  la  part  de  l'air  est  donc  dirigée  verticalement  et  de  bas 
en  haut,  c'est-à-dire  en  sens  contraire  de  l'action  de  la  pe- 
santeur. Ce  corps  se  meut  comme  s'il  était  soumis  à  l'action 
de  la  résultante  de  son  poids  mg  et  de  la  résistance  de  l'air 


v^ 


mg  p ,  résultante  qui  est  évidemment  égale  à 


v^ 


mg—mgj^. 

D'après  cela,  on  voit  que,  si  l'on  désigne  par  x  la  distance 
du  mobile  à  son  point  de  départ ,  on  aura  pour  l'équation 
différentielle  du  mouvement 

équation  qui  rentre  dans  le  troisième  cas  du  §  106.  Si  nous 


r 
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y  remplaçons  -^-^  par  son  égal  -p- ,  et  que  nous  résolvions 

ensuite  par  i:apport  à  dt,  nous  trouverons 

,  k*       dv     ^  k  I    dv  dv    \ 

d'où,  en  intégrant  et  observant  que  la  vitesse  initiale  est 
noltei 

k      k  +  v 

^g     k  —  V 
Cette  équation,  résolue  par  rapport  à  v,  donne 

,e.     —1 
e  *  +1 

« 

e  désigne  la  base  du  système  de  logarithmes  népérien.  Si 

Cm? 

J*on  remplace  v  par  -j- ,  et  qu'on  multiplie  les  deux  mem- 
bres de  l'équation  parcf/^  on  trouvera 

M.  Si  Si 

dx  =  k  -— dt  ^  k  — ; ;  dt; 

tgt  gt  gt      * 

e  *  +1  e*  +e    * 

d'où,  en  intégrant  de  nouveau,  et  déterminant  la  constante 
de  manière  que  x  soit  nul  pour  /=o, 


La  valeur  (Je  v  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


t>  =r  A:  r-, 

1  +  e 
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on  voit  que  la  vitesse  du  mobile  augmente  constamment, 
sans  cependant  jamais  dépasser  la  vitesse  H;  elle  s'approche 
indéfiniment  de  cette  limite  k,  et  ne  lui  devient  égale  que 
lorsque  /  est  infini. 

Voyons  maintenant  comment  s^effectue  le  mouvement  du 
coips  sous  l'action  des  mêmes  forces»  lorsqu'il  a  été  primiti- 
vement lancé  verticalement,  et  de  bas  en  haut,  avec  une  vi- 
tesse î?o.  Ce  corps  commence  par  s'élever  verticalement  ;  sa 
vitesse  diminue  peu  à  peu;  bientôt  il  cesse  de  monter,  pour 
se  mettre  en  mouvement  en  sens  contraire  suivant  la  même 
droite,  en  prenant  une  vitesse  de  plus  en  plus  grande.  Pen- 
dant que  le  corps  monte,  la  résistance  qu'il  éprouve  de  la 
part  de  l'air  est  dirigée  de  haut  en  bas ,  de  même  que  l'ac- 
tion de  la  pesanteur;  la  résultante  des  deux  forces  auxquelles 
il  est  soumis  est  donc  égale  à 

mg  +  mg  ^^. 

Si  nous  désignons  encore  par  x  la  distance  du  mobile  à  son 
point  de  départ ,  et  si  nous  remarquons  que  la  force  résul- 
tante dont  nous  venons  de  donner  la  valeur  est  dirigée  en 
sens  contraire  du  sens  dans  lequel  se  compte  cette  distance 
X,  nous  verrons  que  l'équation  différentielle  du  mouvement 
ascendant  du  mobile  est  la  suivante 

nous  sommes  donc  encore  dans  le  troisième  cas  du  paragra- 

él}x        dv 
phe  106.  Si  nous  remplaçons  -^  par  -^ ,  et  que  nous  résol- 
vions par  rapport  à  dt,  nous  trouverons 

A»      dv 
dt^ . 


d'où,  en  intégrant  et  observant  que,  pour/  =  o,  on  doit 
avoir  t?  =  î?o  , 


r 
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k               Vo      k              V      k              Avo  -—  Al; 
r  =  -  arc  tang  -7 arciaug  7-  =  -  arctang  -t-t . 

Cette  équation  étant  résolue  par  rapport  à  v,  nous  donnera 

=7-  —  A  wn  V 

A;  k 


VoCOB^. —  A  wn  ^ 


/         9^  ^9^ 

A  cos^  ^-VoSin  j 

Mettant  -7-  ù  la  place  de  v,  multipliant  de  p&rt  et  d'autre 

par  dt,  intégrant  et  déterminant  la  constante  par  la  condi- 
tion que  pour  /  =  0  on  ait  ;r  =0 ,  nous  trouverons 

a;  =  —  /.  (  cos  T-  -4-  -7-  sm  ~   . 
9     \       k       k        kl 

Telle  est  Téquation  finie  du  mouvement  ascendant  que  nous 
nous  étions  proposé  de  déterminer.  Le  mobile  se  mouvra 
conformément  à  cette  équation,  tant  que  sa  vitesse  sera  diri- 
gée de  bas  en  haut ,  c'est-à-dire  tant  que  t  sera  inférieur  à 
la  valeur  pour  laquelle  l'expression  précédente  de  la  vitesse 
V  s'annulle.  Mais  quand  t  aura  atteint  cette  valeur  particu- 
lière qui  est 

k  Vo 

t  =  -aitttog^, 

le  mobile  cessera  de  s'élever,  et  alors  il  redescendra,  en  se 
mouvant  suivant  Ja  loi  que  nous  avons  trouvée  précédem* 
ment ,  pour  le  cas  d'un  corps  qui  tombe  dans  l'air  sans  vi- 
tesse initiale. 

La  question  qui  vient  d'être  traitée  dans  tout  ce  paragra- 
phe nous  fournit  un  exemple  d'un  mouvement  dans  lequel  la 
force  n'est  pas  toujours  représentée  par  la  même  expression 
analytique. 

§  109.  Howernent  curYllIgne  d'vn  point  HMitérleL 
-—  Si  la  direction  de  ia  force  qui  agit  sur  un  point  matériel 
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OC  reste  pas  constamment  la  même,  ou  bien  si,  cette  direc- 
tion étant  constante,  le  mobile  a  reçu  une  vitesse  initiale, 
dirigée  autrement  que  la  force  qui  agit  sur  lui,  le  mouve- 
ment est  curviligne. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  mouvement  s'effectue  dans 
un  plan  :  l""  lorsque  la  force  qui  agît  sur  le  point  matériel 
reste  constamment  parallèle  à  un  plan  fixe,  et  que  sa  vitesse 
initiale  est  également  parallèle  à  ce  plan  ;  2"*  lorsque  la  force 
est  toujours  dirigée  vers  un  point  fixe,  quelle  que  soit  d'ail- 
leurs la  direction  de  la  vitesse  initiale  du  mobile.  Pour  s'en 
rendre  compte,  il  suffit  de  substituer  à  l'action  continue  de 
la  force  une  action  intermittente,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  (§  90),  et  d'examiner  successivement  les  divers  chan- 
gements de  direction  que  la  vitesse  du  mobile  éprouve 
chaque  fois  que  la  force  exerce  son  action  sur  lui.  En  appli- 
quant le  principe  du  §  89,  on  reconnaît  que  les  vitesses  dont 
le  mobile  est  animé ,  avant  et  après  chacune  de  ces  actions 
de  la  force,  sont  dirigées  dans  un  plan  passant  par  la  direc- 
tion de  la  force  même.  Il  s'ensuit  que,  dans  chacun  des  deux 
cas  indiqués  ci-dessus,  et  dans  l'hypothèse  d'une  force  agis- 
sant par  intermittence,  le  mobile  parcourt  un  polygone  qui 
se  trouve  situé  tout  entier  dans  un  plan.  Si  l'on  se  rapproche 
ensuite  peu  a  peu  de  la  réalité,  en  admettant  que  les  actions 
successives  de  la  force  soient  de  plus  en  plus  rapprochées 
les  unes  des  autres ,  on  voit  que  les  côtés  de  la  trajectoire 
polygonale  du  mobile  deviennent  de  plus  en  plus  petits,  sans 
que  le  polygone  cesse  d'être  contenu  tout  entier  dans  un 
même  plan,  et  à  la  limite ,  lorsque  l'action  intermittente  de 
la  force  se  confond  avec  une  action  continue,  la  trajectoire 
polygonale  devient  une  trajectoire  courbe  dont  tous  les  points 
se  trouvent  encore  dans  un  même  plan. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment  (§§  95  et  98),  de 
quelque  manière  que  la  force  F  qui  agit  sur  le  point  matériel 
change  de  grandeur  et  de  direction  avec  le  temps,  l'accélé- 
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ration  totale  du  mouvement  du  point  est  à  chaque  instant 
dirigée  suivant  la  direction  de  la  force  ;  et  la  grandeur  de 
cette  accélération  totale  est  liée  à  la  valeur  de  là  force  F  par 
la  relation 

F  =  mj, 

m  étant  la  masse  du  point  matériel  dont  il  s*agit. 
§  110.  Forée  tangentlelle ,   forée  eentrlpète.  —  Si 

l'on  décompose  l'accélération  totale  j,  dans  le  mouvement 
du  point  matériel  soumis  à  l'action  de  la  force  F,  en  deux 
composantes  dirigées,  l'une  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire 
du  mobile,  l'autre  suivant  son  rayon  de  courbure,  on  trouve 
deux  accélérations  dont  les  valeurs  sont 

do  v^ 

dt'  :         p' 

et  que  nous  avons  désignées  précédemment  sous  les  noms 
d'accélération  tangenlielle  et  d'accéléra  lion  centripète  (§  73). 
Décomposons  de  même  la  force  F  en  deux  composantes  Fi  yF^ , 
dirigées  suivant  les  mêmes  droites.  Le  parallélogramme  qui  . 
servira  à  faire  cette  décomposition  sera  évidemment  sembla- 
ble à  celui  qui  sert  à  faire  la  décomposition  de  l'accélération 
totale;  puisque  les  directions  des  côtés  et  des  diagonales  de 
ces  deux  parallélogrammes  sont  les  mêmes  :  donc  il  existera, 
entre  les  deux  composantes  Fi,F2  de  la  force  F,  et  lès  com- 
posantes correspondantes  de  l'accélération  totale  j,  le  même 
rapport  qu'entre  la  force  F  elle-même  et  cette  accélération 

totale.  Ainsi  on  aura 

i 

dt'  p 

La  force  Fi ,  quîest  la  projection  de  la  force  F  sur  la  tangente 

à  la  trajectoire  du  mobile,  se  nomme  la  force  tangentielle. 

La  force  F2,  projection  de  la  force  F  sur  la  direction  du  rayon  | 

de  courbure  de  cette  trajectoire,  se  nomme  la  force  centri-  \ 

pète. 
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D'après  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  ces 
deux  composantes  de  la  force  F,  on  voit  que  le  changement 
de  grandeur  que  la  vitesse  du  mobile  éprouve  avec  le  temps 
est  uniquement  dû  à  la  force  tangentielle  ;  en  sorte  que ,  si 
cette  force  tangentielle  était  constamment  nulle,  c'est-à-dire 
si  la  force  F  était  toigours  normale  à  la  trajectoire,  la  vitesse 
du  mobile  ne  varierait  pas ,  et  le  mouvement  serait  uni- 
forme. De  même  le  changement  de  direction  de  la  vitesse  du 
mobile  est  uniquement  dû  à  la  force  centripète  ;  c'est-à-dire 
que,  si  la  force  F  était  à  chaque  instant  dirigée  suivant  la  di- 
rection de  la  vitesse  du  mobile,  ou,  en  d'autres  termes,  sui- 
vant la  tangente  à  la  trajectoire  qu'il  décrit,  cette  trajectoire 
serait  nécessairement  une  ligne  droite. 

§  111.  Projeetton  dn  mouvement  snr  an  plan  fixe. — 
Lorsqu'un  point  matériel  se  meut  dans  l'espace ,  en  vertu 
d'une  vitesse  initiale,  et  sous  l'action  d'une  force  qui  lui  est 
appliquée,  il  est  souvent  utile  d'étudier  la  projection  de  son 
mouvement  sur  un  plan  fixe.  Nous  avons  déjà  vu  que  la  vi- 
tesse et  l'accélération  totale,  dans  le  mouvement  projeté,  sont 
les  projections  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  totale  du  mo- 
bile dans  l'espace  (  §§  1 2  et  7/i  ).  Si  nous  tenons  compte  main- 
tenant de  la  liaison  qui  existe  entre  la  force  qui  agit  sur  un 
point  matériel  et  l'accélération  totale  du  mouvement  de  ce 
point,  nous  arriverons  à  une  conséquence  importante. 

Soient  F  la  force  qui  agit  sur  le  point  matériel,  m  la  masse 
de  ce  point,  et  j  l'accélération  de  son  mouvement  ;  nous  sa- 
vons que  F  et  j  ont  la  même  direction,  et  qu'en  outre  on  a 

F  =  mj. 

Si  F'  et  f  sont  les  projections  de  F  et  j  sur  un  plan  fixe , 
ces  deux  projections  seront  dirigées  suivant  une  même  droite, 
et  de  plus  le  rapport  de  F'  à  F  sera  le  même  que  celui  de  f  à 
/  .*  donc  on  aura  aussi 

F  =  mf. 
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On  en  conclut  nécessairement  que  le  mouveoient  du  mobile , 
projeté  sur  le  plan  fixe,  n'est  autre  chose  que  le  mouvement 
que  prendrait  dans  ce  plan  un  point  matériel  de  masse  m , 
tous  Tactiou  de  la  force  projetée  F^  ce  point  ayant  reçu  une 
Titesse  initiale  égale  à  la  projection  de  la  vitesse  initiale  du 
mobile  de  Fespace. 

Cette  proposition  est  vraie  de  quelque  manière  que  les 
lipes  projetantes  soient  dirigées  par  rapport  au  plan  de  pro- 
jection. 

§  112.  Rrojeettoa  d«  mouvement  snr  ane  droite  fixe. 
—  Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  projection  d'un  mou- 
vement sur  un  plan  fixe  j  nous  pouvons  le  répéter  pour  la 
projection  de  ce  mouvement  sur  une  droite  fixe, 

Noos  savons  déjà  que  la  vitesse  et  l'accélération  dans  le 
mouvement  projeté  sont  les  projections  de  la  vitesse  et  de 
l'accélération  totale  dans  le  mouvement  que  l'on  projette 
CSSlS  et  75).  En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  il  n'y 
a  qu'un  instant  (  §  111  ) ,  nous  trouverons  en  outre  que  le 
mouvement  projeté  est  précisément  celui  que  prendrait  sur 
la  droite  fixe  un  point  matériel  de  même  masse  que  celui  qui 
se  meut  dans  l'espace,  s'il  était  constamment  soumis  à  l'ac- 
lion  de  la  force  projetée,  et  qu'il  eût  reçu  primitivement  une 
vitesse  égale  à  la  projection  de  la  vitesse  initiale  du  mobile 
de  Tespace. 

Ce  résultat  est  vrai,  de  quelque  manière  que  s'effectue  la 
projection  du  mouvement  sur  la  droite  fixe ,  et  convient  en 
particulier  au  cas  où  la  projection  est  orthogonale. 

§  113.  Théorèmes  ireUtlfs  oax  quantités  de  monve- 
ment,  —  Dans  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel 
de  masse  m  soumis  à  l'action  d'une  force  F,  on  a 

dv 

dv 
puisque  l'accélération  /  a  pour  valeur  -j- .  Si  l'on  multiplia 
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les  deux  membres  de  cette  relation  par  dt,  on  trouve 

d'où  en  intégrant  entre  les  limites  o  et  /  du  temps ,  et  dési- 
gnant par  T.  la  valeur  de  v  correspondant  à  I  =  o, 

fnp  —  fii9«  =z  /  F  dit. 


'^nu.zizj  ] 


Le  produit  mv  se  nomme  la  quantité  de  mouvement  du 

mobile.   L'intégrale  /  Ydt  se  nomme  Vimpulsien  de  la 

force  F,  pendant  le  temps  auquel  cette  intégrale  se  rapporte  ; 
fdt  est  VimpuUion  élémentaire  de  la  force.  Les  deux 
dernières  équations  qui  viennent  d'être  écrites  peuvent  donc 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  l""  l'accroissement  (mi/r) 
qu'éprouve  la  quantité  de  mouvement  du  mobile,  pen- 
dant l'élément  dt  du  temps ,  est  égal  à  llmpulsion  élémen- 
taire de  la  force  F  pendant  ce  temps  ;  2^  l'accroissement  total 
(mf  — mfo)  de  la  quantité  de  mouvement  du  mobile  pen- 
dant un  temps  fini  quelconque  t^  est  égal  à  l'impulsion  de 
la  force  F,  pendant  ce  temps  /. 

Si  l'on  considère  un  point  matériel  se  mouvant  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace,  et  qu'on  projette  son  mou- 
vement sur  une  droite  fixe,  on  peut  appliquer  au  mouvement 
projeté  ce  qui  vient  d'être  dit  d'un  mouvement  rectiligne. 
Ainsi  l'accroissement  qu'éprouve  la  quantité  de  mouvement 
projetée,  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  infini- 
ment petit  ou  fini,  est  toujours  égal  à  l'impulsion  de  la  force 
projetée  pendant  le  même  intervalle  de  temps.  Nous  enten- 
dons ici  par  quantité  de  mouvement  projetée ,  à  un  instant 
quelconque,  le  produit  de  la  masse  du  mobile  par  la  projec- 
tion de  la  vitesse  dont  il  est  animé  à  cet  instant. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  curviligne,  la  force  tangen- 
tielle  étant  désignée  par  Fi,  on  a  (§  110) 
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Cette  relation  nous  conduit  aux  deux  suivantes  : 

mdv  =  fidt,  nw  —  mvo^  f  ¥tdt. 

On  peut  donc  dire  encore,  dans  ce  cas,  que  l'accroissement 
de  la  quantité  de  mouvement  du  point  matériel ,  pendant  un 
temps  quelconque  infiniment  petit  ou  fini,  est  égal  à  Fimpul- 
sîon  de  la  force  tangentielle  pendant  ce  temps. 

Llntégrale  /  ¥dty  à  laquelle  nous  donnons  le  nom  d'im- 
pulsion de  la  force  F,  peut  se  calculer  rigoureusement ,  ou 
bien  se  déterminer  approximativement  à  Taide  des  méthodes 
de  quadrature ,  lorsque  la  force  F  est  connue  en  fonction  du 
temps  i.  Lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi ,  c'est-à-dire  lorsque  F 
est  donné  en  fonction  de  certaines  quantités  qui  sont  des 
fonctions  inconnues  du  temps  t ,  telles  que  la  vitesse  du  mo- 
bile, sa  distance  à  un  point  fixe,  etc.,  on  ne  peut  plus  trouver 

à  priori  la  valeur  de  l'intégrale  /  ¥dt  ;  ce  n'est  qu'après 

qu'on  aura  trouvé  les  lois  du  mouvement,  que  la  force  F  pour- 
ra être  exprimée  explicitement  en  fonction  de  i,  et  qu'on  sera 

en  mesure  de  calculer  l'intégrale  /  ¥dt  :  mais  cette  inté- 

tégrale  n'en  doit  pas  moins  être  considérée  tout  d'abord 
comme  ayant  une  valeur  entièrement  déterminée,  et  cela  lors 
même  que  des  difiicultés  d'analyse  s'opposeraient  à  ce  qu'on 
pût  arriver  à  en  effectuer  ultérieurement  le  calcul  complet. 

§  116.  Pour  arriver  à  un  autre  théorème  relatif  aux  quan- 
tités de  mouvement,  considérons  d'abord  un  mouvement  s'ef- 
fectuant  tout  entier  dans  un  plan.  L'accélération  totale  j, 

F 
dans  ce  mouvement,  est  constamment  égale  à  — ,  et  la  di- 

44 
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rection  de  cette  accélération  totale  est  la  même  que  celle  de 
la  force  F  qui  la  produit.  La  vitesse  acquise  par  le  point  ma- 
tériel, pendant  le  temps  dt,  étant  égale  à  jdt  (§  70),  aura 

F 
donc  pour  valeur  -^^  dt.  Cela  posé,  soit  MN,  fig.  57,  la  ligne 

qui  représente  la  vitesse  v  du  point 

matériel  à  la  fin  du  temps  t,  et  MP 

une  ligne  égale  et  parallèle  à  celle 

qui  représente  sa  vitesse  v'  k  la  An 

du  temps  t-^di  \  MQ,  égale  et 

p.    67.      parallèle  à  NP,  est  la  vitesse  ac- 

•n  quise  par  ce  point  pendant  le  temps 

4L  La  titetie  MP  ou  n'  est  la  résultante  des  vitesses  MN  ou  v 

F 

et  MQ  ou  —  di.  Or,  si  Ton  se  reporte  à  la  proposition  fon- 
wi 

damentale  de  la  théorie  des  moments  des  forces  agissant 
•vr  un  môme  point  (§  101),  et  si  Ton  observe  que,  la  com- 
position des  vitesses  s'effectuant  absolument  de  la  même 
manière  que  la  composition  des  forces,  la  même  proposition 
fondamentale  peut  s'appliquer  aux  vitesses  simultanées  d'un 
point  et  à  leur  résultante,  on  pourra  énoncer  le  théorème 
suivant  :  le  moment  de  la  vitesse  résultante  v'j  par  rapport 
à  an  point  quelconque  0  du  plan  dans  lequel  s'effectue  le 
mouvement ,  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  vitesses 

F 

r  et  —  dt^  par  rapport  à  ce  point.  Nous  nommonS|  bien  en- 
ut 

tendu,  moment  d*une  vitesse  par  rapport  au  point  0,  le  pro* 
duit  de  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  0  à  sa  direc- 
tion. Ainsi,  en  désignant  par  j»^  p\  p",  les  distances  du  point 
0  aux  directions  des  lignes  MN,  MP,  MQ^  nous  aurons 

F 
tfp*  «  W  H di,  p". 

On  en  déduit 
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mv' .p'  —  mv.p  =  tdt.  p'\ 

ëqnation  qui  exprime  que  l'accroissement  du  moment  de  la 
quantité  de  mouvement  du  point  matériel  par  rapport  au 
point  0,  pendant  le  temps  de,  est  égal  au  moment  de  l'im- 
pulsion élémentaire  de  la  force  F,  pendant  ce  temps  dt,  pris 
par  rapport  au  même  point  0.  Nous  désignons  encore  ici 
sous  les  noms  de  moment  de  la  quantité  de  mouvement  mv, 
moment  de  l'impulsion  élémentaire  ¥di,  par  rapport  au 
point  O^  les  produits  de  mv  et  de  tdt  par  les  distances  du 
point  0  aux  directions  de  la  vitesse  v  et  de  la  force  F.  Enfin, 
si  nous  ajoutons  membre  à  membre  les  équations  auxquelles 
cet  énoncé  correspond,  et  qui  se  rapportent  à  une  série  d'é** 
léments  successifs  du  temps ,  nous  arriverons  au  théorème 
suivant  : 

L'accroissement  total  qu'éprouve  le  moment  de  la  quan^ 
tité  de  mouvement  du  point  matériel  par  rapport  à  un  point 
du  plan  de  sa  trajectoire,  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque,  est  égal  à  la  somme  des  moments,  par  rapport 
à  ce  point,  des  impulsions  élémentaires  de  la  force  corres^ 
pondant  aux  divers  éléments  de  ce  temps. 

Ce  théorème,  qui  vient  d'être  établi  pour  le  cas  où  un 
point  matériel  se  meut  dans  un  plan,  convient  évidemment 
à  la  projection  d'un  mouvement  quelconque  sur  un  plan  fixe. 
On  peut  donc  dire  que,  de  quelque  manière  qu'un  point  ma- 
tériel se  meuve  dans  l'espace  sous  l'action  d'une  force ,  si 
l'on  projette  son  mouvement  sur  un  plan  fixe,  l'accroisse- 
ment total  qu'éprouve  le  moment  de  la  quantité  de  mouve» 
ment  projetée  par  rapport  à  un  point  du  plan  de  projection, 
pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments, par  rapport  à  ce  point,  des  impulsions  élémentaires 
de  la  force  projetée  correspondant  aux  divers  éléments  de 
ce  temps. 
§115.  Théorème  4 e«  ut res*-*-  Dans  le  cas  d'un  mouvemen  t 
44. 
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qui  s'effectue  tout  entier  dans  un  plan,  si  la  direction  de  la  force 

F  passe  constamment  par  un  point  0  de  ce  plan,  le  moment 

de  l'impulsion  élémentaire  F  dt  de  la  force  F  par  rapport  à 

ce  point  0  sera  toujours  nul  :  donc,  d'après  le  théorème  du 

§  li/!t,  le  momept  mv.p  de  la  quantité  de  mouvement  du 

mobile  par  rapport  à  ce  point  0  ne  changera  pas  de  valeur 

avec  le  temps.  La  quantité  {  vdt.  p,  que  l'on  obtient  en  mul- 

dt 
tipliant  mv.  p  par  — ,  ne  variera  donc  pas  non  plus,  si  l'on 

regarde  di  comme  constant.  Mais  cette  quantité  l  vdt,  p 
est  précisément  la  mesure  de  la  surface  du  triangle  formé 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  0  aux  deux  positions 
que  le  mobile  occupe  à  la  fin  du  temps  /  et  à  la  fin  du  temps 
/  +  dt,  et  par  l'élément  vdt  de  trajectoire  compris  entre  ces 
deux  positions;  donc  les  aires  décrites,  pendant  des  élé- 
ments de  temps  successifs  et  égaux,  par  le  rayon  vecteur 
qui  joint  le  mobile  au  point  0,  sont  égales  entre  elles.  On 
en  conclut  que  l'aire  totale  décrite  par  ce  rayon  vecteur  pen- 
dant un  temps  quelconque  est  proportionnelle  à  ce  temps. 
C'est  dans  cette  proposition  que  consiste  le  théorème  des 
aires. 

Ce  théorème  ne  suppose  rien  sur  la  manière  dont  la  gran- 
deur de  la  force  appliquée  au  mobile  varie  avec  le  temps  : 
la  condition  que  la  direction  de  cette  force  passe  toujours 
par  un  même  point  du  plan  dans  lequel  le  mobile  se  déplace 
est  seule  nécessaire  pour  que  le  théorème  ait  lieu.  Si  cette 
condition  est  remplie,  peu  importe  que  la  force  varie  d'une 
manière  continue  ou  discontinue ,  qu'elle  agisse  toujours 
dans  le  même  sens,  ou  qu'elle  change  brusquement  de  sens, 
les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  le  point  mo- 
bile au  point  par  lequel  passe  constamment  la  direction  de 
la  force,  sont  toujours  proportionnelles  aux  temps  employés 
à  les  décrire. 

Il  est  aisé  devoir  que,  réciproquement,  si  le  mouvement 


i 


r 
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d'un  point  matériel  s'effectue  dans  un  plan,  dételle  manière 
que  le  rayon  vecteur,  qui  joint  ce  point  mobile  à  un  point 
fixe  0  du  plan,  décrive  des  aires  proportionnelles  aux  temps 
employés  à  les  décrire,  la  force  qui  agit  sur  le  point  maté- 
riel reste  toujours  dirigée  vers  ce  point  0.  En  effet,  s'il  en 
était  autrement,  le  moment  de  l'impulsion  élémentaire  de 
cette  force,  par  rapport  au  point  0,  ne  serait  pas  constam- 
ment nul  ;  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  du  mo- 
bile par  rapport  au  même  point  0,  changerait  donc  de  va- 
leur avec  le  temps  (§  ll/i);  et  par  suite  l'aire  élémentaire 
i  rdt,  p,  qu'on  obtient  en  multipliant  le  moment  mv,  p  de 

la  quantité  de  mouvement  par  r — ,  varierait  d  un  instant  a 

2in 

un  autre,  pour  une  même  valeur  de  dt,  ce  qui  est  contraire 

S  l'hypothèse. 

Si  Ton  considère  le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace, 
et  qu'on  projette  ce  mouvement  sur  un  plan  fixe,  tout  ce  qui 
vient  d^être  dit  peut  s'appliquer  au  mouvement  projeté.  Le 
théorème  des  aires  a  lieu  pour  ce  mouvement  projeté,  si  la 
projection  de  la  force  est  constamment  dirigée  vers  un 
même  point  0  du  plan  de  projection,  c'est-à-dire  si  la  force 
appliquée  au  point  mobile  dans  l'espace  se  trouve  à  chaque 
instant  dans  un  plan  passant  par  une  parallèle  aux  lignes 
projetantes  menée  par  le  point  0.  . 

§  116.  Théorème  dies  forées  vives.  —  Reprenons  la 

relation 

dv      _, 
m  -T-  =  Fi 
dt 

dans  laquelle  Fi  désigne  la  composante  tangentielle  de  la 
force  F  appliquée  au  point  matériel  de  masse  tn.  Si  nous  mul- 
tiplions le  second  membre  par  le  chemin  ds  que  le  mo- 
bile parcourt  sur  sa  trajectoire  pendant  le  temps  dt,  et  le 
premier  membre  par  la  quantité  égale  vdt,  nous  trouverons 

mvdv  =  Fi  dsy 
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d'où  I  en  intégrant  entre  des  limites  correspondant  à  deux 
positions  particulières  du  mobile , 


mv^  —  mvo^ 


Vo  est  la  vitesse  dont  le  mobile  est  animé  lorsqu'il  occupe 
la  position  pour  laquelle  Tare  «  de  sa  trsgectoire  qui  le  sé- 
pare d'un  point  fixe  a  pour  valeur  ««. 

Le  produit  mv^  de  la  masse  d'un  point  matériel  par  le 
carré  de  sa  vitesse,  se  nomme  la  force  vive  de  ce  point. 

L'intégrale  /  Fi  de,  dans  laquelle  entre  la  force  Fi  projec- 

tlon  de  la  force  F  sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  se  nomme 
le  travail  de  la  force  F  pendant  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploie à  passer  de  l'une  à  l'autre  des  deux  positions  corres^ 
pondant  aux  deux  limites  de  cette  intégrale.  L'élément 
Fi  de  de  cette  intégrale  est  le  travail  élémentaire  de  la 
force  F  pendant  l'élément  de  temps  dt. 

A  l'aide  de  ces  définitions ,  nous  pouvons  énoncer  de  la 
manière  suivante  le  théorème  auquel  coirespond  l'équation 
ci-dessus  :  l'accroissement  de  la  force  vive  d'un  point  maté- 
riel, en  mouvement  sous  l'action  d'une  force  F,  pendant  un 
intervalle  de  temps  quelconque ,  est  égal  au  double  du  tra- 
vail de  la  force  F  pendant  ce  temps.  C'est  en  cela  que  con- 
iiste  le  théorème  dee  forces  vives,  dans  le  cas  du  mouve- 
ment d'un  point  matériel. 

Ce  que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  §  113,  relativement  à 
l'intégrale  qui  représente  l'impulsion  de  la  force  appliquée 
à  un  point  matériel,  peut  s'appliquer  à  la  nouvelle  intégrale 
que  nous  venons  de  considérer  et  qui  représente  le  travail 
de  la  force.  Dans  le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis 
à  l'action  d'une  force  quelconque,  cette  intégrale,  prise 
entre  deux  positions  quelconques  du  mobile  sur  sa  trajec- 
toire, a  une  valeur  entièrement  déterminée,  quelles  que 
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soient  d'ailleurs  les  difficultés  qui  puissent  se  présenter  lors- 
qu'on cherche  à  en  effectoer  le  calcul. 

§  117.  Travail  à€ë  forces.  —  Au  point  de  vue  de  la  dé- 
termination des  lois  du  mouvement  d'un  point  matériel  sous 
Faction  d'une  force  donnée  F,  dont  la  composante  tangen- 
tielle  est  Fiy  la  relation 

mv  —  mt?o=/  Ficfe 

trouvée  dans  le  §  113,  et  la  relation 

à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  (§  116),  ont  le  même 
degré  d'importance.  L'une  et  l'autre  peuvent  également 
servir  à  faire  connaître  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  vitesse 
du  mobile  sur  sa  trajectoire;  on  sera  guidé  dans  chaque  cas 
particulier,  pour  prendre,  une  de  ces  deux  relations  de  pré- 
férence à  l'autre,  par  la  facilité  plus  ou  moins  grande  que 
l'on  trouvera  à  calculer  Tune  ou  l'autre  des  intégrales  qui  y 
entrent 

Mais,  dans  les  applications  de  la  Mécanique  aux  machi- 
nes, il  n'en  est  plus  de  même.  La  seconde  des  deux  relations 
dont  il  s'agit  acquiert  une  Importance  beaucoup  plus  grande 
que  la  première.  Cela  tient  à  ce  que  le  travail  de  la  force  F, 
représenté  par  l'intégrale  qui  entre  dans  cette  seconde  rela- 
tion, joue  un  très-grand  rôle  dans  ce  genre  d'applications, 
ainsi  que  nous  l'expliquerons  plus  tard.  Nous  allons  établir 
dès  maintenant,  sur  le  travail  des  forces,  certaines  proposi- 
tions qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Noue  avons  donné  le  nom  de  travail  élémentaire  de  la 
force  F  au  produit  Vids  de  la  force  tangentielle  Fi  par  Télé- 
mentde  trajectoire  de.  Si  a  est  l'angle  compris  entre  la  direc- 
tion de  la  force  F  et  celle  de  la  tangente  à  la  trajectoire,  au 
point  M  où  se  trouve  le  mobile,  fig.  58,  on  a 


i 
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F|  =  Fcosa; 

et  si  l'on  a  soin  de  prendre  toujours  pour  a  l'angle  formé  par 

la  partie  MT  de  la  tangente  qui  est 
dirigée  dans  le  sens  du  mouvement, 
avec  la  droite  M  A  menée  dans  la 
direction  de  la  force  F,  à  partir  du 
point  M,  et  dans  le  sens  dans  lequel 
la  force  agit ,  le  signe  de  la  valeur 
"^'K  **  F  cosa  que  nous  venons  d'assigner 

à  la  force  tangentielle  Fi  sera  toujours  le  même  que  celui 

dv 
qui  résulte  de  l'autre  expression  m  ^  de  cette  force  tan- 
gentielle :  la  force  Fi  sera  positive  ou  négative ,  suivant 
que  l'angle  a  sera  aigu  ou  obtus ,  c'est-à-dire  suivant  que 
cette  composante  F i  de  la  force  F  sera  dirigée  dans  le  sens 
du  mouvement  ou  en  sens  contraire.  Cela  posé,  on  aura, 
pour  le  travail  élémentaire  de  la  force  F,  la  valeur  suivante  : 

Fi  (fa  =:  Fcosa.(^. 

Ce  travail  élémentaire  est  donc  le  produit  de  l'élément  dt  de 
la  trajectoire  par  la  projection  Fcosa  de  la  force  F  sur  la 
direction  de  cet  élément  ^  ou  bien  encore,  c'est  le  produit  de 
la  force  F  par  la  projection  co%  a.ds  de  l'élément  de  trajec- 
toire sur  la  direction  de  la  force.  Cette  seconde  manière 
d'envisager  le  travail  élémentaire  de  la  force  F  est  celle  dont 
nous  ferons  le  plus  d'usage.  La  projection  cosa.^  de  l'élé- 
ment de  sur  la  direction  de  la  force  est  ce  qu'on  nomme  le 
chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  force , 
estimé  suivant  sa  direction.  Le  travail  élémentaire  de  la 
force  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  cette  projection  de 
de  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  force  F  ou  en  sens  contraire; 
parce  que,Mans  le  premier  cas,  l'angle  a  est  aigu,  et,  dans 
le  second  cas,  il  e^t  obtus.  Loi'sque  l'angle  a  est  droit,  le  tra- 
vail élémentaire  de  la  force  F  est  nul. 
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Dsuis  les  applications  de  la  Mécanique  aux  machines,  on 
donne  habitaellement  le  nom  de  travail  moteur  à  un  tra- 
vail positif,  et  de  travail  résistant  à  un  travail  négatif. 

Considérons  plusieurs  forces  appliquées  à  un  même  point 
matériel)  ainsi  que  la  résultante  de  ces  forces.  Si  le  point 
sur  lequel  eUes  agissent  se  déplace  d*une  quantité  infini- 
ment petite  e ,  suivant  une  direction  quelconque ,  cha- 
cune d'elles  donnera  lieu  à  un  travail  élémentaire  qu'on 
obtiendra  en  multipliant  e  par  la  projection  de  la  force  sur 
la  direction  de  ce  déplacement.  Mais  nous  savons  que  la 
projection  de  la  résultante  sur  cette  direction  est  égale  à  la 
somme  des  projections  des  composantes  sur  la  même  direc- 
tion (§  100)  :  donCtSi  Ton  multiplie  ces  diverses  projections 
de  la  résultante  et  des  composantes  par  le  déplacement  e , 
on  trouvera  que  le  travail  élémentaire  de  la  résultante  est 
égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  des  composantes. 

§  118.  Le  travail  total  d'une  force,  pendant  que  le  point 
sur  lequel  elle  agit  parcourt  un  arc  quelconque  de  sa  tra- 
jectoire, est  égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de 
cette  forc«  correspondant  aux  divers  éléments  dont  se  corn* 
pose  le  chemin  parcouru  par  le  point  mobile. 

Si  une  force  constante  F  agit  sur  un  point  matériel  en 
mouvement,  et  est  toujours  dirigée  suivant  la  tangente  à  la 
trajectoire  de  ce  point,  son  travail  él^entaire,  correspon- 
dant à  nn  élément  de  temps  quelconque ,  aura  pour  valeur 
Fiif;  et,  par  suite,  le  travail  total  de  cette  force,  pendant  un 
temps  quelconque,  sera  égal  au  produit  de  la  force  F  par  la 
longueur  de  l'arc  décrit  par  le  mobile  pendant  ce  temps.  Le 
travail  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  force  agira  dans 
le  sens  du  mouvement  ou  en  sens  contraire. 

Si  une  force  constante  F,  appliquée  à  un  point  matériel 
en  mouvement,  agit  toujours  parallèlement  à  une  même 
droite  fixe ,  son  travail  élémentaire  pendant  que  le  mobile 
parcoiut  un  élément  de  de  sa  trajectoire,  sera  égal  au  pro- 
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dait  de  la  force  F  par  la  projection  de  ds  sur  la  droite  fixe  : 
le  travail  total  de  cette  force ,  pendant  que  le  mobile  par- 
court un  arc  quelconque  de  sa  trajectoire,  sera  donc  égal  au 
produit  de  la  force  F  par  la  projection  de  cet  arc  total  sur 
la  droite  fixe.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  le  travail  total  de  la 
force  F  restera  le  même,  de  quelque  manière  qne  le  point 
mobile  aille  d'un  point  déterminé  de  l'espace  à  un  autre  point 
aussi  déterminé,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
trajectoire  qu'il  décrira  entre  ces  deux  points.  Lorsqu'un 
point  matériel  pesant  se  déplace  d'une  manière  quelconque, 
le  travail  développé  pendant  un  certain  temps ,  par  la  force 
de  la  pesanteur  qui  agit  sur  ce  point,  s'obtient  en  multipliant 
cette  force,  c'est-à-dire  le  poids  du  point  matériel,  par  la  dis- 
tance des  plans  horizontaux  menés  par  les  positions  qu'il 
occupe  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intervalle  de  temps 
que  l'on  considère. 

En  général ,  la  détermination  du  travail  d'une  force  cor- 
respondant à  un  déplacement  fini  de  son  point  d'application, 
ne  s'effectuera  pas  aussi  simplement  que  dans  les  deux  cas 
particuliers  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  On  trouvera 
la  valeur  de  l'intégrale  définie  qui  représente  ce  travail,  soit 
en  cherchant  l'intégrale  indéfinie  de  l'expression  F  co^  et .  dsj 
pour  y  substituer  ensuite  les  limites  entre  lesquelles  on  veut 
en  trouver  la  valeur,  soit  en  se  servant  des  méthodes  de  qua- 
drature approximatives. 

Si  plusieurs  forces  agissent  simultanément  sur  un  même 
point  matériel  en  mouvement,  le  travail  de  la  résultante  de 
ces  forces ,  pendant  un  temps  quelconque ,  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  des  composantes  ^  puisque  cette  égalité 
a  lieu  pour  chacun  des  éléments  dont  se  compose  le  dépla- 
cement total  du  point  soumis  à  l'action  des  forces  (§  117). 

Un  travail ,  défini  comme  nous  l'avons  fait,  est  le  produit 
d'une  force  par  une  longueur.  Si  nous  prenons  le  kilogramme 
pour  unité  de  force,  et  le  mètre  pour  unité  de  longueur, 


r 


ÉQ.   ET  MOUT.    ll'UN  POINT  MATiRIEL  LIBRE.  171 

ranité  de  travail  sera  entièrement  déterminée  ;  ce  sera  le 
travail  développé  par  une  force  constante  de  1  kilogramme, 
lorsque  son  point  d*applicatîon  se  déplace  de  1  mètre  sui- 
Tant  sa  direction  :  cette  unité  de  travail  se  nomme  kilo- 
grammètre, 

%  119.  Cm%  lyirtlenller  du  thé^rèm^  des  forées  vives. 
—Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  rectangulaires  d*un  point 
mobile  à  un  instant  quelconque;  et  X,  Y,  Z,  les  forces  pa- 
rallèles aux  axes  coordonnés,  dans  lesquelles  se  décompose 
la  force  F  appliquée  à  ce  point.  Le  travail  élémentaire  de  la 
force  F,  correspondant  au  déplacement  infiniment  petit  d$ 
du  point  sur  lequel  elle  agit,  est  égal  à  la  tomme  des  tra* 
Taux  élémentaires  de  ses  composantes  X,  Y,  Z  (§  117). 
Mais  le  travail  élémentaire  de  la  force  X  s'obtient  en  multi- 
pliant cette  force  par  la  projection  de  d*  sur  sa  direction, 
projection  qui  n'est  autre  chose  que  dx  ;  et  il  en  est  de  mémo 
des  travaux  élémentaires  des  forces  Y,  Z,  qu'on  trouve  en 
maitipliant  respectivement  ces  forces  par  dy  et  dz  :  donc  le 
travail  élémentaire  de  la  force  F  a  pour  valeur 

X(fcr  +  Yrfy  +  Zrf^. 

Ainsi  l'équation  des  forces  vives,  trouvée  dans  le  §  116, 
peut  toujours  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

mr*— m»o»  =  2 /  (X rfx 4- Ydy  +  Z ((«), 

Hotégrale  du  second  membre  étant  supposée  prise  entre  les 
limites  correspondant  aux  positions  du  mobile  pour  les- 
quelles sa  vitesse  a  les  valeurs  Vo  et  v. 

Cela  posé,  admettons  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  de  la 
force  F  soient  des  fonctions  counues  des  coordonnées  x^  y, 
i  du  mobile,  et  que  la  quantité 

Xitr  +  Yrfy  +  Zrfî 

soit  la  difTérentielle  exacte  dJHiie  certaine  fonction  de  ces 


coordonnée»,  que  nous  désignons  par 


172  LIVRE  II. —  DYNAMIQUE.    PREMIÈRE    PARTIE. 

Soient  Xoy  yoj  Zo  les  valeurs  de  x,  y,  z,  correspondant  à 
la  position  qu'occupe  le  point  mobile  lorsque  sa  vitesse  est 
v^y.  Dans  Thypothèse  où  nous  nous  plaçons,  réquatiou  des 
des  forces  vives  devient 

mv^  —  mvo^  =  2  [f(x, y,  z)  — /  (xo,  y„  Zo)  ]. 

Si  nous  considérons  l'équation 

C  étant  une  constante  quelconque,  nous  voyons  que,  pour 
chaque  valeur  attribuée  à  C,  cette  équation  représente  une 
surface.  Les  diverses  surfaces  que  Ton  obtient  ainsi,  en  don* 
nant  à  C  autant  de  valeurs  différentes  qu'on  voudra,  se  nom- 
ment surfaces  de  niveau  (nous  verrons  plus  tard  d'où  vient 
cette  dénomination).  L'équation  des  forces  vives  montre 
que,  si  le  point  mobile  traverse  plusieurs  fois  une  même  sur- 
face de  niveau,  il  se  trouvera  chaque  fois  animé  de  la  même 
vitesse,  puisque,  pour  tous  les  poiuts  d'une  pareille  surface, 
/  (^>  y>  ^)  A  Isi  même  valeur.  Il  faut  dire  cependant  que  ce 
résultat  est  sujet  à  quelques  exceptions,  qui  se  présentent 
lorsque  les  diverses  surfaces  de  niveau  se  coupent  mutuel- 
lement, et  auxquelles  nous  ne  nous  arrêterons  pas  (*). 

L'équation  différentielle  d'une  quelconque  des  surfaces  de 
niveau  est 

Xda?-f-Yrfy  +  Zfib=o. 

Cette  équation  montre  que,  dans  chacune  des  positions 
qu'occupe  successivement  le  point  mobile,  la  force  F  à  la- 
quelle il  est  soumis,  est  dirigée  normalement  à  la  surface 
de  niveau  qui  passe  par  ce  point  :  car  dx,  dy,  dz  sont  pro- 
portionnels aux  cosinus  des  angles  qu'un  élément  rectiligne 

(*)  Voir  sur  ce  sujet  un  mëmoiMl^de  M.  J.  Bertrand,  inséré  dans  le 
Tingi-huitième  cahier  du  Journal  de  l'École  Poliftechniquc, 
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quelconque  tracé  sur  la  surface,  à  partir  de  ce  point,  fait 
avec  les  trois  axes  coordonnés,  et  X,  Y,  Z  sont  également 
proporrionnels  aux  cosinus  des  angles  que  la  force  F  fait 
avec  ces  axes. 

Considérons    maintenant    deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voi- 
sines MN,  M'N',  fig.  59,  et  sup- 
posons que  le  point  mobile  vienne 
successivement  les  traverser  plu- 
sieurs fois  chacune  pendant  la  du- 
rée de  son  mouvement.  Toutes  les 
fois  que  ce  point  se  retrouvera  sur  la  surface  MN,  il  y  aura 
me  même  vitesse,  et  il  en  sera  de  même  toutes  les  fois  qu'il 
viendra  se  placer  sur  la,^urface  M'N'  :  sa  force  vive  variera 
donc  toujours  de  la  même  quantité,  chaque  fois  quil  passera 
de  la  première  surface  à  la  seconde,  et  par  conséquent  le 
travail  de  la  force  F  pendant  ce  déplacement  infiniment 
petit  aura  toujours  la  même  valeur.  Mais  lorsque  le  point 
mobile  va  de  a  en  h,  le  travail  élémentaire  de  F  est  égal  à 
t  Xacy  ae  étant  la  projection  de  ab  sur  la  direction  de  la 
force  F  qui  est  normale  à  la  surface  MN,  et  par  conséquent 
mesurant  la  distance  des  deux  surfaces  MN,  M'N',  au  point 
a.  On  voit  par  là  que  les  diverses  valeurs  delà  force  F,  lorsque 
le  point  mobile  passe  de  la  surface  MN  à  la  surface  M'N', 
sont  inversement  proportionnelles  aux  distances  normales 
ae  des  deux  surfaces,  aux  points  où  s'effectuent  ces  passages. 
§  120.  La  condition  que  Xdx+Ydy-{-Zdz  soit  une  dif- 
férentielle exacte,  se  trouve  remplie  dans  le  cas  où  la  force 
F  qui  agit  sur  le  mobile  est  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Si  Ton  choisit  les  axes  coordonnés  de  manière  que 
Taxe  des  z  soit  parallèle  à  la  direction  de  la  force  F,  X  et  Y 
seront  nuls,  et  Z  sera  égal  à  F;  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  se  ré- 
duira donc  à  ¥dz,  et  Téquation  des  surfaces  de  niveau  sera 

F2  =  C: 
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ces  surfaces  seront  donc  des  plans  parallèles  entre  eux  et 
perpendiculaires  à  la  direction  constante  de  la  force  F.  On 
en  trouve  une  application  dans  le  mouvement  d'un  corps 
soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  lorsque  ce  mouve- 
ment s'effectue  dans  un  espace  assez  restreint  pour  que  cette 
action  de  la  pesanteur  puisse  être  regardée  comme  ayant 
partout  la  même  grandeur  et  la  même  direction  :  dans  ce 
cas  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux. 

Considérons  encore  le  cas  où  la  force  F, 
appliquée  à  un  point  matériel  en  mouve- 
ment, est  constamment  dirigée  vers  un  point 
fixe  0,  fig.  60,  et  où  la  grandeur  de  cette 
force  dépend  uniquement  de  la  distance  OM 
ou  r  du  mobile  M  à  ce  point  fixe^  en  iM>rte 
Fig.  M.     qu'on  a 

Le  travail  élémentaire  \dx-\-\dy  +  Zdz  Aç^  la  force  F, 
pendant  que  le  mobile  va  de  M  eu  M',  est  égal  à  F  x  MN, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

/  (r)  dr. 

Cette  quantité  étant  toujours  la  différentielle  d'une  certaine 
fonction  de  r,  et  r  dépendant  de  x,  y,  z,  en  vertu  de  la  re- 
lation 

il  s'ensuit  que,  dans  le  cas  dont  îi  s'agit,  X  e/j?  +  Y  dy-\-ld: 
est  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonction  de  x,  y,  z. 
Dans  ce  cas,  les  surfaces  de  niveau  sont  évidemment  des 
surfaces  sphériques  ayant  toutes  le  point  0  pour  centre. 

§  121.  Equatlonn  dlfl^rentielleB  dia  m^UTeiiieiit  d^tts 
point  matériel.  —  Si  l'on  rapporte  le  mouvement  d'un 
point  matériel  à  im  système  d'axes  coordonnés  rcctîligncs, 
rectangulaires  ou  obliques,  ce  mouvement  est  complètement 
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ooimu  lorsque  Ton  connaît  ses  projections  sur  chacun  des 
axes  coordonnés.  Or,  nous  savons  que  chacun  de  ces  mou- 
vements projetés  est  précisément  le  mouvement  rectiligne 
que  prendrait  un  point  matériel  de  même  masse  que  celui 
dont  il  s'agit,  s'il  était  soumis  à  l'action  de  la  force  projetée, 
et  s'il  avait  reçu  une  vitesse  initiale  égale  à  la  projection  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile  de  l'espace  (§  112).  Soient  donc 
m  la  masse  du  point  matériel  dont  on  veut  étudier  le  mou- 
vement, X,  y,  z,  les  trois  coordonnées  de  ce  point  à  un  ins- 
tant quelconque,  et  X,  Y,  Z,  les  forces  parallèles  aux  axes 
suivant  lesquelles  se  décompose  la  force  F  appliquée  au 
mobile.  Les  équations  différentielles  des  mouvements  proje- 
tés sur  les  trois  axes  seront  (§  105). 

d'oc 

m  -rrr  ^  A, 

•    <^y  _V 

d}z 

Ces  trois  équations  sont  désignées  collectivement  sous  le 
nom  d'équations  différentielles  du  mouvement  du  point  ma- 
tériel. Si  Ton  parvient  à  les  intégrer  de  manière  à  en  déduire 
les  valeurs  de  x,  y,  z,  en  fonction  du  temps  t,  le  mouve- 
ment dn  mobile  se  trouve  complètement  connu.  L'intégra- 
tion de  ces  trois  équations  différentielles,  dont  chacune  est 
du  second  ordre,  introduit  six  constantes  arbitraires;  on 
détermine  ces  constantes  d'après  les  circonstances  initiales 
do  mouvement,  en  exprimant,  par  exemple,  que  les  coor- 

dx   dtt   dz 
données  ar^  y,  z  du  mobile,  et  les  projections  -i-,  ;^»  "7-  de 

ta  vitesse,  sont  égales  à  des  quantités  données,  lorsque  ^=o. 

Dans  le  cas  où  l'on  sait  à  priori  que  le  mouvement  du 

point  matériel  s'effectue  tout  entier  dans  un  plan ,  on  peut 
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rapporter  ce  mouvement  à  deux  axes  coordonnés  tracés  dans 
le  plan  dont  il  s'agit.  Alors  il  n'y  a  plus  que  deux  équations 
différentielles,  au  lieu  de  trois.  Si  l'on  désigne  par  x^  y,  les 
coordonnées  du  point  mobile,  et  par  X,  Y,  les  forces  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés  dans  lesquelles  se  décompose  la 
force  appliquée  à  ce  mobile,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  seront 

<Px 


m 


dt 


r  =  x, 


^y     V 

L'intégration  de  ces  deux  équations  introduira  quatre  cons- 
tantes, que  l'on  déterminera  également  d'après  les  circons- 
tances initiales  du  mouvement.  Nous  allons  en  voir  quelques 
exemples. 

§  122.  ESxeaiples  4e  aiemveBiealfi  ««rvUlg^nes.  — 
Mouvement  parabolique  des  corps  pesants.  Prenons  pour 
premier  exemple  le  mouvement  d'un  corps  pesant  qu'on  a 
lancé  suivant  une  direction  quelconque,  et  qui  se  meut  en- 
suite sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  supposée  constante 
en  grandeur  et  en  direction.  Nous  avons  déjà  vu  que,  dans 
de  pareilles  circonstances,  le  mobile  décrit  une  parabole 
(S  92);  mais  nous  allons  étudier  ce  mouvement  plus  en 
détail. 
Le  mouvement  s'effectue  évidemmept  tout  entier  dans  un 

plan  vertical 
passant  par  la 
direction  de 
la  vitesse  ini- 
tiale du  mo- 
bite(§  109); 
nous  pouvons 
donc  le  rap- 
portera deux  axes  tracés  dans  ce  plan.  Nous  prendrons  le 
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poiot  de  départ  O  da  mobile  pour  origine,  /t^.  61  ;  la  ver- 
ticale 0  Y  menée  par  ce  point,  pour  axe  des  y  ;  et  riiorizon- 
tale  OX  pour  axe  des  x.  Nous  supposerons ,  en  outre ,  que 
les  y  positifs  se  comptent  en  sens  contraire  du  sens  dans 
lequel  agit  la  pesanteur. 

La  force  qui  agit  sur  le  mobile  est  constamment  égaie  à 
mg  (§  98),  m  étant  sa  masse;  cette  force  est  toujours  diri- 
gée parallèlement  à  Taxe  OY,  et  en  sens  contraire  du  sens 
dans  lequel  se  comptent  les  y  positifs.  D'après  cela,  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  seront 

Désignons  par  Vo  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  par  0e  Tangle 
que  la  direction  OA  de  cette  vitesse  fait  avec  Taxe  des  x. 
Nous  devons  donner  aux  constantes  qui  seront  introduites 
par  rintégration  des  équations  précédentes ,  des  valeurs 
telles  que  Ton  ait 

dx  dy 

a?  =  o     ,    y  =  o    ,      —  =  r„C08a     ,     -^=r.sina, 

pour  /  =  o.  Les  intégrales  de  ces  deux  équations  différen- 
tielles sont  donc 

a;=:VoC08a.f        ,        y  =  r«8ina.  I— î^yr*. 

dx 
La  valeur  de  x  nous  montre  que  -j-  est  constamment  égal 

à  i7«  cosa  :  donc  la  projection  horizontale  de  la  vitesse  du 
mobile,  prise  à  un  instant  quelconque,  a  toujours  la  même 
valeur. 

Si  Ton  élimine  /  entre  les  deux  équations  qu*on  vient  de 
trouver,  on  obtient  Téquation  de  la  trajectoire,  qui  est 


"=""««•* -i^T^is; 


42 
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Ain»,  le  mobile  décrit  uae  parabole  du  second  degré,  dont 
Taxe  est  vertical,  et  qui  est  tangente  en  0  à  la  direction  O A 
de  la  vitesse  initiale. 

La  portée  OB  du  jet  s'obtient  en  faisant  y=o  dans  l'é* 
quation  de  la  trajectoire  ;  on  trouve  ainsi 

OB  =  2  — sinacosa  =  —  sin  2a. 
9  9 

Cette  portée  est  un  maximum,  pour  une  même  vitesse  ini- 
tiale Vo,  lorsque  Tangle  a.  est  de  ^5  degrés.  On  trouverait  de 
même  que  la  portée  OC  du  jet,  dans  une  direction  quel- 
conque OM,  est  un  maximum  pour  une  même  vitesse  ini- 
tiale Vo ,  lorsque  Tangle  A  0  M  est  la  moitié  de  l'angle  Y  0  M  ; 
pour  y  arriver,  il  suffit  de  prendre  les  lignes  OY,  OM  pour 
axes  coordonnés,  au  lieu  des  lignes  OY,  OX. 

L'ordonnée  DE  du  sommet  de  la  parabole  s'obtient  eu 
remplaçant  s  par  î  0  B  dans  l'équation  de  la  courbe  ;  cette 
ordonnée  a  pour  valeur 

DE  =  — sin^a. 
2y 

La  hauteur  du  jet,  qui  n'est  autre  chose  que  cette  ordon- 
née, est  un  maximum,  pour  une  même  valeur  de  Vo^  lorsque 
X  est  de  90  degrés,  c'est-à-dire  lorsque  la  vitesse  initiale 
est  dirigée  suivant  0  Y.  Cette  hauteur  maximum  du  jet  est 

égale  à  -^  j  elle  est  la  moitié  de  la  portée  maximum  -^ 

suivant  la  direction  horizontale  OX. 

Dans  un  jet  d'eau  en  forme  de  gerbe,  on  peut  regarder 
les  diverses  molécules  d'eau  comme  lancées  toutes  avec  une 
même  vitesse,  et  dans  des  directions  différentes  à  partir  d'un 
même  point.  Si  l'on  fait  abstraction  de  la  résistance  de  Tair, 
chaque  molécule  décrit  une  parabole,  conformément  à  ce 
que  nous  venons  de  dire.  Considérons  celles  de  ces  paraboles 
qui  sont  dans  un  même  plan  vertical  ;  elles  seront  toutes 
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reprësml^  par  rëqMtkm  eMMSua,  e»  y  ftiisaiit  sinpie- 
Méat  varier  l'anfle  m ,  pour  passer  de  l'une  à  l'autre.  Si  Ton 
cherche  Tenveloppe  de  toutes  oee  paraboles,  on  trouve  qu'elle 
a  pour  ëquatioD 

_  Vq*  ^  gx* 

c'est-à-dire  que  cette  enveloppe  est  une  parabole  dont  T^xe 
est  dirigé  suivant  0  Y,  dont  la  concavité  est  tournée  du  c6té 
des  y  négatifsi  et  dont  le  foyer  est  en  0  :  la  surface  à  laquelle 
9e  termine  Tensenible  de  la  gerbe  formée  des  divers  jets 
paraboliques,  est  donc  un  paraboloïde  de  révolution  ayant 
cette  parabole  pour  méridienne,  et  la  verticale  menée  par 
le  point  de  sortie  des  jets  pour  axe  de  figure.  Si  Ton  consi- 
dère toutes  les  molécules  liquides  qui  sont  lancées  à  un  même 
Instant  dans  des  directions  différentes,  leurs  positions,  au 
bout  d'un  temps  quelconque  /  compté  à  partir  du  comment 
cernent  de  leur  mouvement  parabolique,  seront  fournies  par 
les  équations 

x=^vocosa.t      t      y  =  roSina.r  —  ~gt^, 

dans  lesquelles  on  donnera  à  l'angle  a  les  diverses  valeurs 
correspondant  à  chacune  d'elles  ;  si  l'on  élimine  a  entre  ces 
équations,  on  trouve 

équation  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  Vo  t,  et  dont  le  centre, 
situé  sur  l'axe  des  y,  a  pour  ordonnée  — ig^^  :  donc  ces 
molécules,  lancées  à  un  même  instant,  restent  constamment 
sur  la  surface  d'une  sphère,  dont  le  rayon  croit  proportion- 
nellement au  temps,  et  dont  le  centre  s'abaisse  au-dessous 
de  Torigine  commune  des  divers  jets  paraboliques,  comme 
le  ferait  un  corps  pesant  qui  tomberait  de  ce  point  sans  vitesse 
initiale. 
§123.  Mouvement  d*un  point  matériel  attiré  verê 
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un  centre  fixe,  proportionnellement  à  sa  distance  à  ce 
centre.  — Ce  mouvement  s'effectue  tout  entier  dans  un  plan 
qui  passe  par  le  centre  d'attraction  et  par  la  direction  de 
la  vitesse  initiale  du  mobile  (§  109).  Nous  le  rapporterons 
donc  à  deux  axes  rectangulaires  dirigés  dans  ce  plan  ;  et 
nous  ferons  passer  ces  axes  par  le  centre  d'attraction  lui- 
même. 

Soient  m  la  masse  du  mobile,  x,  y  ses  coordonnées  à  un 
instant  quelconque,  et  r  sa  distance  à  l'origine  des  coordon- 
nées. La  force  qui  lui  est  appliquée,  et  qui  est  dirigée  vers 
cette  origine,  est  par  hypothèse  proportionnelle  à  r  :  nous 
la  représenterons  par 

k  étant  une  constante  que  l'on  détei*minera  facilement,  d'a- 
près la  grandeur  de  la  force  correspondant  à  une  valeur 
paniculière  de  la  distance  r.  Les  cosinus  des  angles  que  la 
direction  de  cette  force  fait  avec  les  axes  coordonnés  sont 
respectivement 


^ 


r 
ses  composantes  parallèles  ù  ces  axes  sont  donc 

en  tenant  compte  du  sens  dans  lequel  chacune  d'elles  agit. 
D'après  cela,  les  équations  différentielles  du  mouvement 
sont 

Chacune  de  ces  équations  différentielles  peut  s'intégrer 
indépendamment  de  l'autre.  Leurs  intégrales  sont 

a:  =  A  C08  kt-\-  B  sin  kt, 
y  =  C  ces  ^r  -H  D  sin  kt, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  arbitraires,  que  l'on  déter- 


v' 
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minera  diaprés  les  circonstances  initiales  du  mouvement. 
Soient  a,  b,  les  valeurs  initiales  de  x  et  y,  et  a',  h',  les  com-  ' 
posantes  de  la  vitesse  initiale  du  mobile  suivant  les  axes  coor- 
donnés. On  doit  avoir 

L  dx        ,  du      ,, 

x  =  a,  y  =  b,  ^  =  «.  ^=b, 

pour  1=0  :  ou  en  déduit 

I 

et  par  suite  les  équations  finies  du  mouvement  dont  on  s  oc- 
cape  sont 

x=:  acjo^kt  +  'T  v^nkt, 

u 

y^bcoBkt  +  'r%\n  kt. 

Si  Ton  résout  ces  deux  équations  par  rapport  à  sinA^  et 
cosA^^  et  qu'ensuite  on  égale  à  1  la  somme  des  carrés  des 
valeurs  ainsi  obtenues,  on  trouve 

équation  qui  représente  une  ellipse  ayant  son  centre  à  Tori- 
gine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  au  centre  d'attraction. 

Le  mouvement  que  nous  obtenons  ainsi  n'est  autre  chose 
que  le  mouvement  elliptique,  auquel  nous  avons  déjà  été 
conduits  en  projetant  un  mouvement  circulaire  et  uniforme 
sur  un  plan  quelconque  (§  77)  ;  ou  se  rappelle  qu'en  effet, 
dans  ce  mouvement  elliptique,  l'accélération  totale  est  cons- 
tamment dirigée  vei*s  le  centre  de  Tcllipse,  et  proportionnelle 
à  la  distance  du  point  mobile  à  ce  centre. 

§  124.  Mouvement  d'un  point  fnatértel,  sous  l'action 
d'une  farce  dirigée  vers  un  centre  fixe  et  variant  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  du  point  à  ce 
centre.  —  Ç^iouvement  s'effectue  encore  tout  entier  dans 
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un  plan  :  nous  le  rapporterons  donc  à  deux  axes  coordonnés 
rectangulaires  tracés  dans  ce  plan»  Nous  prendrons  égale* 
ment  le  centre  d*attraction  pour  origine  des  coordonnées. 

Si  nous  désignons  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  à  un  îm^ 
tant  quelconque  par 

m  fjL 

m  étant  la  masse  de  ce  mobile,  r  sa  distance  à  Torigine,  et 
/x  une  constante  qui  dépend  de  Tintensitë  de  la  force,  nous 
aurons 

nifjLX  ^  iiy 

pour  les  composantes  de  celte  force  suivant  les  axes  :  donc 
les  équations  différentielles  du  mouvement  seront 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  y,  et  la  se- 
conde par  Xi  puis  retranchons  la  première  de  la  seconde  : 
nous  trouverons 

équation  que  Ton  peut  intégrer  immédiatmient^  une  pre- 
mière foiSy  et  qui  donne 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Si  nous  passons  des  coor- 
données rectilignes  à  des  coordonnées  polaire^,  en  prenant 
Torigine  pour  pôle,  et  Taxe  des  x  pour  axe  polaire^  et  que 
nous  représentions  par  9  Tangle  que  le  rayon  vecteur  r  fait 
avec  l'axe  des  x,  la  relation  que  nous  venons  d'obtenir  de- 

■  «      « 

viendra 
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r«^=:Crfr.  (A) 

Nous  aurions  pu  récrire  immédiatement,  d'après  le  théo- 
rème des  aireà  (§115)  qui  est  applicable  ici,  car  elle  ex- 
prime que  r^  iM  ou  le  double  de  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  r  pendant  le  temps  dt,  est  proportionnel  à  ce 
temps. 

Multiplions  encore  la  première  des  deux  équations  (a) 
par  dx  et  la  seconde  par  dy^  puis  ajoutons-les  l'une  à  l'au- 
tre :  en  observant  que  l'on  a  y     ^'  d  C  " 

^  +  y*  =  r%^, 
et  par  conséquent  'Y  ^v  y   ^    '         i 

X  dx  +  y  dy^==^rdr, 
nous  trouverons  ainsi  /    .  *    ' 

dx  tPx  +  dy  d^y f*  -/ 

Mais,  en  désignant  la  vitesse  du  mobile  par  v,  on  a 

dx' 


f     I 


:^-{-dy^  _ds^_    i 
dt^        "dl^'^^' 


et  par  suite 


dx  d^x  +  dy  <Py 

5(5 


z=,vdo* 


L'équation  que  nous  venons  d^obtenir  se  réduit  donc  à 


V  dv^='  —  "  rfr  ; 


d'où  en  intégrant 


r«  =  i^ 


A, 


(^) 


h  étant  une  constante  arbitraire.  Nous  aurions  encore  pu 
écrire  immédiatement  cette  équation,  d'après  le  théorème 
des  forces  vives  (§§  116  et  120)  ;  en  effet,  si  nom  désij 


(.! 


/ 


./ 


184  LIVRE   II.  —  DYNAMIQUE.    PREMIÈRE   PARTIE. 

par  n  et  v»  les  valeurs  initiales  de  r  et  «?^  ce  théorème  nous 
donne 

équation  qui  revient  à  la  précédente,  en  posant 

Vo    —  — •  —  /*. 

Si  nous  observons  que  Ton  a 

v^  = , 

A*    .      ' 

nous  pourrons  écrire  Téquation  (o)  sous  la  fornue 

c/r* -h  r*  <iÔ*  _  2  jx       , 
rff*  r 

* 

En  éliminant  di  enti*e  cette  équation  et  Téquatiou  (A),  puis 
résolvant  par  rapport  à  dQ^  nous  trouverons 

Cdr 

r  Vr'A  +  2|xr  —  C 

relation  qui,  étant  intégrée,  nous  fournira  l'équation  de  la 
tragectoire  du  mobile. 

Pour  effectuer  l'intégration ,  remplaçons  les  constantes 
C,  h  par  d'autres  plus  commodes.  Si  nous  égalons  à  zéro  la 
quantité 

r*A  +  2/ir.-C*, 

nous  aurons  une  équation  du  second  degré  dont  les  deux 
racines  sont  réelles,  puisque  son  premier  membre  est  négatif 
pour-r  =  o,  et  qu'il  est  nécessairement  positif  pour  d'autres 
valeurs  de  r,  sans  quoi  le  rapport  dedB  ik  dr  ne  serait  jamais 
réel.  Désignons  donc  les  deux  racines  de  cette  équation  du 
second  degré  par 


fc 
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«{1-0, 

a(l+c), 

et  nous  aurons 

*=-v 

C=Vafi(l— e'). 

L*équation  (d)  devient  ainsi 

//n  -  .-- 

r 

t/        1     .             2 

i 

l 


d*où  l'on  tire  en  intégrant 

e  =  «  +  arcco8-(— î^ '  ""M» 

et  par  suite  » 

^ i i .  /^\ 

H-ecos(9 — a)  ^   ' 

Nous  voyons  d'après  cela  que  le  mobile  décrit  une  section 
coDîque  ayant  le  centre  d'attfliction  pour  un  de  ses  foyers. 
La  constante  e  n'est  autre  chose  que  l'excentricité  de  cette 
coari>e,  qui  sera  par  conséquent  une  ellipse,  une  hyperbole, 
ou  une  parabole,  suivant  qu'on  aura'^<l,.^>i,  ou  ez=i\ 
Dans  ce  dernier  cas,  la  constante  a  doit  recevoir  une  valeur 
uifinie,  de  manière  que  a(l — é^)  ait  une  valeur  finie  qui 
sera  le  paramètre  de  la  parabole.  Lorsque  e  n'est  pas  égal 
à  i,  a  est  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  ou  le  demi-axe 
trausverse  de  l'hyperbole. 

Pour  obtenir  la  loi  du  mouvement  du  mobile  le  long  de 
l'orbite  dont  nous  venbns  de  trouver  la  forme,  reprenons 
i  équation  (A)  qui  correspond  au  théorème  des  aires.  Si  nous 
y  remplaçons  i/O  par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  fournie  par 
réquation  (rf),  et  que  nous  introduisions  encore  les  cons- 
tantes a,  e,  à  la  place  des  constantes  C,  k,  nous  aurons 


V» 
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rdr 
dt:= 


v/-- 


r'+2ar  —  aa(l — e*) 
a 

Posons 

r  =  a  (1  —  ecos»),  (/) 

t^  étant  une  variable  auxiliaire,  et  la  valeur  de  dt  deviendra 

ay/a 
dt  =  -'-r=-(l«— ec08fi)dii; 

d'où  9  en  intégrant,  mettant  n  à  la  place  de  —s.^  et  dési- 

gnant  par  e  une  constante  arbitraire, 

m  -h  6  =  M  —  esînu.  {g) 

Cette  équation  (g)  permettra  de  trouver  u  en  fonction  de 
i,  et  par  suite  on  aura  la  valeur  de  r  au  moyen  de  l'équa- 
tion (/). 

Cherchons  à  reconnaître  comment  les  circonsUiQces  ini- 
tiales du  mouvement  influent  sur  la  nature  de  la  couri>e  dé- 
crite par  le  mobile.  D'après  les  relations  qui  existent  eou-c 
les  constantes  h,  C,  et  les  constantes  a>  e,  par  lesquelles  doms 
les  avons  remplacées,  on  a 


^v' 


C'A 

H--T* 

H- 


D'aillews,  noiis  avons  trouvé  pour  h  la  valeur 

2f» 


A  =  Vo* —  — . 


Il  s'ensuit  que  la  trajectoire  sera  une  branche  d'hyperbole 
si  l'on  a 


I  I       't 
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une  parabole,  si  l'on  a 
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et  une  ellipse,  si  l'on  a 


.»<^. 


Il  est  extrêmement  remarquable  que  la  nature  de  la  tra- 
jectoire décrite  se  trouve  eDtièremeDt  déterminée  par  la  con- 
naissance des  quantités  r«  et  n»  ^  ne  dépende  en  aucune 
manière  de  l'angle  que  la  vitesse  initiale  Vo  fait  avec  le  rayon 
vecteur  n. 

Nom  ttvoM  à  peiM  beMîn  d'i^ler  qUe^  si  on  p6iitt  ma- 
térid,  aoumis  à  l'action  d'une  force  dirigée  vers  aA  poiiH 
i&e,  décrit  une  section  conique  ayant  ce  point  fixe  pour 
fej^r»  k  force  dont  il  s'agit  varie  en  raison  inverse  du  carré 
de  kTdiBtaBce  du  point  matériel  au  point  ftxe« 


^ 


^ 


CHAPITRE  III. 


ÉQUILIBRE     ET    MOUVEMENT    D*UN     POINT    MATÉRIEL 

QUI  n'est  pas  libre. 


§  125.  €>  q«'«a  entoad  par  ■■  ]^IM.  MMlérlcl 
qmî  m'est  pas  IIIh^.  —  Il  arrive  souvent  que  les  circons- 
tances dans  lesquelles  se  trouve  un  corps  mobile  sont  telles 
qne,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  lui,  son 
mouvement  satisfait  toujours  à  ceitaines  conditions.  Ainsi, 
un  yragon,  posé  sur  une  voie  de  fer,  se  mouvra  toujo|irs  le 
long  de  cette  vote,  dans  un  sens  ou  dans  i*autre,  quelles  que 
soient  les  grandeurs  et  les  directions  des  forces  qu'on  lui 
appliquera,  pourvu  bien  entendu  qu*on  ne  dépasse  pas  cer- 
taines limites  ;  ainsi  une  balle  de  plomb,  suspendue  à  Tex- 
trémitc  d'un  fil  inextensible  dont  l'autre  extrémité  est  fixe, 
se  mouvra  toujours  de  telle  manière  que  son  cent^e  de  figure 
reste  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  le  point  d'attache  du 
fil  pour  centre,  quelles  que  soient  les  forces  qui  agiront  sur 
elle,  pourvu  que  ces  forces  ne  tendent  pas  à  la  rapprocher 
de  ce  point  d'attache  du  fil.  Dans  le  premier  de  ces  deux 
exemples,  le  mouvement  du  wagon  est  produit  à  la  fois  par 
les  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées  dans  les  diiïé- 
rentes  directions,  et  par  les  réactions  qu*il  éprouve  de  la 
part  des  rails  dans  les  divers  points  où  il  les  touche  ;  si  Ion 
réduit  le  wagon,  par  la  pensée,  ù  un  simple  point  matériel 
sur  lequel  agiraient  ces  divei'ses  forces,  on  trouvera  son 
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moavement  en  appliquant  les  théories  exposées  dans  le  cha- 
pitre précédent  :  senlement,  il  arrivera  que,  quelles  que 
soient  les  forces  directement  appliquées  à  ce  point  matériel , 
c'est-à-dire  autres  que  les  réactions  des  rails,  la  trajectoire 
qnll  décrira  sera  toujours  la  même,  parce  que  ces  réactions 
prendront  à  chaque  instant  des  grandeurs  et  des  directions 
telles  qu'il  en  soit  ainsi.  Dans  le  second  exemple,  la  balle  de 
plomb  se  meut  sous  les  actions  simultanées  des  forces  qui  lui 
sont  directement  appliquées,  et  de  la  réaction  qu'elle  éprouve 
de  la  part  du  fil  ;  cette  balle,  supposée  réduite  à  un  point 
matériel  sur  lequel  agiraient  toutes  les  forces  que  nous  ve- 
nons d'indiquer,  se  mouvra  conformément  à  la  théorie  expo- 
sée dans  le  chapitre  II  de  ce  livre  :  mais  il  arrivera  que, 
quelle  que  soit  la  résultante  des  forces  directement  appli- 
quées à  la  balle,  c'est-àniire  autres  que  la  réaction  qu'elle 
éprouve  de  la  part  du  fil ,  cette  réaction  prendra  toigours 
une  intensité  telle  que  la  balle  ne  quitte  pas  la  surface  sphé- 
rique  dont  nous  avons  parlé. 

Dans  de  pareils  cas,  toutes  les  forces  qui  agissent  réelle- 
ment sur  le  mobile,  et  qui  déterminent  les  diverses  circons- 
tances de  son  mouvement,  ne  peuvent  pas  être  données  à 
friori.  Les  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées,  et 
qui  tendent  à  le  faire  mouvoir  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
peuvent  seules  être  connues  .tout  d'abord  ;  quant  aux  réac- 
tions qu'il  éprouve  de  la  part  des  obstacles  qui  l'obligent  à 
se  mouvoir  de  telle  ou  telle  manière,  elles  se  développent  à 
chaque  instant,  et  prennent  les  grandeurs  et  les  directions 
convenables  pour  le  maintenir  sur  la  courbe  ou  sur  la  surface 
dont  la  présence  de  ces  obstacles  l'empêche  de  sortir.  La 
connaissance  de  ces  réactions,  qui  ne  peut  pas  être  fournie 
à  priori,  est  remplacée  par  la  connaissance  qu'on  a  tout 
d'abord  de  la  trajectoire  suivant  laquelle  le  mobile  se  déplace, 
ou  au  moins  d'une  surface  sur  laquelle  cette  trsyectoire  est 
nécessairement  située. 
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P©9t  ainsi  que,  dans  certains  eas,  on  eat  conduit  à  consi- 
dérer lin  point  matériel  comme  n'étant  pas  libre  de  céder 
complètement  à  l'action  des  forces  qu'on  lui  applique  pour 
le  ftiire  mouvoir^  on  regarde  ce  point  comme  a$9uj€iH  à 
r^ter  êuruM  €mÊrh0d9nnéê,  •u  mêrune  9urfaee  dûnnd9, 

suivant  les  circonstances.  C'esl  par  opposition  avec  cette 
manière  de  considérer  le  mouyem^t  d'un  point  matériel, 
que  nous  avons  caractérisé  Tobjet  du  chapitre  précédent,  en 
spécitant  dans  le  titre  de  ce  chapitre  qu'il  s'agissait  d*nn 
point  matériel  Uhre,  Mais  on  ne  devra  jamais  oublier  qu'un 
point^fliatériel  peut  toujours  être  regardé  comme  libre,  à  la 
condition  de  tenir  compte  de  toutes  les  forcée  qui  agissent 
sur  lui,  c'estÀ-^ire  des  forces  qui  tendent  à  le  ftiire  uaouvoir 
dans  diverses  dilations,  et  des  réactions  que  cette  tendance 
au  mouvement  peut  développer  de  la  part  de  certains  obs* 
tacles  qui  Tempéchent  de  céder  complètement  à  l'action  des 
premières  forces. 

S  126.  Équilibre  d'au  polat  naiérM  a«ni|etil  à 
reuter  mw  «ae  aewbe  ixe.  -^  Pour  nous  foire  une  idée 
nette  de  ce  que  nous  devons  eniendre  au  juste  par  un  point 
matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe,  concevons  un 
corps  solide  tel  qu'un  grain  de  chapelet  percé  dhine  ouver- 
ture dans  laquelle  passe  une  tige  rigide  contournée  suivant 
une  courbe  quelconque,  ou  bien  encore  une  bille  engagée 
dans  un  tube  également  contourné  suivant  une  pareille 
courbe.  Ces  deux  corps  peuvent  se  mouvoir,  le  premier  ea 
glissant  le  long  de  la  tige  qui  le  traverse ,  le  second  en  se 
transportant  successivement  en  divers  points  du  tube  dans 
lequel  il  est  contenu.  Si  l'on  foit  abstraction  des  dimensions 
transversales  de  la  tige  ou  du  tube,  et  qu'en  même  temps  on 
iréduise  par  la  pensée  le  corps  qui  ne  peut  que  glisser  le  long 
de  cette  tige  ou  de  ce  tube  à  un  simple  point  matériel,  on 
aura  précisément  ce  qu'on  nomme  un  point  matériel  assiyetti 
à  rester  sur  une  courbe  fixe. 
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Si  Vou  applique  au  grain  de  chapelet  ou  à  la  bille,  qoa 
noQ&  supposons  piimitivement  en  repos,  une  force  dont  la 
direction  soit  normale  à  la  tige  ou  au  tube,  il  est  clair  que 
cette  force  ue  mettra  pas  le  corps  eu  mouvement  :  régalité 
des  angles  que  la  force  fait  avec  la  direction  des  deux  seuls 
iiM)aYemenl&  que  le  corps  puisse  prendre,  suivant  qu'il  glis- 
serait dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé,  montre  que  œ 
corps  ne  se  mouvra  ni  d'uu  côté  ni  de  l'autre.  Dans  ce  cas, 
la  force  appliquée  au  corps  ne  fera  que  développer  une 
pression  de  ce  corps  sur  la  tige  ou  sur  le  tube,  et  il  en  résul- 
tera une  réaction  de  la  tige  ou  du  tube  sur  le  corps,  l'eue- 
lion  qui  sera  égale  et  contraire  à  la  pression  dont  nous  venons 
de  parler  :  le  corps  restera  en  repos,  malgré  Tactiou  de  la 
force  qui  lui  est  appliquée,  parce  que  la  réaction  de  la  tige 
ou  du  tube  sur  le  corps  fera  équilibre  à  cotte  force. 

Si  Ton  applique  au  corps  une  force  oblique  par  rapport  à 
la  direction  de  la  tige  ou  du  tube,  au  point  oii  il  se  trouve 
placé ,  on  pourra  remplacer  cette  force  par  deux  compo- 
santés,  dont  Tiine  ait  la  direction  même  du  mouvement 
que  le  corps  peut  prendre ,  et  Tautre  fasse  un  angle  droit 
avec  la  première.  La  seconde  composante  ne  peut  agir 
eu  aucune  manière  pour  produiit»  le  mouvement  du  corps, 
aiusi  que  nous  venons  de  l'expliquer.  Quant  à  la  première 
composante,  elle  fera  glisser  le  corps  le  long  de  la  lige  ou 
du  tube,  à  moins  qui)  ne  se  développe  comme  à  l'ordinaire 
une  résistance  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  froHevunê, 
et  que  celte  composante  ne  soit  pas  assez  grande  pour  la 
vaiucre.  Pour  simplifier,  ou  peut  bave  absu^action  de  cette 
résistanco,  et  regarder  le  corps  comme  pouvant  glisser  avec 
la  plus  grande  fiicilUé  le  long  de  la  tige  ou  du  tube  ;  en  soile 
qu'une  force,  quelque  petite  qu'elle  soit,  qui  agit  sur  le  corps 
suivant  la  direction  de  la  tige  ou  du  tube,  le  met  nécessai- 
rement en  mouvement.  Rien  n'empêchera  plus  tmxl  de  tenir 
compte  du  frottement,  que  nous  négligeons  ici^  en  le  consi- 
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dérant  comme  une  des  forces  qui  sont  directement  appli- 
quées  au  mobile  et  qui  tendent  à  le  mettre  en  mouvement. 

C'est  d'après  ces  idées  que  nous  regarderons  un  point 
matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  comme  ne 
pouvant  éprouver  de  la  part  de  cette  courbe  qu'une  réaction 
normale  à  sa  direction  ;  de  plus,  nous  admettrons  qu'il  en 
soit  ainsi,  soît  que  le  point  matériel  se  trouve  à  l'état  de  re- 
pos, soit  qu'au  contraire  il  se  meuve  le  long  de  la  courbe 
sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  directement  appliquées, 
et  en  vertu  de  la  vitesse  qui  a  pu  lui  être  imprimée  tout 
d*aboi*d. 

Gela  posé,  il  ne  nous  sera  pas  difficile  de  trouver  la  condi- 
tion à  laquelle  doivent  satisfaire  les  forces  F,  F',  F', .  -  •  • 
appliquées  à  un  point  matériel  qui  est  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  fixe,  i>our  que  ce  point  soit  en  équilibre.  Si,  aux 
forces  dont  il  s'agit,  on  joint  la  réaction  que  le  point  matériel 
éprouve  de  la  part  de  la  courbe,  on  a  un  système  total  de 
forces  dont  la  résultante  doit  être  nulle  (§  10&)  :  donc  la 
résultante  des  forces  F,  F,  F", doit  être  égale  et  direc- 
tement opposée  à  la  réaction  de  la  courbe  sur  le  point  ma- 
tériel. Mais  cette  réaction  est  normale  à  la  couii)e;  donc 

aussi  la  résultante  des  forces  F,  F,  F", doit  être  dirigée 

normalement  à  cette  courbe.  Cette  condition,  que  la  résul- 
tante des  forces  F,  F',  F",  —  appliquées  au  point  matériel, 
soit  normale  à  la  courbe  sur  laquelle  il  est  assujetti  à  rester, 
est  d'ailleurs  suffisante  pour  que  le  point  soit  en  équilibre  : 
car  les  forces  F,  F,  F'', peuvent  toiyours  être  rempla- 
cées par  leur  résultante,  et  celle-ci,  étant  normale  à  la  courbe 
fixe,  ne  peut  faire  mouvoir  le  point  matériel  ni  dans  un  sens 

ni  dans  l'autre.  La  résultante  des  forces  F,  F',  F", n'est 

autre  chose  que  la  pression  du  point  matériel  sur  la  courbe, 
pression  qui  est  égale  et  contraire  à  la  réaction  de  la  courbe 
sur  le  point  matériel. 

§  127.  H^MYeaieBl  d^«a  polat  ■latérlel  ass^JeUl  à 
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rester  s«r  «■«  eovrbe  ixc.  —  Soient  AB,  fig.  62 ,  la 

Fig.  «2.  courbe  sur  laquelle  le 

point  matériel  M  est  as- 
sujetti à  rester;  F  la 
force  appliquée  à  ce 
point  matériel,  ou  la 
résultante  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées, 
s'il  y  en  a  plusieurs,  in- 
dépendamment de  la 
réaction  qu'il  éprouve 
de  la  part  de  la  courbe  ; 
et  enfin  N  cette  réac- 
tion de  la  courbe ,  dont  la  direction  est  perpendiculaire  à 
la  tangente  M  T.  On  peut  regarder  le  mobile  comme  étant 
un  point  matériel  libre,  se  mouvant  sous  Faction  des 
forces  F  et  N.  Décomposons  la  force  F,  représentée  par 
la  droite  MR,  en  deux  composantes  Fi,  F?,  dont  Tune  soit 
dirigée  suivant  la  tangente  MT,  et  Tautre  suivant  une  per-^ 
pendiculaire  MS  à  cette  tangente  menée  dans  le  plan 
TMR  ;  composons  ensuite  la  force  F^ou  MS,  avec  la  force 
N  ou  M  U ,  ce  qui  nous  donnera  la  force  R  ou  M  V  dirigée 
perpendiculairement  à  la  tangente  MT,  aussi  bien  que 
diacune  de  ses  composantes  M  S,  MU  :  nous  aurons  ainsi 
deux  forces  Fi  et  R,  qui  tiendront  lieu  des  deux  forces 
F,  N,  et  qui  seront  évidemment  celles  auxquelles  nous  avons 
donné  les  noms  de  force  tangentielle  et  de  force  centri-: 
pète  (§  110).  D'après  cela,  si  v  est  la  vitesse  du  mobile, 
m  sa  masse ,  et  a  Tangle  que  la  direction  M  R  de  la  force  F 
fait  avec  la  direction  MT  du  mouvement,  on  aura 

m  -r-  =  F  cosa. 
dt 


Cette  équation,  jointe  à  la  relation 


*z 
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permettra  de  déterminer  toutes  les  circonstances  du  mou* 
vement  du*mobiie  sur  la  courbe  AB,  lorsque  la  force  F  sera 
donnée ,  ainsi  que  Tangle  a  que  sa  direction  fait  à  chaque 
instant  avec  la  tangente  à  la  courbe  A  B ,  au  point  où  se 
trouve  le  mobile.  La  recherche  de  Téquation  finie  du  mou- 
vement sur  la  courbe  AB  est  réduite  par  là  à  une  question 
d'analyse,  toute  pareille  à  celle  qui  a  pour  objet  de  trouver 
réquation  du  mouvement  rectiligne  d'un  point  matériel 
libre  (§  106). 

Dans  le  cas  particulier  ou  la  force  F  serait  constamment 
nulle,  et  où  le  point  matériel  ne  se  mouvrait  le  long  de  la 
courbe  AB  qu'en  vertu  de  sa  vitesse  initiale,  on  voit  qu'on 
aurait 

dv 

Tt 

c^est-à-dire  que  la  vitesse  v  ne  varierait  pas ,  ou ,  en  d'autres 
termes,  le  mouvement  du  point  matériel  serait  uniforme.  Il 
en  serait  encore  de  même,  si  la  force  F  était  constamment 
normale  à  la  courbe  A  B. 

§  128.  La  force  centripète  R  ou  M  V,  fig.  62 ,  a  pour  ex- 
pression 

p. étant  le  rayon  de  courbure  de  la  tn^ectoire  A  B  en  M  ;  elle 
est  dirigée  suivant  ce  rayon,  c'est-à-dire  suivant  la  normale 
menée  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  correspondant 
au  point  M,  et  du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe.  Cette 
force  MY  étant  la  résultante  des  deux  forces  MS,  MU,  une 
force  MV,  égale  et  contraire  à  MY ,  fera  équilibre  aux  deux 
forces  M  S,  MU;  les  trois  forces  M  S,  MU,  M  Y'  se  faisant 
équilibre,  la  force  MU  est  égale  et  directement  opposée  à  la 
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résultante  MU'  des  deux  forces  M  S,  MV;  mais  la  force 
MU'y  égale  et  directement  opposée  à  la  réaction  N  de  la 
courbe  AB  sur  le  point  matériel ,  n'est  autre  chose  que  la 
pression  exercée  par  ce  point  sur  la  courbe  AB  :  donc  la 
pression  du  point  M  sur  la  courbe  A  B  est  la  résultante  de 
deux  forces,  dont  l'une  est  la  composante  normale  Fa  de  la 
force  F,  et  l'autre  est  égale  et  directement  opposée  à  la  force 


r» 


centripète  m  — . 

Si  la  force  F  était  nulle,  sa  composante  normale  Fa  le  se- 
rait aussi,  et  la  pression  exercée  sur  la  courbe  AB  par  le 
point  mobile,  dont  la  vitesse  resterait  toujours  la  même ,  se 
réduirait  à  une  force  égale  et  contraire  à  la  force  centri- 
pète. Dans  ce  cas ,  la  pression  du  mobile  sur  la  courbe  est 
désignée  sous  le  nom  de  force  centrifuge.  Le  point  mobile 
n'étant  soumis  à  l'action  d'aucune  force ,  se  mouvrait  uni- 
formément et  en  ligne  droite ,  s'il  était  libre  ;  l'obligation 
dans  laquelle  il  se  trouve  de  suivre  la  courbe  A  B ,  n'altère 
pas  l'uniformité  de  son  mouvement,  mais  il  en  résulte  que 
la  direction  de  sa  vitesse  doit  changer  à  chaque  instant  :  ce 
changement  de  vitesse  ne  peut  se  produire  sans  que  le  mo* 
bile  réagisse  sur  la  courbe,  et  c'est  cette  réaction  qui  cons- 
titue la  force  centrifuge ,  dont  le  nom  rappelle  la  t^dance 
du  mobile  à  se  mouvoir  en  ligne  droite ,  c'est-à-dire  à  s'é- 
loigner du  centre  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  AB.  On 
voit  que  la  force  centrifuge  est  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment M  y  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  AB,  c'est-à- 
dire  du  côté  de  la  convexité  de  cette  courbe ,  et  qu'elle  a 
pour  valeur 

tu  —, 
P 

comme  la  force  centripète. 

Dans  le  cas  général  on  le  mobile  assujetti  à  rester  sur  la 
courbe  AB  se  meut  sous  l'action  d'une  force  F,  la  pression 
43. 
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MU'  que  ce  mobile  exerce  sur  la  courbe  à  un  instant  quel- 
conque est  la  résultante  de  deux  forces,  dont  Tune  est  la 
composante  normale  F^  de  la  force  F,  et  Tautre  est  la  force 
centrifuge  MV  correspondant  à  la  vitesse  dont  le  point  mo- 
bile se  trouve  animé  à  cet  instant. 

§  129.  Tous  les  théorèmes  qui  ont  été  établis  précédem* 
ment  (§§  113  ù  120)  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel 
libre,  sont  applicables  au  mouvement  d*un  point  matériel 
assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe,  ù  la  condition  de  join- 
dre à  la  force  F  directement  appliquée  à  ce  point  matériel , 
la  réaction  N  qu'il  éprouve  de  la  part  de  la  courbe  fixe,  et 
de  considérer  le  mouvement  comme  s'effeetuant  sous  l'action 
de  la  résultante  de  ces  deux  forces.  Mais,  comme  la  réaction 
N  de  la  courbe  sur  le  mobile  n'est  pas  connue  a  priori,  on 
doit  naturellement  attacher  plus  d'importance  à  ceux  de 
ces  théorèmes  qui  ne  dépendent  pas  de  la  force  N ,  qu'à 
ceux  qui  en  dépendent.  Les  premiers  sont  les  seuls  que 
nous  rappellerons  ici. 

dv 
La  force  tangentielle  m  -j-  est  simplement  la  composante 

tangentielle  F i  de  la  force  F,  et  ne  dépend  en  aucune  ma- 
nière de  la  réaction  N  de  la  courbe  (§  127)  :  donc  on  peut 
dire  (§113)  que  l'accroissement  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  point  matériel ,  pendant  un  temps  quelconque ,  est 
égal  à  l'impulsion  de  la  composante  tangentielle  Fi  de  la 
force  F  pendant  ce  temps. 

Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  des  forces  F  et  N 
est  égal  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  deux 
for(;cs  ;  mais  le  travail  élémentaire  de  la  force  N  est  cons- 
tamment nul ,  puisque  cette  force  est  normale  ù  la  courbe 
fixe,  et  par  conséquent  normale  ù  l'élément  de  chemin  dé- 
crit par  le  mobile  :  donc  le  travail  élémentaire  de  la  résul- 
tante des  forces  F  et  N  se  réduit  au  travail  élémentaii*o  do  la 
foire  F  seule.  D'après  cela ,  il  est  clair  qu'on  peut  dire 
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(S  *16)  <l"e  raccroisseiiieiit  de  la  force  vive  du  point  maté- 
riel, pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  égal  au 
double  du  travail  de  la  force  F  pendant  ce  temps. 

Pour  pouvoir  appliquer  ce  qui  a  été  dit  dans  le  §  119  au 
cas  d'un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe 
fixe,  il  n'est  pas  nécessaire  de  se  préoccuper  de  la  réaction 
>'  de  celte  courbe.  La  quantité  Xda?  -{-Y  dy  -{-Z  dz  étant  le 
travail  élémentaire  de  la  résultante  des  forces  appliquées 
au  mobile,  se  réduit  ici ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  au 
travail  élémentaire  de  la  force  F  ;  on  peut  donc  regarder 
X,  Y,  Z,  comme  étant  simplement  les  composantes  de  la 
force  F  parallèle^  aux  axes  coordonnés.  Si  ces  trois  compo- 
santes de  F  sont  les  dérivées  partielles  d'une  fonction  de 
^f  Vf  2,  prises  par  rapport  à  chacune  de  ces  variables,  il  y 
aura  Heu  de  considérer  les  surfaces  de  niveau  dont  nous 
avons  parlé  (§119),  et  d'appliquer  au  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  courbe  fixe  tout  ce  qui  a  été  dit  pour  un 
point  matériel  libre.  Ces  surfaces  de  niveau  ne  dépendant 
nullement  de  la  réaction N  delà  courbe  fixe,  sont  les  mêmes 
que  si  le  point  matériel  était  libre  et  que  la  même  force  F 
lui  fût  appliquée. 

§130.  Exemples  du  mouvement  d^un  point  matériel 
aKsaJettl  à  rester  sur  une  eourbe  fixe.  —  Cas  d'un 
point  matériel  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur. 
— Si  la  force  F,  qui  est  directement  appliquée  au  mobile,  se 
réduit  à  son  poids  mg,  il  sera  facile  de  trouver  les  diverses 
circonstances  du  mouvement,  comme  nous  allons  le  voir. 

Soit  ÂB,  fig.  63,  la  courbe  sur  laquelle  le  mobile  est  obligé 
de  rester.  Nous  avons  vu  (§  120)  que ,  dans  le  cas  dont  il 
s'agit,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  horizontaux  ;  il 
en  résulte  immédiatement  que,  si  le  point  mobile  vient  suc- 
cessivement passer  par  divers  points  M,  N,  P,  Q,  situés  sur 
un  même  plan  horizontal ,  il  se  trouvera  animé  d'une  même 
vitesse  dans  chacune  de  ces  positions. 


IM       urmK  u.  —  »t5juiiqce.  rsKMiiftK  pakhs. 
D'n  aatre  côté,  le  Bobile  allant  d«  poiot  M,  oè  sa  vitesse 


I 

est  r,  aa  point  M',  où  sa  vitesse  est  r,  on  a ,  diaprés  le  théo- 
rème des  forces  vives  ^^  i?9), 

OQ  simpleiiient 

en  désignant  par  2  et  z  les  distances  des  deux  points  M  et  M' 
à  un  plan  horizontal  fixe  situé  aif-dessus  de  ces  deux  points. 
Siy  par  exemple  y  le  mobile  part  du  point  C,  sans  vitesse 
initiale,  il  descend  le  long  de  la  courbe ,  en  prenant  une  vi- 
tesse de  plus  en  plus  grande.  La  vitesse  r  qull  possède  en 
un  point  quelconque  M,  est  déterminée  par  la  relation 

en  désignant  pahr  h  la  distance  des  plans  horizontaux  menés 
par  les  deux  points  C  et  M,  c'est-à-dire  ce  qu*on  nomme  la 
différence  de  niveau  de  ces  deux  points;  on  voit  que  cette  vi- 
tesse est  égale  à  celle  qu'aurait  acquise  le  point  matériel  en 
tombant  de  la  même  hauteur  A,  suivant  la  verticale  menée  par 
son  point  de  départ  C(§  90).  La  vitesse  du  mobile  va  ainsi  en 
croissant  jusqu'à  ce  qull  atteigne  le  point  D.  La  vitesse  qull 
possède,  en  arrivant  en  ce  point,  fait  qu'il  le  dépasse,  et  qu*il 
s'élève  le  long  de  la  partie  DE  de  la  courbe  AB  ;  sa  vitesse 


J 
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ya  alors  en  diminuant  progressivement,  et,  comme  nous  l'a- 
yons dit,  en  un  point  quelconque  N ,  elle  est  égale  à  celle 
qu'il  avait  au  point  M  situé  au  même  niveau  que  le  point  N. 
Si  le  point  ie  plus  élevé  E,  de  la  partie  de  courbe  où  le  mo« 
bile  est  engagé,  se  trouve  au-dessous  du  plan  horizontal 
mené  par  son  point  de  départ  C,  il  atteint  ce  point  £  en  con-* 
servant  encore  une  certaine  vitesse  j  puis  il  le  dépasse  ^ 
descend  jusqu'en  F  avec  une  vitesse  croissante ,  remonte 
suivant  FB,  et  enfin  s'arrête  en  un  point  G  situé  au  niveau 
de  son  point  de  départ  G.  Alors ,  la  pesanteur  ne  cessant 
d'agir  sur  le  mobile^  il  redescend  à  partir  du  point  6,  en  par* 
courant  la  courbe  en  sens  contraire,  et  reprenant  en  chaque 
point  exactement  la  même  vitesse  que  lorsqu'il  s'y  était 
trouvé  une  paynière  fois  ;  au  bout  de  quelque  temps,  il  s'ar- 
rête au  pointH^  d'où  il  était  parti  d'abord ,  puis  se  remet  en 
mouvement  de  C  en  G;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

La  pression  que  le  mobile  exerce  sur  la  courbe  AB,  dans 
une  quelconque  des  positions  qu'il  y  occupe  successivement, 
au  point  M  par  exemple ,  s'obtient  en  composant  la  force 
centrifuge  du  mobile  en  ce  point ,  avec  la  composante  nor- 
male de  son  poids  mg  (§  128).  Dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  AB  se  trouve  tout  entière  dans  un  plan  vertical,  ces 
deux  composantes  de  la  pression  supportée  par  la  courbe 
ont  une  même  direction ,  et  la  pression  est  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence,  suivant  les  cas.  Soit  a  l'angle 
que  la  tangente  à  AB,  au  point  M,  fait  avec  la  verticale,  et 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point  ;  on  aura 
pour  la  pression  supportée  par  la  courbe 

mg  sma  ± , 

ou  bien,  en  remplaçant  v^  par  sa  valeur  2ghj 

(  .        .    2A\ 
mg  1  sm  a  z:  —  1 . 
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§  151.  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur 
une  droite  fixe.  —  Loi*sque  la  courbe  sur  laquelle  le  mo- 
bile pesant  est  assujetti  ù  rester  se  réduit  à  une  ligue  droite, 
le  Hiouvenient  se  simplifie  beaucoup.  Soit  a  Taugle  que  la 
di*olte  fixe  fait  avec  la  verticale.  La  composante  taiigentiellc 
de  la  force  mg  qui  agit  sur  le  mobile  a  alors  une  valeur 
constante 

m^cosa. 

Il  eu  résulte  que  le  mouvement  du  mobile  sur  la  droite  fixe 
est  uniformément  varié  (§§  90  et  91).  Ce  mouvement  est 
de  même  nature  que  celui  d*un  corps  pesant  qui  tombe  libre- 
ment suivant  la  verticale,  en  partant  du  repos,  ou  bien  après 
avoir  reçu  une  vitesse  initiale  dirigée  verticalement;  il  ne 
diffère  de  ce  dernier  mouvement  qu'en  ce  que  Taccélération 
est  ^cosa,  au  lieu  d'être  g. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple ,  que  le 
mobile  se  meuve  le  long  de  la  droite 
ÂB,  fig,  6^,  et  qu'il  parte  du  point  A 
sans  vitesse  initiale,  la  distance  AM 
ou  «  à  laquelle  il  se  trouve  du  poiut  de 
départ  A,  au  bout  d*UH  temps  quelcon- 
que t,  est  fournie  par  Téquatiou 


s  =  {gcosy.  ï*. 

Prenons,  sur  la  verticale  du  point  A, 
une  longueur  quelconque  AC  que  nous 
désignerons  par  h,  et  sur  la  ligne  AB 
une  longueur  AD  ou  /  égale  à  la  pro- 
jcctiou  de  AC  sur  AB.  Le  temps  em- 
ployé par  le  mobile  à  parcourir  la  distance  /  sera  fourni 
par  la  relation 

l  =  {g  cosat', 
d'où 


Fig.  «. 
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g  cosa        '     g 

Cette  valeur  de  t  montre  que  le  temps  employé  par  le  mobile 
à  parcourir  la  distance  A  D,  sur  la  ligne  oblique  A  B,  est  le 
même  que  celui  qu'il  emploierait  à  tomber  verticalement  de 
la  hauteur  AC.  On  en  conclut  que,  si  plusieurs  mobiles  par- 
tent en  même  temps  du  point  A,  sans  vitesse  initiale,  et  des- 
cendent sous  la  seule  action  de  la  pesanteur  le  long  de  di* 
verses  cordes  AD,  AD',  AD",  d'un  cercle  décrit  sur  AC 
comme  diamètre ,  ces  mobiles  arriveront  en  même  temps 
aa\  extrémités  D,  D',  D",  de  ces  cordes.  Quant  à  la  vitesse 
que  possède  le  mobile  qui  parcourt  la  ligne  AB,  lorsqu'il 
arrive  en  D,  nous  savons  qu'elle  est  la  même  que  celle  qu'il 
posséderait  en  E,  s'il  tombait  librement  du  point  A  sans  vi- 
tesse initiale  (§  130). 

La  droite  fixe  ayant  dans  tojiis  ses  points  un  rayon  de 
courbure  infini,  on  voit  que  la  force  centrifuge  due  au  mou- 
vement du  mobile  sur  cette  droite  est  constamment  nulle, 
et  que  la  pression  exercée  par  le  mobile  sur  la  droite  fixe 
se  réduit  à  la  composante  normale 


mg  sina 


de  son  poids. 


§  132.  Pendule  circulaire. 
—  Supposons  qu'uu  point  maté- 
riel pesant  M,  fig.  65,  soit  atta- 
ché ù  l'extrémité  d'un  fil  inex* 
tensible  et  sans  masse  A  M,  et 
que  l'autre  extrémité  A  de  ce  fil 
soit  fixe.  Le  point  matériel  M 
est  eu  équilibre  lorsque  le  fil 
A  M  est  dirigé  suivant  la  verti- 
cale AB  :  le  poids  de  ce  point 
matériel  c&t  détruit  par  la  résistance  qu'il^  éprouve  de  la 
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part  du  (il.  Si  l'on  écarte  le  corps  M  de  la  position  d'équi- 
libre qui  vient  d'être  indiquée,  en  donnant  au  fil  une  direc- 
tion oblique,  et  qu'ensuite  on  abandonne  ce  corps  M  à  l'ac- 
tion de  la  pesanteur,  sans  lui  communiquer  de  vitesse  initiale, 
il  se  meut  sans  sortir  du  plan  vertical  mené  par  la  direction 
oblique  qu'on  avait  donnée  au  fil  ;  d'ailleurs ,  sa  distance  au 
point  A  restant  constamment  la  même ,  il  décrit  un  arc  de 
cercle  ayant  ce  point  A  pour  centre  :  on  peut  donc  regarder 
le  point  matériel  M  comme  étant  dans  les  mêmes  conditions 
que  s'il  était  assujetti  à  rester  sur  la  circonférence  de  cercle 
à  laquelle  appartient  cet  arc.  La  pression  exercée  par  le 
mobile  sur  la  courbe  qu'il  est  obligé  de  décrire  se  trouve  ici 
remplacée  par  la  tension  du  fil  A  M. 

Si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  en  général  sur  le 
mouvement  d'un  point  matériel  pesant  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  fixe  (§  130),  on  verra  que  le  point  M  doit  oscil- 
ler indéfiniment  de  part  et  d'autre  de  sa  position  d'équilibre, 
en  s'écartant  également  de  cette  position  dans  un  sens  et 
dans  le  sens  opposé.  Un  pareil  point  matériel ,  suspendu 
comme  nous  l'avons  dit,  constitue  ce  qu'on  nomme  un  pen- 
dule. Nous  particularisons  ici  le  pendule,  en  lui  donnant  la 
dénomination  spéciale  de  pendule  circulaire  ,  parce  que, 
ses  oscillations  s'effectuant  conformément  à  ce  que  nous 
venons  de  dire ,  le  point  matériel  qui  le  termine  se  meut 
suivant  une  circonférence  de  cercle.^ous  allons  nous  pro- 
poser de  déterminer  la  durée  de  chacune  des  oscillations  de 
ce  pendule. 

Soit  C  le  point  où  le  mobile  se  trouve  ,  lorsqu'on  l'aban- 
donne à  l'action  de  la  pesanteur,  sans  vitesse  initiale.  Dans 
une  position  quelconque  M,  il  est  animé  d'une  vitesse  v  qui 
est  fournie  par  la  relation 

h  étant  la  distance  du  point  M  au  plan  horizontal  mené  par 
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le  pointe.  Si  nous  désignons  i*anglc  BAC  par  a,  l'angle  BAM 
par  6,  et  la  longueur  A  M  du  pendule  par  /,  nous  aurons 

A  =  /(co89  —  cos«), 

le  signe  — ,  placé  devant  le  second  membre  de  la  dernière 
relation,  tient  à  ce  que  9  diminue  quand  /  augmente,  ce  qui 

fait  que  _-  est  négatif.  En  remplaçant  h  eiv  par  leurs  va- 

leurs  dans  l'équation  ci-dessus,  il  vient 

rf9       /— 

—    d^    ^^^  ^^^®  —  cosa), 

d'où  l'on  tire 

I 

de 


^=-v/i 


En  intégrant  cette  équation,  et  en  étendant  l'intégrale  à  tout 
le  temps  que  le  pendule  emploie  à  aller  de  la  position  AC  à 
la  position  verticale  AB,  on  trouvera  la  durée  de  la  demi- 
oscillation  descendante  ;  le  double  de  cette  durée  sera  la 
durée  T  d'une  oscillation  complète.  On  aura  donc 

2      ""^ajf  J,  Vcose  —  cosa' 


d'où 


^  9  J.  V^cose- 


cosa 


Nous  n^avons  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale 
définie  qui  entre  dans  cette  formule,  pour  que  la  valeur  de  T 
soit  entièrement  connue. 
Supposons  d'abord  que  les  oscillations  soient  très-petites, 
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en  sorte  que  oieiB  sont  de  u-ès-pelits  angles  ;  nous  poun-oub 
remplacer  cosa  et  cosO  par 


1---,  i-->. 

2  2 


et  la  valeur  de  T  deviendra 


Mais  on  a 


/ 


^  9  X  *^«'  -  9' 


dB  g 

=  arcsin  Z -I- const.  < 


V'«'  _  e*  « 

et  par  suite 

'«      de 


f. 


Va'  _  9«       2 
donc  on  aura  en  définitive 


=V~' 


formule  qui  fait  connatti*e  la  durée  des  oscillations  d'un  pen- 
dule circulaire,  eu  supposant  ces  oscillations  très-petites.  Il 
est  remarquable  que  cette  durée  ne  dépend  en  aucune  ma- 
nière de  l'amplitude  des  oscillations ,  qui  peut  être  réduite 
au  tiers  ,  au  quart,  au  dixième  de  ce  qu'elle  était  d'abord, 
s«ins  que  la  durée  change. 

Pour  trouver  la  durée  T  des  oscillations  du  pendule,  sans 
supposer  que  leur  amplitude  soit  très-petite,  nous  opérerons 
de  la  manière  suivante.  Soient  a  et  z  les  hauteurs  des  points 
C  et  M  au-dessus  du  plan  horizontal  mené  par  le  point  B  ; 
on  a 

a  =  l{i  —  cosa)       ,       2  =  /(l— cos9), 
d'où 
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a  —  z  dz 

cosfl  —  cosa  =  — ; —  ,  aQ=z 


'  \/^lz  —  z^' 

D'après  cela  ia  formule  qui  donne  la  darée  T  des  oscillations 
du  pendule,  devient 


=^ff 


dz 


ou  bien  encore 


T 


Vfl  /  vsr:iï\*    2/)    *• 


2; 

La  quantité  -^  étant  toi^ours  plus  petite  que  1  j  on  peut  dé- 
velopper fi  — -^  I     *  en  série  de  la  manière  suivante  : 

/        ^\-j_-       i/^\      ^'^l^Y     1.3.5/ a:  \» 

r""2/;    ■"*"^2l2/r  ^ali//■^2X6\2i/"^•••• 


l.3.5....  {2n  — 1)  f  zy 


D'ailleurs  on  démontre  dans  le  calcul  intégral  que  Ton  a 

//&     _  _ z^^^az  —  z^   .    (2ii— i)a   Ç  z^^dz 

en  sorte  que,  si  Ton  intègre  entre  les  limites  o  et  a,  on  aura 

JC^    zdz     _(2it— l)a   Ç^ z"^  dz 

£n  remplaçant  successivement ,  dans  cette  formule ,  n  par 
«  — 1  puis  par  n — 2, ensuite  par  n  —  3,....  enfin  par  1,  on 
obiieodra  n  relations,  qui  étant  multipliées  entre  elles  don- 
neront 
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"«     dz 


/"'^|dz_ _  1.3.5. ■..(2n—l)^   r 
J„  \/az  —  z*      ^.4.6. 2n         J^ 


az — z' 


ou  bien  encore ,  d'après  la  valeur  connue  de  llntëgrale  dé- 
finie qui  esl  dans  le  second  membre, 


X 


z  dz  1.3.5.. .,(211—1)    „ 

'  =  — — i — s — '  »  ^• 

^^ 2«      2,a.o 2n 


Cette  dernière  formule  fait  connaître  les  valeurs  des  inté- 
grales qui  entrent  dans  les  divers  termes  de  T,  par  suite  du 

développement  en  série  du  facteur  11  —  -^|     "  ; 
ainsi 


on  trouve 


-v"^ 


1+ 


Grs+iiïHiîr-^ 

ri.3...  (2«— i)"|YgY 


Fig.  66. 


Jx 2» 

§  13S.  Pendule  cyolotdaL  —  On  donne  le  nom  de  pen- 
dule cycloïdal  à  un  pendule  analogue  à  celui  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper,  mais  qui  en  diffère  en  ce  que  le  point 
matériel  qui  le  termine,  au  lieu  de  se  mouvoir  sur  un  cercle, 

se  meut  sur  une  cy* 
cloïdeABG,/;^.  66, 
dont  le  plan  est  ver- 
tical et  dont  la  base 
AC  est  horizontale. 
Pour  réaliser  un  pa- 
reil pendule,  il  suffit 
de  tracer  les  deux 
arcs  decycloide  AD, 
DC  dont  l'ensemble 
constitue  la  développée  de  la  cyclo'ide  A  B  C,  et  de  disposer 
deux  pièces  solides  E,  F,  limitées  inférieurement  par  des 
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surfaces  cylindriques  droites  ayant  ces  arcs  AD,  DG  pour 
bases.  Si  Ton  fixe  en  D  l'une  des  extrémités  d'un  fil  de  lon- 
gueur DBy  et  qu'on  attache  un  corps  pesant  à  son  autre 
extrémité  ;  si  ensuite  on  écarte  ce  corps  de  sa  position  d'é- 
quilibre B,  sans  le  faire  sortir  du  plan  vertical  ADC,  et 
qu'on  l'abandonne  à  lui-même,  il  est  claire  qu'il  se  mou- 
vra le  long  de  la  cycloïde  ABC,  sur  laquelle  il  effectuera 
une  série  d'oscillations.  Nous  allons  nous  proposer  de  déter- 
miner la  durée  de  l'une  de  ces  oscillations. 

Soient  6  la  position  qu'occupe  le  point  matériel  au  com* 
mencement  de  l'oscillation  que  nous  considérons,  et  M  une 
quelconque  des  positions  par  lesquelles  il  passe  après  être 
parti  du  point  G.  Désignons  par  a  et  ;r  les  distances  des 
points  G  et  M  à  la  tangente  à  la  cycloi()e  en  B,  tangente  qui 
est  horizontale.  Nous  aurons  pour  la  vitesse  v  du  mobile 
en  M, 


v:=^2g  {a — 2). 
D'un  autre  côté,  en  appelant  s  l'arc  G  M,  on  a 

ds 


"=^7' 

d'où  Ton  tire 

.„     '^-       '^ 

»       V'2^(a— «) 

Si  Ton  trace  le  cerclé  générateur  de  la  cycloMe  dans  la 
position  qui  correspond  au  point  M,  la  droite  menée  du 
point  M  an  point  H  où  ce  cercle  touche  la  base  A  C  est  nor- 
male à  la  cycloïde  en  M  ;  la  droite  qui  joint  le  point  M  à 
Fantre  extrémité  K  du  diamètre  H  K  est  donc  la  tangente  à 
la  courbe.  Prenons  sur  cette  tangente  une  longueur  MM' 
égale  à  dêy  et  menons  les  lignes  MN,  M'N,  respectivement 
parallèles  aux  lignes  CH,  HK.  Le  triangle  MNM'  étant 
semblable  au  triangle  HMK,  nous  aurons 


308  IJVRE  II. — DYNAMIQUE.    PRBKIÈRE  PARTIE. 

MM^HK 

KM'""  KM' 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  désirant  par  r  le  rayon 
OH  du  cercle  générateur,  et  obsenant  que  NM'  est  égal 
à  —  dzj 

dz  v^  V  z  ' 

Tirant  de  là  ds^  et  le  substituant  dans  la  valeur  que  nous 
avons  obtenue  précédemment  pour  di^  nous  trouverons  défi- 
nitivement 


^  g  \z  {a — z) 


Nous  n'avons  plus  qu'à  intégrer  par  rapport  à  r,  depuis 
^  =  a,  jusqu'à  z=:o,  pour  avoir  la  durée  de  la  demi-oscil- 
lation descendante,  c'est-à-dire  la  moitié  de  la  durée  T  d'une 
oscillation  complète  :  nous  aurons  donc 

dz 


f 


V^z(a  — 2) 


d'on 


T  = 


^  g  J^  y/zia-^z)         y  g 

Ce  résultat  simple,  auquel  nous  venons  de  parvenir,  nous 
fait  connaître  une  propriété  très-remarquable  du  pendule 
cycloîdal.  La  valeur  de  T  ne  renfermant  pas  la  quantité  a,  il 
6'ensuit  que  la  durée  des  oscillations  est  complètement  indé- 
pendante de  leur  amplitude.  En  d'autres  termes,  quel  que 
soit  le  point  de  départ  G  du  corps  pesant  qui  se  meut  le 
long  de  la  cyclolde,  ce  corps  emploie  le  même  temps  pour 
arriver  au  point  le  plus  bas  B  :  c'est  ce  qui  a  fait  donner  à 
la  cycloïde  le  nom  de  Tauioehroffe. 
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La  valeur  trouvée  pour  T  nous  montre  en  outre  que  la 
dorée  des  oscillations  du  pendule  cycloidal  est  la  même  que 
celle  des  petites  oscillations  d'un  pendule  circulaire  dont  là 
longueur  serait  tir  y  longueur  qui  est  précisément  celle  du 
rayon  de  courbure  D  B  de  la  cycloïde  en  son  sommet  B. 

§  idZi.  E^ialllbre  et  mouvement  d'un  p^tnt  maté^ 
rl«l  a«««J«ltl  à  rester  sar  ane  sarfiiee  flxe.  —  A  l'aidé 
de  considérations  analogues  à  celles  que  nous  avons  déve- 
loppées précédemment  (§  126),  on  comprendra  sans  peine 
ce  que  l'on  doit  entendre  par  un^point  matériel  assujetti  à 
rester  sur  une  surface  fixe.  Si  l'on  fait  abstraction  du  frotte- 
ment  que  le  point  matériel  peut  éprouver  de  la  part  de  la 
surfoce,  on  verra  que,  pour  qu'une  force  appliquée  à  ce  point 
primitivement  en  repos  ne  le  mette  pas  en  mouvement,  il  est 
nécessaire  qu'elle  soit  dirigée  normalement  à  la  surface.  La 
réaction  que  la  surface  exerce  sur  le  point  est  donc  aussi 
normale  à  cette  surface.  Nous  admettrons  qu'il  en  est  ainsi, 
même  dans  le  cas  où  le  point  matériel  est  en  mouvement  sur 
la  surface  sur  laquelle  il  est  obligé  de  rester,  sauf  à  tenir 
compte,  s'il  y  a  lieu,  du  ft*ottement  quil  éprouve  de  la  part 
de  la  surface,  en  rangeant  ce  frottement  parmi  les  forces  qui 
agissent  sur  lui  pour  modifier  son  mouvement. 

D'après  cela,  pour  qu'un  point  matériel,  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  fixe,  soit  en  équilibre  sous  l'action  des  forces 
qui  lui  sont  appliquées,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la 
résultante  de  ces  forces  soit  dirigée  suivant  la  normale  à  la 
surface.  La  pression  exercée  par  le  point  sur  la  surface  est 
égale  à  cette  résultante. 

Lorsqu'un  point  matériel  est  en  mouvement  sur  une  sur- 
face fixe  sur  laquelle  il  est  assujetti  à  rester,  il  exerce  à 
chaque  instant  sur  la  surface  une  pression  normale  dont  nous 
pouvons  facilement  indiquer  la  valeur.  Concevons  pour  cela 
que  la  résultante  F  des  forces  qui  sont  appliquées  au  point 
mobile  (sans  y  comprendi*e  la  réaction  qu'il  éprouve  de  la 

4i 
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part  de  la  suf  face)  soit  décomposée  en  deux  forces  dont  l'ane 
Fi  soit  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  tra^ctoire  du  poiut 
mobile,  et  l'autre  F2  soit  dirigée  perpendiculairement  à  cette 
tangente,  dans  le  plan  de  Fi  et  de  F.  En  raisonnant  cooune 
noiîs  l'avons  déjà  fait  (§  128),  nous  verrons  que  la  pression 
exiercée  par  le  point  matériel  sur  la  surface  est  la  résultante 
de  la  ibrce  Fa  et  de  la  force  centrifuge  qui  se  développe  dans 
le  inouvement  de  ce  point  Cette  résultante  de  la  force  F2  et 
de  la  force  centrifuge  doit,  bien  entendu,  être  normale  à  la 
surikce  ^  en  sorte  qu'on  peut  l'obtenir  en  faisant  la  somme  des 
projections  de  ces  deux  forces  sur  la  liormale.  Quant  à  la 
force  Fi,  elle  détermine  le  changement  de  grandeur  de  la 
vitesse  v  du  mobile,  à  laquelle  elle  jest  liée  par  la  relation 

dv 

Considéi*ons  en  particulier  le  cas  d'un  point  matériel  qui 
se  meut  sur  une  surface  fixe,  en  vertu  d'une  vitesse  initiale, 
sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force.  La  force  F  étant 
nulle,  il  en  sera  de  même  de  ses  composantes  Fi,  Fa.  Il  s'en- 
suit nécessairement  :  1*"  que  la  vitesse  v  du  mobile  reste 
constante,  c'est-à-dire  que  son  mouvement  est  uniforme; 
2*"  que  la  force  centrifuge  qui  se  développe  dans  le  mouve- 
ment du  point  constitue  à  elle  seule  la  pression  de  ce  point 
sur  la  surface,  et  que  par  conséquent  cette  force  centrifuge 
est  dirigée  normalement  à  la  surface,  en  chaque  point  de  la 
trajectoire  du  mobile.  Si  l'on  observe  maintenant  que  la  force 
centrifuge,  égale  et  contraire  à  la  force  centripète  (§  128), 
est  toujours  dirigée  dans  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire, 
on  en  conclura  que ,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  oc- 
cupe, la  tr^ectoire  jouit  de  cette  propriété  que ,  en  chacun 
de  ses  points,  son  plan  osculateur  passe  par  la  nomuàle  à  la 
surface  en  ce  point  :  cette  propriété  est  précisément  celle 
qui  caractérise  les  lignes  géodesiques  de  la  surface.  Ainsi, 
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lorsqu'un  point  matériel,  assi^etti  à  rester  sur  une  surface 
Axe,  se  ment  sur  cette  surfiaice  sans  être  soumis  à  l'action 
d'aocnne  force ,  ii  parcourt  uniformément  une  ligne  géode- 
siqne  de  la  surface. 

Tons  les  théorèmes  établis  dans  les  paragraphes  113  à  120, 
sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre,  sont  applicables 
au  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  fixe ,  à  la  condition  de  joindre  à  la  force  F  directe- 
ment appliquée  à  ce  point  matériel,  la  réaction  N  qu'il 
éprouve  de  la  part  de  la  surface,  et  de  considérer  le  mouve- 
ment comme  s'eflectuant  sous  l'action  de  la  résultante  de  ces 
deux  forces.  Parmi  ces  théorèmes,  nous  rappellerons  seule- 
ment les  deux  suivants,  dans  lesquels  la  réaction  N  n'entre 
pas,  en  raison  de  ce  que  la  tangente  à  la  trajectoire  est  tou- 
jours perpendiculaire  à  sa  direction. 

1*  L'accroissement  de  la  quaùtité  de  mouvement  du  point 
moUle,  pendant  un  temps  quelconque,  est  égal  à  l'impulsion 
de  la  composante  tangentielle  de  la  force  F,  pendant  ce 
temps. 

fr  L'accroissement  de  la  force  vive  du  point  matériel, 
paidant  un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  égal  au  dou- 
ble du  travail  de  la  force  F,  pendant  ce  temps. 

Enfin  nous  pouvons  dire  encore  ici ,  comme  dans  le  cas 
d'an  point  matériel  assi^etti  à  rester  sur  une  courbe  fixe 
(§  129),  que  l'on  n'a  pas  besoin  de  se  préoccuper  de  la  réac^ 
tion  N  de  la  surface,  pour  pouvoir  appliquer  au  mouvement 
du  point  matériel  ce  quia  été  dit  dans  le  §  119.  Si  les  com- 
posantes X,  Y,  Z,  de  la  force  F  sont  les  dérivées  partielles 
d'une  fonction  des  coordonnées  ;r,  y,  z  du  mobile ,  prises 
par  rapport  à  chacune  de  ces  variables ,  on  pourra  consi- . 
dérer  les  surfaces  de  niveau  dont  il  a  été  question  (§  119)  ; 
et  ces  surfaces  de  niveau  joueront ,  par  rapport  au  mouve- 
ment du  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une  surface 
ftx^y  le  même  rôle  que  si  ce  point  matériel  était  entièrement 
44. 
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libre,  tout  en  étant  soumis  à  raction  de  la  même  force  F. 

§  135.  Exemple  da  m^MYemcat  d^MHi  p«liit  matériel 

assujetti  À  rester  sar  aae  sarfaee  flxe.  —  Pendule 

conique,  —  Lorsqu'un  pendule,  tel  que  celui  que  nous  avons 
considéré  dans  le  §  132 ,  a  été  écarté  de  sa  position  d'équi- 
libre, et  qu'au  lieu  de  l'abandonner  à  lui-même  sans  vitesse 
initiale ,  on  le  lance  dans  une  direction  quelconque ,  sou 
mouvement  ne  s'effectue  plus  dans  un  plan  vertical  ;  ce  pen- 
dule se  meut  en  tournant  autour  de  la  verticale  menée  par 
le  point  de  suspension  ,  et  en  même  temps  il  s'approche  et 
s'éloigne  alternativement  de  cette  verticale,  avec  laquelle  il 
ne  coïncide  dans  aucune  position.  Dans  ce  cas  il  prend  le 
nom  de  pendule  conique. 

Il  est  clair  que  le  point  matériel  qui  termine  un  pareil 
pendule  peut  être  regardé  comme  étant  assujetti  à  rester  sur 
la  surface  d'une  sphère  ayant  pour  rayon  la  longueur  du 
pendule,  et  pour  centre  son  point  de  suspension.  La  pression 
normale  du  mobile  sur  la  surface  de  la  sphère  se  trouve  ici 
remplacée  par  la  tension  du  fil. 

Rapportons  les  divei*ses  positions  du  mobile  à  trots  axes 
coordonnés  rectangulaires  passant  par  le  point  de  suspension 
du  pendule ,  et  supposons  que  l'un  de  ces  axes ,  l'axe  de  z, 
soit  dirigé  verticalement  et  dans  le  sens  de  la  pesanteur.  Si 
nous  désignons  par  N  la  tension  du  fil,  et  par  /  sa  longueur, 
nous  aurons  pour  les  équations  différentielles  du  mouvement 
du  point  matériel  qui  le  termine  (§  121) 

Ces  trois  équations  ne  peuvent  pas  suffire  pour  déterminer 
s,  y,  et  2  en  fonction  de  /,  puisqu'elles  contiennent  une 
quatrième  quantité  N  qui  est  également  une  fonction  in- 
connue de  t.  Mais  nous  savons  en  outre  que  le  mobile  doit 
rester  sur  la  surface  de  la  sphère  dont  le  centre  est  à  l'oi'i- 


<Px           N  X 

cPy          Ny 

(Pz               N  2 

é}  ~      ml' 

rf«'  ~      ml  ' 

dl^  ~^'~ml' 
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gine  des  coordonnées,  et  dont  le  rayon  esl  l  :  x,  y,  z  doivent 
donc  satisfaire  à  l'équation  de  cette  sphère,  qui  est 

Cette  nouvelle  équation  ,  jointe  aux  trois  précédentes,  per- 
mettra de  déterminer  les  quatre  fonctions  inconnues  x,  y, 
Zy  et  N. 

Si  nous  éliminons  N  entre  les  deux  premières  équations 
(a),  nous  trouvons 

(Py         cPx 
équation  qui  s'intègre  immédiatement  et  donne 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  (e)  n'est 
autre  chose  que  celle  qu'on  obtiendrait  en  appliquant  le 
théorème  des  aires  (§  115)  au  mouvement  de  la  projection 
du  point  mobile  sur  le  plan  des  x  y,  ainsi  qu'on  peut  s'en 
assurer  facilement  ;  le  théorème  des  aires  est  applicable,  en 
effet,  dans  ce  mouvement  projeté ,  puisque  la  résultante  des 
forces  N  et  m^,  qui  agissent  sur  le  point  matériel  dans  l'es- 
pace, est  toujours  dirigée  dans  le  plan  qui  passe  par  ce  point 
matériel  et  par  la  veiticale  du  point  de  suspension. 

En  multipliant  les  trois  équations  (a)  respectivement  par 
dx,  dy,  dz,  et  les  ajoutant  ensuite  membre  à  membre,  on 
trouve 

dxd}x  +  dyd}y-\'dzd^z         ^         N  ,     ,  ^    .       *  x 

^ ^ ^gdz-^—^{xdx+ydy+zdz)\ 

« 
mais  en  différentiant  l'équation  (i(),  il  vient 

a?  rf.r  +  y  rfy  +  c  rfz  =  0  : 
ré(ination  que  nous  venons  d'obtenir  se  réduit  donc  à 
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En  rintégrant,  elle  donne 

dx^  >4^ du* -4- dz^  .  ,  ,v 

It  =2g^  +  C\  (d) 

C  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Nous  aurions  pu 
écrire  immédiatement  cette  équation  (d)^  en  appliquant  le 
théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du  point  matériel 
dont  nous  nous  occupons  (§  i3/i);  la  constante  C  aurait  été 
remplacée  par  Texpression 

dans  laquelle  Vo  représente  la  vitesse  initiale  du  mobile,  et  z« 
la  valeur  initiale  de  sa  coordonnée  verticale  z. 

Les  trois  équations  (i),  (c),  (<^),  ne  contenant  pas  N» 
peuvent  être  employées  pour  déterminer  les  valeurs  des  trois 
coordonnées  Xj  y,  2,  du  mobile  en  fonction  de  /.  Mais  nouft 
les  modifierons,  en  y  remplaçant  xety  par  des  coordonnées 
polaires,  dans  le  plan  horizontal  des  x  y.  Si  nous  désignons 
par  r  le  rayon  vecteur  mené  de  Torigine  des  coordonnées  à 
la  projection  horizontale  du  mobile ,  et  par  0  l'angle  que  ce 
rayon  vecteur  fait  avec  Taxe  de  a?,  nous  aurons 

a?*  4-  y'  =  ?•*, 

^dy  —  ydx^=r*d9j 

en  conséquence  les  équations  (A),  (c),  (</),  deviendront 

r'  +  2»  =  P, 

'      T-  =  C, 

àt  )  (e) 
j- =2^«+C'. 
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En  élimioant  r  et  0  entre  ces  équations  (e)  on  trouve  faci- 


lement 


Idz 

et  par  suite  on  a 

Qldz 

(l^—z^)  v/(/'— z»)  (2(7z-hC')-C*  ^^' 

Dans  les  valeurs  de  dt  et  dQ  le  signe  +  convient  au  cas  ou 
le  mobile  descend,  et  le  signe  —  au  cas  où  il  monte.  Les 
équations  (/)  et  (9) étant  intégrées,  on  aura  /  et  0  en  fonc- 
tion de  z;  et  comme  on  a  déjà  r  en  fonction  de  z  par  la 
première  des  équations  («),  la  question  se  trouvera  complè- 
tement résolue.  On  doit  observer  que  l'intégration  des  équa- 
tions (/)  et  (jf)  ne  peut  s'effectuer  que  par  les  méthodes  de 
quadrature  approximative ,  ou  bien  en  ayant  recours  aux 
fonctions  elliptiques. 

Pour  déterminer  la  tension  N  du  fil ,  multiplions  les  trois 
équations  (a)  respectivement  par  x,  y,  z,  puis  agoutons-les 
membre  à  membre  ;  il  viendra 

xd}x+y(Py-\-zd^z  N  x^+y^+z^ 

sï -m — r — +^*' 

Mais,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (A),  on  trouve 

xd^x-^yd}y+zd}z  ^      dx^-\-dy*-\-dz^  ^       ^ 
5?  d?  ""^^ 

V  étant  la  vitesse  du  mobile  à  un  instant  quelconque  ;  la  re- 
lation qu'on  vient  d'obtenir  devient  donc 


d'où 


mi?*  z 
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Cette  valeur  de  N  aurait  pu  être  écrite  Lmiiiédiatemcnt» 
d*après  ce  qui  a  été  dit  (§  13^)  relativement  à  la  pression 
exercée  par  un  point  mobile  sur  la  surface  sur  laquelle  il  est 

assujetti  à  rester;  il  est  aisé  de  voir  en  effet  que  mg  j  est 

la  projection  du  poids  mg  sur  la  normale  à  la  sphère  au 


tnv^ 


point  où  se  trouve  le  mobile,  et  que  —y-  est  la  projectio  nde 

la  force  centrifuge  de  ce  mobile  sur  la  même  normale. 
§  136.  Si  Ton  égale  à  zéro  la  quantité 

qui  se  trouve  sous  les  radicaux,  dans  les  équations  différen- 
tielles (/■),  (^),  on  a  une  équation  du  troisième  degré  en 
z  qui  a  toujours  une  racine  réelle  comprise  entre  —  /et 
—  00 .  Les  deux  autres  racines  de  cette  équation  sont  néces- 
sairement réelles  et  comprises  entre  —  /  et+  /;  car,  sans 
cela ,  les  valeurs  de  di  et  dB  correspondant  à  une  position 
quelconque  du  point  mobile,  seraient  imaginaires.  La  valeur 
initiale  Zo  de  la  variable  z  doit  même  être  toujours  comprise 
entre  ces  deux  dernières  racines,  qui  forment  les  deux  limites 
entre  lesquelles  z  varie  périodiquement. 

Soit  a  Tangle  que  la  direction  de  la  vitesse  initiale  Vo  du 
mobile  fait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  vertical  mené 
par  la  position  initiale  de  ce  mobtle  et  par  le  centre  de  la 
sphère.  Si  Ton  décompose  la  vitesse  Vo  en  deux  compo- 
santes rectangulaires,  dont  Tune,  égale  à  foCosa,  soit  di- 
rigée suivant  celte  perpendiculaire,  et  que  Ton  se  reporte 
à  la  significartion  de  la  constante  C,  on  aura  évidemment 

C=roroC08a, 

Ta  étant  la  valeur  initiale  de  r,  valeur  qui  est  égale  à  V^/*  —  2o*. 
On  a  d*ailleui*s ,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment , 


r^ 
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D'après  ces  valeurs  des  constantes'  C  et  Cy  l'équation  dit 
troisièflie  degré  dont  on  vient  de  parier  peut  s'écrire 
ainsi 

et  Ton  peut  vérifier  qu'en  effet  elle  a  une  racine  comprise 
entre  —  /et  Zo,  et  une  autre  comprise  entre  r»  et  +  /. 

Cherchons  quelles  doivent  être  les  circonstances  initiales 
du  mouvement  de  notre  point  mobile,  pour  qu'il  parcoure 
nn  cercle  horizontal  de  la  sphère  *sur  laquelle  il  est  assu- 
jetti à  rester,  c'est-à-dire  pour  que  le  pendule  dont  il  fait 
partie  décrive  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
verticale  menée  par  son  point  de  suspension.  Il  est  clair 
que,  pour  cela ,  il  faut  que  les  deux  racines  de  l'équation 
ci-dessus,  entre  lesquelles  z  varie  périodiquement,  devien- 
nent toutes  deux  égales  à  Zo.  Exprimons  donc  que  cette 
équation  et  sa  dérivée  sont  satisfaites  Tune  et  l'autre  quand 
on  y  remplace  z  par  Zoj  et  cela  nous  fournira  la  solution 
de  la  question  proposée.  On  trouve  ainsi  qu'on  doit  avoir 

a=o,  Vo*=' — . 

Zo 

La  seconde  des  équations  (e)  donne  dans  ce  cas 

e=^r  +  eo=\/i.tH-9o, 

'•o  ▼    Zo 

d,  étant  la  valeur  initiale  de  0 ,  ce  qui  montre  que  le  mou- 
vement du  pendule  est  uniforme ,  et  qu'il  met  un  temps 
égala 

^  9 

pour  faire  un  tour  entier  autour  de  la  verticale. 

§  137.  Cherchons  encore  à  nous  rendre  compte  de  la 
manière  dont  s'effectue  le  mouvement  du  pendule  conique, 
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dans  le  cas  où  ce  pendule  fait  totijours  un  peiit  angle  avec 
la  verticale.  Pour  cela ,  nous  regarderons  r  comme  restant 
toujours  petit  par  rapport  à  /y  et  en  développant  en  série 
la  valeur  de  z  en  fonction  de  r  fournie  par  la  première 
des  équations  (^),  nous  réduirons  cette  valeur  à  ses  deux 
premiers  termes,  ce  qui  nous  donnera 

Remplaçons  z  par  cette  valeur  dans  les  deux,  dernières 
équations  (^e)  ;  mettons-y  en  même  temps  pour  C  et  C  les 
valeurs  indiquées  précédemment  (§  136),  et  supposons 
que  ce  soit  nul,  ce  qui  est  toiyours  permis,  car  cela  revient 
à  admettre  que  le  mobile  part  d*un  des  points  de  sa  tra- 
jectoire qui  correspondent  au  maximum  ou  au  minimum  de 
z:  nous  aurons  ainsi,  pour  déterminer  r  et  9  en  fonction 
de  ij  les  équations  différentielles 

dt 

dont  la  seconde  se  réduit  à 

^  +  r«_  =  r..+  f(r.«-r«). 

en  négligeant  le  terme  "Ti  ti  Qui  est  du  même  ordre  de 

grandeur  que  ceux  que  nous  avons  déjà  négligés  dans  la 
valeur  de  z.  L'élimination  de  dt  entre  ces  deux  équations 
différentielles  conduit  à  la  relation 

r»  Vo  dr 
d9  = 


V^(C-fr')(r*-.r/) 
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d'où  l'on  tire  facilement 


2rf8  = 


1  — 


r«       *\r.«^/p.V 


pais,  en  intégrant  et  supposant  que  9  soit  nul  pour  <=-o, 

Oq  voit  par  là  que  ia  projection  horizontale  de  la  courbe 
que  décrit  le  mobile  est  une  ellipse  dont  les  deux  demi-a&es 

sont  net  roi/ i.  La  projection  horizontale  du  mobile  dé- 

erivant  cette  ellipse  conformément  au  théorème  des  aires, 
qu'exprime  la  seconde  des  équations  (0),  on  obtiendra  le 
temps  employé  par  le  pendule  à  faire  une  révolution  com- 
plète autour  de  la  verticale ,  en  divisant  l'aire  de  l'ellipse , 


ou 


ir To  Vo i/l y  par  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps,  qui 


est  i  C  ou  kfoVù  :  on  trouve  ainsi 


2ir 


v/? 


pour  ce  temps  d'une  révolution  complète  du  pendule  co- 
nique. On  peut  observer  que  cette  expression  est  indépen^^ 
dante  de  la  vitesse  initiale  f  «  >  en  sorte  qu'elle  convient  éga« 
Itmcnt  ati  cas  ob  Ton  aurait 
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r,  =  o; 

•  c'est-à-dire  qu'elle  représente  le  temps  employé  par  un 
pendule  circulaire  de  longueur  /  à  faire  deux  oscillations 
complètes,  en  supposant  que  ces  oscillations  aient  une 
amplitude  très-petite  :  on  retrouve  ainsi  la  formule  qui 
donne  la  durée  des  petites  oscillations  du  pendule  circulaire 
(S  132). 

§  138.  Fore«  d'iiierti«.  —  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  considéré  le  mouvement  d'un  point  matériel  comme 
étant  assujetti  à  satisfaire  à  certaines  conditions  ;  nous 
avons  supposé,  ou  bien  que  ce  point  matériel  était  obligé  de 
se  mouvoir  suivant  une  trajectoire  déterminée  (§§  127  à 
Idd),  ou  bien  que  sa  trajectoire  était  nécessairement  située 
sur  une  surface  donnée  (§§  13&  à  137).  Allons  plus  loin,  et 
supposons  qu'un  point  matériel  A  soit  obligé,  par  sa  liaison 
avec  un  autre  corps  B  en  mouvement,  non-seulement  de  dé- 
crire une  trajectoire  donnée,  mais  encore  de  parcourir  celle 
courbe  avec  des  vitesses  successives  dont  la  loi  est  entière^ 
ment  déterminée.  Pour  fixer  les  idées,  nous  pouvons  ima- 
giner qu'il  s'agisse ,  par  exemple ,  d'un  corps  que  l'on  tient 
dans  la  main,  et  auquel  on  donne  un  mouvement  quel- 
conque, sans  l'abandonner.  Ce  point  matériel  Â,  auqdel 
nous  supposons  d'ailleui*s  qu'aucune  force  ne  soit  directe- 
ment appliquée,  réagit  sur  le  corps  B  qui  l'oblige  à  se  mou- 
voir ainsi,  c'est-à-dire  sur  la  main  qui  l'entraîne,  dans  le  cas 
de  l'exemple  qui  vient  d'être  indiqué.  La  réaction  qu'il 
exerce  dans  de  pareilles  circonstances  constitue  ce  qu'on 
nomme  sa  force  d'inertie.  Il  est  aisé  d'en  trouver  la  gran- 
deur et  la  direction. 

D'après  la  forme  de  la  trajectoire  que  décrit  le  point  mcV 
tériel  A,  et  la  loi  du  mouvement  qu'il  possède  sur  cette 
courbe ,  on  peut  trouver  à  chaque  instant  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  force  qui  devrait  agir  sur  lui,  s'il  était  libre, 


r 
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pour  lui  procurer  le  même  mouvement.  Cette  force  est  diri- 
gée suivant  l'accélération  totale  du  mouvement,  et  elle  a 
pour  valeur  le  produit  de  Taccélératlon  totale  par  la  masse 
do  point  matériel  A  (§  98).  Or,  cette  force  qui  communi- 
querait au  point  A  le  même  mouvement,  s'il  était  libre,  n'est 
autre  chose  que  l'acUon  exercée  sur  ce  point  par  le  corps  B 
qui  lui  donne  un  mouvement  obligatoire  ;  la  réaction  du 
point  matériel  A  sur  ce  corps  B,  ou,  en  d'autres  termes,  la 
force  d'inertie  du  point  matériel  A,  est  donc  égale  et  con- 
traire à  la  force  dont  on  vient  d'indiquer  la  grandeur  et  la 
direction.  Ainsi  la  force  d'inertie  du  point  A  est  égale  au 
produit  de  la  masse  de  ce  point  par  l'accélération  de  son 
mouvement,  et  elle  est  dirigée  en  sens  contraire  de  cette 
accélération.  Il  est  clair  qu'elle  s'évalue  en  kilogrammes 
comme  les  autres  forces. 

La  considération  de  la  force  d*iuertie  présente  quelque 
utilité  dans  diverses  circonstances.  Donnons-en  un  exemple 
simple.  Si  l'on  tire  un  wagon,  au  moyen  d'une  corde,  de 
manière  à  lui  donner  un  mouvement  accéléré  sur  un  chemin 
de  fer  rectiligne  et  horizontal ,  la  corde  est  plus  tendue  que 
&11  s'agissait  seulement  d'entretenir  l'uniformité  du  mouve- 
ment du  wagon  ;  la  résistance  exercée  par  le  wagon  sur  la 
corde  qui  le  tire  se  compose  de  celle  qu'il  exercerait  s'il 
avait  un  mouvement  uniforme ,  et  de  sa  force  d'inertie.  On 
peut  donc  dire  que,  en  tirant  la  corde  de  manière  à  produire 
le  mouvement  accéléré  du  wagon,  on  a  à  vaincre,  non-seu- 
lement les  résistances  qui  se  développent  dans  le  mouve- 
ment uniforme,  et  qui  sont  dues  aux  frottements  de  toutes 
sortes,  mais  encore  la  force  d'inertie  du  wagon.  Si  l'on  veut 
ralentir  le  mouvement  du  wagon  ,  en  le  tirant  en  sens  con- 
traire de  son  mouvement,  on  a  encore  à  vaincre  la  force 
d*inertie,  qui  agit  alors  dans  le  sens  du  mouvement. 

La  force  d'inertie  d'un  point  matériel  en  mouvement  étant 
égale  et  contraire  à  la  force  qui  devrait  agir  sur  ce  point 
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matériel  supposé  libre  pour  lui  Taire  prendre  le  mouvement 

qu'il  possède,  on  peut  la  regarder  comme  étant  la  résultante 

de  deux  forces  égales  et  contraires  aux  composantes  taa- 

gentielle  et  normale  de  cette  dernière  force  (§  110).  La 

composante  tangentielle  de  la  force  d'ineitie,  qu'on  désigne 

souvent  sous  le  nom  de  force  d'inertie  Uingentielle,  a 

dv 
ilonc  pour  valeur  m-^,  et  est  dirigée  en  sens  conlraire  du 

mouvement  ou  dans  le  même  sens,  suivant  que  -jj  est  posi- 

ttf  ou  négatif.  Sa  composante  normale  est  égale  à ,  et 

est  toiyours  dirigée  en  sens  contraire  du  rayon  de  cour- 
bure p  de  la  trajectoire  ;  ce  n'est  autre  chose  que  la  force 
centrifuge  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans  le  cas  d'un 
point  matériel  assiyetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe  don- 
née, c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  trajectoire  était  seule  obli- 
gatoire, et  non  la  loi  du  mouvement. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  la  force  d'inertie  d'un  point 
matériel  est  une  réaction  exercée  par  ce  point  sur  le  corps 
qui  l'oblige  à  prendre  un  mouvement  déterminé,  et  qu'en 
conséquence  cette  force  n*agit  pas  sur  le  point  matériel  lui- 
même. 


CHAPITRE  IV. 


ÉQUILIBRE   KT  VOUYEMENT   RELATIFS   d'uN    POkNT  MATÉRIEL. 


§  129,  W^rme»  mpfmr^mimu  dans  le  «Miiveai^Bt  rela- 
tif» —  Si  l'on  rapporte  les  diverses  positioDs  qu'occupe  soc- 
cessÎTemeot  ud  point  mobile  à  un  système  d'axes  qui  soient 
eux-mêmes  en  mouvement  dans  l'espace,  le  mouvement  ab- 
solu de  ce  point  peut  être  regardé  comme  résultant  de  la 
composition  de  son  mouvement  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles et  du  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes.  Nous  avons 
vu  (§  80)  que,  dans  ce  cas,  l'accélération  /  dans  le  mouve- 
ment absolu  s'obtient  par  la  composition  de  trois  accéléra- 
tions, qai  sont  :  1**  l'accélération  j"  dans  le  mouvement  d'en- 
tratnement,  c'est-à-dire  dans  le  mouvement  dont  serait 
animé  le  point  mobile  s'il  restait  en  repos  relatif  dans  la  po- 
sition où  il  se  trouve  ;  2""  l'accélération  /'  dans  le  mouvement 
du  point  par  rapport  aux  axes  mobiles;  S""  une  accélération 
égaie  à  2a>r''sin(x,  dirigée  perpendiculairement  au  plaq 
qui  passe  par  la  vitesse  relative  v"  et  par  l'axe  instantané  de 
rotation  des  axes  mobiles,  et  dans  le  sens  dans  lequel  l'extré- 
mité de  la  ligne  qui  représente  la  vitesse  relative  tourne 
dans  la  rotation  instantanée  autour  de  cet  axe.  Pour  effec- 
tuer la  composition  de  ces  trois  accélérations ,  menons  par 
on  point  quelconque  A,  fig.  67,  une  droite  AB  égale  et  pa- 
rallèle à  celle  qui  représente  l'accélération  relative  /'  -,  puis, 
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par  le  poiDt  B,  une  droite  BC  égale  et  parallèle  à  celle  qui 

représente  raccclcration  tfen- 
ti-alnement  /;  enfin,  par  le 
iauviMA  P^înt  C,  une  droite  CD  égale 
et  parallèle  à  celle  qui  repré- 
sente la  troisième  accélération 
2cK>f"stna  :  la  droite  AD  re- 
présentera la  résultante  de  ces 
trois  accélérations  composant 
Fig.67.  tes  y  c*est-à-dire  l'accélération 

y  dans  le  mouvement  absolu. 

Il  est  clair  que  Taccélératiou  représentée  par  la  droite  A  B, 
peut  être  regardée  à  son  tour  comme  étant  la  résultante  de 
trois  accélérations  représentées  respectivement  ^  quant  i 
leur  grandeur,  leur  direction  et  leur  sens,  par  les  trois  droites 
AD,  DC,  CB.  La  première  de  ces  trois  accélérations  n'est 
autre  chose  que  l'accélération  j  dans  le  mouvement  absolu; 
et  les  deux  autres  sont  égales  et  contrairesaux  accélérations 
f  et  2cK>fVina  que  nous  avons  considérées  précédemment. 
Donc  l'accélération  /',  dans  le  mouvement  relatif  d'un  point 
par  rapport  à  des  axes  mobiles,  s'obtient  en  composant  l'ac- 
célération dans  le  mouvement  absolu  du  point,  avec  deux 
accélérations  égales  et  contraires  à  ces  deux  accélérations 
/  et  2cK>p"sina. 

Supposons  que  le  point  mobile  dont  nous  nous  occupons  soit 
un  point  matériel  de  masse  m.  La  force  qui  agit  sur  ce  point  ma- 
tériel détermine  l'accélération  /  de  son  mouvement  absolu  ; 
elle  est  égale  à  fnj\  et  a  la  même  direction  et  le  même  sens 
que  l'accélération  /  (§§  95  et  98).  L'accélération  /',  dans  le 
mouvement  relatif,  étant  différente  de  l'accélération  /  dans 
le  mouvement  absolu,  un  observateur  qui  participe  au 
mouvement  des  axes  mobiles ,  doit  voir  le  point  matériel  se 
déplacer  comme  s'il  était  soumis  à  l'action  d'une  force  autre 
que  celle  qui  agit  réellement  sur  lui  ;  il  doit  lui  sembler  que 


r 
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ce  point  matériel  est  soumis  à  l'action  d'une  force  égale  à 
ffv"}  ayant  la  même  direction  el  le  même  sens  que  l'accélé- 
ration /'.  Mais  cette  môme  accélération  /'pouvant  s'obtenir 
par  la  composition  de  l'accélération/  avec  deux  accélérations 
égales  et  contraires  à  /  et  2oi>f"sina,  la  force  mj"  dont 
Boos  venons  de  parler  se  trouvera  également  en  composant 
la  force  mj  dirigée  dans  le  sens  de  l'accélération  absolue  y, 
avec  deux  forces  mf  et  2ma>v"sina  dirigées  en  sens  con- 
traire des  accélérations  /  et  2 eo t'usina.  Il  s'ensuit  que, 
pour  l'observateur,  qui  ne  voit  que  le  mouvement  relatif  du 
point  matériel,  et  qui  croit  que  c'est  un  mouvement  absolu, 
les  choses  se  passent  comme  si  ce  point  matériel  était  soumis, 
non  seulement  à  la  force  mj  qui  lui  est  réellement  appli- 
quée, mais  encore  aux  deux  autres  forces  i/nj'  et  IfntAv"  sin  a 
dont  il  vient  d'être  question.  Ces  deux  dernières  forces  sont 
ce  qu'on  nomme  les  farces  apparentée  dans  le  mouvement 
relatif. 

La  première  de  ces  deux  forces  apparentes,  celle  qui  a 
pour  valeur  mj\  et  qui  est  dirigée  en  sens  contraire  de  l'ac- 
célération/,  est  évidemment  égale  et  directemeAt  opposée  à 
la  force  qui  serait  capable  de  donner  au  point  matériel  un 
moDvement  tel  qu'il  reste  en  repos  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles. Si  nous  nous  reportons  à  la  définition  de  la  force  d'iner- 
tie (§  1 38),  nous  verrons  que  cette  première  force  apparente 
est  précisément  la  force  d'inertie  du  point  matériel  dans  son 
moavement  d'entraînement,  c'est-à-dire  dans  le  mouvement 
dont  il  serait  animé  s'il  était  lié  invariablement  aux  axes 
HiobUes  et  entraîné  par  eux  dans  le  déplacement  qu'ils 
q>rouvent. 

La  seconde  force  apparente  a  reçu  le  nom  de  fiyrce  cen- 
trifuge composée.  Pour  en  obtenir  la  valeur,  il  faut  conce- 
voir que  le  déplacement  élémentaire  des  axes  mobiles ,  qui 
s'eflectue  immédiatement  après  l'instant  que  l'on  considère, 

soit  décomposé  en  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané 
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passant  par  le  point  où  se  trouve  le  mobile  à  cet  instant,  et 
en  une  translation  égale  au  mouvement  de  ce  même  point 
supposé  lié  aux  axes  mobiles  ^  si  o)  est  la  vitesse  angulaire 
dans  la  rotation  élémentaire  ainsi  obtenue,  et  a  Tangle  qae 
Taxe  instantané  autour  duquel  cette  rotation  sWectue  fait 
avec  la  direction  de  la  vitesse  relative  v"  du  mobile,  la  force 
centrifuge  composée  a  pour  valeur  2  moi  résina.  Déplus, 
cette  force  est  dirigée  perpendiculairement  au  plan  quipasse 
par  la  vitesse  relative  c"  et  par  l'axe  instantané  de  rotation 
des  axes  mobiles  $  et  elle  agit  en  sens  contraire  du  sens  dans 
lequel  se  meut  Textrémité  de  la  ligne  qui  représente  la  vi- 
tesse relative,  dans  la  rotation  instantanée  autour  de  cet  axe. 
§  iûû.  È^allllire  relatif  4'um  palat  BiatèrM.  —  La 
théorie  des  forces  apparentes  dans  le  mouvement  relatif,  qui 
vient  d*étre  exposée  dans  le  paragraphe  précédent,  convient 
en  particulier  au  cas  où  le  point  matériel  que  Ton  considère 
se  meut  de  manière  à  conserver  constamment  la  même  posi- 
tion par  rapport  aux  axes  mobiles ,  c'est-à-dire  au  cas  où  il 
est  en  équilibre  i*elatif.  Dans  ce  cas,  la  vitesse  relative  v" 
du  point  mobile  étant  nulle ,  la  force  centrifuge  composée 

2m(àv"sina  est  aussi  nulle;  et  la  force 
d'inertie  correspondant  au  mouvement 
d'entraînement  est  la  seule  force  appa- 
rente qu'on  doive  joindre  à  la  force  réel* 
lement  appliquée  au  point  matériel, 
pour  qu'on  puisse  assimiler  son  équili- 
bre relatif  à  un  équilibre  absolu. 

Pour  donner  un  exemple  d'équilibre 
relatif,  considérons  le  mouvement  uni- 
forme de  révolution  d'un  pendule  coni- 
que ÀC,  fig.  68,  autour  de  la  verticale 
AB  menée  par  son  point  de  suspension, 
mouvement  dont  nous  nous  sommes  déjà 
occupés  (§186).  Si  nous  rapportons  le  point  matériel  qui 


ng.  «8. 
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termine  le  pendule  à  des  axes  mobiles  animés  du  même  mou- 
vement de  rotation  autour  de  la  verticale  AB,  il  pourra  être 
regardé  comme  en  équilibre  par  rapport  à  ces  axes  ;  et  on 
exprimera  cet  équilibre  relatif  en  écrivant  que  la  résultante 
do  poids  tng  du  point  matériel  et  de  la  force  apparente  qu*on 
doit  joindre  à  ce  poids  d*après  ce  qui  précède ,  est  dirigée 
Donnalement  à  la  surface  sphérique  sur  laquelle  le  point 
matériel  est  assujetti  à  rester.  Or,  cette  force  apparente  se 

réduit  ici  à  la  force  centrifuge ,  correspondant  au  mou- 

T 

vement  circulaire  et  uniforme  du  point  matériel  supposé  lié 
invariablement  aux  axes  mobiles  et  entraîné  par  eux  dans 
leur  rotation  autour  de  AB.  Prenons  donc,  sur  la  verticale 
du  point  C,  une  longueur  CE  égale  à  mg-,  puis,  sur  le  pro- 
longement du  rayon  CD  du  cercle  que  décrit  le  point  C,  une 


mv^ 


longueur  CF  égaie  à :  la  diagonale  C6  du  pâralWlo* 

gramme  construit  sur  les  lignes  CE,  CF,  doit  être  dirigée 
dans  le  prolongement  du  fil  de  suspension  AC,  qui  n*est 
autre  chose  que  le  rayon  de  la  sphère  sur  laquelle  le  point  C 
est  obligé  de  rester.  D'après  cela  on  a  la  proportion 

CE_AD 
EG^DC  ' 

ti  l'on  y  remplace  les  diverses  lignes  par  leurs  valeurs  ^  et 
qu'on  résolve  ensuite  par  rapport  à  la  vitesse  v  du  point  ma* 
térieli  on  en  déduit 


»=»-y-, 


résultat  conforme  à  ce  que  nous  avions  trouvé  précédem- 
ment. 
§  i&l.  Mouvenent  relatif  d'un  point  matériel.  — 

La  théorie  exposée  dans  le  §  139,  montre  que  tout  mouve- 
ment relatif  d'un  point  matériel  peut  être  traité  comme  un 
45. 
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mouvement  absolu,  à  la  condition  de  joindre  aux  forces  qui 
agissent  réellement  sur  le  point  matériel,  les  deux  forces  ap- 
parentes dont  nous  avons  défini  la  grandeur,  la  direction  et 
le  sens.  Tous  les  théorèmes  qui  ont  été  établis,  pour  le  mou- 
vement absolu  d'un  point  matériel  libre,  sont  donc  applica- 
bles au  mouvement  relatif,  en  tenant  compte  de  ces  deux 
forces  apparentes.  Il  est  complètement  inutile  que  nous  pas- 
sions en  revue  ces  divers  théorèmes,  pour  faire  voir  ce  quHIs 
deviennent  quand  on  les  applique  à  un  mouvement  relatif. 
Nous  nous  contenterons  de  dire  que,  dans  le  cas  du  théorème 
des  forces  vives  (§§  116  et  119),  la  force  centrifuge  com- 
posée disparaîtra  toujours  d'elle-même,  et  on  pourra  raison- 
ner sans  en  tenir  aucun  compte  ;  parce  que,  cette  force  étant 
dirigée  perpendiculairement  à  la  direction  de  la  vitesse  re- 
lative du  point  mobile,  son  travail  sera  toujours  nul  (§  117). 

Les  théorèmes  établis  pour  le  mouvement  absolu  d'un  point 
matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe ,  sont  également  applicables  au  mouvement  relatif 
d'un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  une  courbe  ou  sur 
une  surface,  à  la  condition  de  joindre  les  forces  apparentes  ci- 
dessus  indiquées  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  ce 
point-,  mais  il  faut  pour  cela  que  la  courbe  et  la  surface  dont 
il  s'agit  soient  fixes  relativement  aux  axes  mobiles  auxquels 
on  rapporte  les  diverses  positions  du  point  matériel,  c'est-à- 
dire  qu'elles  participent  au  mouvement  dont  ces  axes  sont 
animés. 

Considérons  en  particulier  le  mouvement  d'un  point  ma- 
tériel libre  par  rapport  à  des  axes  qui  sont  animés  d'un 
mouvement  de  translation  dans  l'espace.  D'après  la  nature 
du  mouvement  des  axes  mobiles ,  la  vitesse  angulaire  a>  qui 
entre  dans  l'expression  de  la  force-centrifuge  composée,  est 
égale  à  zéro  :  cette  force  centrifuge  composée  est  donc  nulle, 
et  des  deux  forces  apparentes ,  qu'on  doit  joindre  aux  forces 
réelles  pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  comme  un 
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mouvement  absolu,  il  ne  reste  que  la  force  dlnortîe  coiTes- 
pondant  au  mouvement  d*entratnement.  Soient  Xt,  yi,  zi, 
les  coordonnées  de  Torigino  des  axes  mobiles,  rapportées 
à  un  système  d*axes  fixes  auxquels  ces  axes  mobiles  restent 
constamment  parallèles.  L'accélération  totale,  dans  le  mou- 
vement d'entraînement,  a  évidemment  pour  composantes  pa- 
rallèles aux  axes,  les  quantités 

(Pxi        d}yi         (Pzi 
W  '     IF'     IF  ' 

en  sorte  que  les  composantes  de  la  force  d'inertie  du  point 
matériel  de  masse  m ,  dans  ce  mouvement  d'entraînement, 
sont 

d^xi  d^yt  d^Zï 

_m_,    -m  —  ,    -m^. 

Si  Ton  désigne  par  Ç,  n,  Ç,  les  coordonnées  du  point  maté- 
riel par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  par  X,  Y,  Z,  les  com- 
posantes, suivant  ces  axes ,  de  la  résultante  des  forces  qui 
sont  appliquées  à  ce  point,  on  aura  (§  121)  les  équations 
diflrérentîelles  suivantes ,  pour  déterminer  son  mouvement 
relatif 

dt  dt^ 

d'n  J'y, 

dt  df}  ' 

d'K      ^  d}zi 

tn  —7-  =  Z  —  m  —rr  • 

dt  dt^ 

On  aurait  pu  trouver  immédiatement  ces  équations  différen- 
tielles, sans  s'appuyer  sur  la  théorie  des  forces  apparentes 
dans  les  mouvements  relatifs,  en  partant  des  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  absolu  (§  121  ),  et  remarquant 
que  les  coordonnées  absolues  x,  y,  z,  du  point  mobile  sont 
respectivement  égales  à  Ç -h  ^^i ,  »î  -H  y  1 ,  Ç -H  *i . 
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Si  les  axes  mobiles ,  auxquels  on  rapporte  les  posiliODS 
successives  du  point  matériel,  sont  animés  d'un  mouvement 
de  translation  rectiligne  et  uniforme,  non-seulement  la  force 
centrifuge  composée  est  nulle,  mais  il  en  est  de  même  de  la 
force  dlnertie  correspondant  au  mouvement  d'entraînement  i 
puisque,  dans  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  l'accé- 
lération totale  est  constamment  nulle.  Il  n'y  a,  dans  ce  cas, 
aucune  force  apparente  à  joindre  aux  forces  réelles ,  pour 
que  le  mouvement  relatif  puisse  être  traité  comme  un  mou- 
vement absolu.  Les  équations  différentielles  sont  les  mêmes, 
qull  s'agisse  du  mouvement  absolu  ou  du  mouvement  re- 
latif. 

S  1^2.  MoBvement  relatif  4e  4eBx  pelnU  Biatériel* 
qnl  ne  sont  seuils  qn^A  lenrs  aetlens  nmtneiles.  — 
Deux  points  matériels  A,  B,  en  mouvement,  n'étant  soumis 
qu'aux  actions  égales  et  contraires  qu'ils  exercent  l'un  sur 
l'autre ,  concevons  que  le  point  B  soit  rapporté  à  un  système 
d'axes  coordonnés  qui  se  meuvent  parallèlement  à  eux- 
mêmes  de  manière  à  passer  constamment  par  le  point  A  : 
nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  le  mouvement  do 
point  B  par  rapport  à  ces  axes  mobiles.  Soient  m  la  masse 
du  point  A,  m'  celle  du  point  B,  F  la  force  à  laquelle  le 
point  B  est  soumis  et  qui  émane  du  point  A,  r  la  distance  des 
deux  points,  et  Ç,  n,  2;,  les  coordonnées  du  point  B  par  rap- 
port aux  axes  mobiles.  La  force  F  est  dirigée  suivant  la 
ligne  droite  qui  joint  le  point  A  au  point  B;  nous  suppose- 
rons d'ailleurs  qu'elle  est  attractive,  c'est-à-dire  qu'elle  tend 
à  rapprocher  le  point  B  du  point  A  ;  il  suffirait  de  changer 
son  signe  dans  les  équations  que  nous  allons  établir,  poor 
que  ces  équations  convinssent  an  cas  où  elle  serait  répol- 

Les  composantes  de  la  force  F  suivant  les  axes  coordonnas 
sont 


iQOIL.   BT  MOUT.   RBLATIVS  It'UN  POINT  HATÉHIEL.     911 

_F^,    -f!î,    -f^. 

r  r  r 

A  ces  composantes  de  la  force  qui  agit  réellement  sur  le 
point  B,  nous  devons  ajouter  les  composantes  de  la  force 
dlnertîe  de  ce  point  dans  son  mouvement  d'entratnement. 
Or,  la  force  qui  agit  sur  le  point  A  est  égale  et  contraire  à 
celle  qui  agit  sur  le  point  B  ;  en  sorte  que  ces  composantes 
,  suivant  les  axes  sont 

F^,     F«,    F^ 
r  r  r 

L'accélération  totale  du  mouvement  absolu  du  point  A  est 
donc  la  résultante  de  trois  accélérations  dirigées  suivant  les 
axes  et  ayant  pour  valeurs 

-F-,         -F^,         -F^^. 

r  Tn     r  m     r 

Cette  accélération  totale  étant  celle  du  mouvement  d'entrat- 
nemeDt  du  point  B,  les  composantes  de  sa  force  dlnertie  dans 
ce  mouYement  d'entratnement  seront 

f5,  F   -,  F-. 

tn      r  ^  m      r  m      r 

D'après  cela  les  équations  différentielles  du  mouvement  re- 
latif du  point  B  seront 

dt*~~        \m^m'J      r* 

^^=._(i_Hi,)F«. 
rf(>  \  m       m  /      r' 

^=_(i  +  i,\F?. 
dt^  \m       m/      r 

Lorsque  Ton  connaîtra  la  loi  suivant  laquelle  la  force  F  varie 
avec  la  positioa  que  le  point  B  occupe  par  rapport  an  point 
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A,  on  n'aura  plus  qu'à  intégrer  les  équations  différentielles 
qu'on  vient  d'obtenir,  pour  avoir  sous  forme  finie  les  équa- 
tions du  mouvement  relatif  du  point  B. 

II  est  aisé  de  voir  que  ce  mouvement  relatif  du  point  B  est 
de  même  nature  que  le  mouvement  absolu  dont  il  serait  animé 
s'il  était  soumis  à  la  même  force  attractive  F  émanant  d'un 
point  fixe.  En  effet ,  si  l'on  mène  trois  axes  coordonnés  par 
ce  point  fixe,  et  qu'on  désigne  par  x,  y,  z,  les  coordonnées 
du  point  B  par  rapport  à  ces  axes,  et  par  r  la  distance  qui  le 
sépare  de  lorigine,  on  aura  les  équations  différentielles  sui- 
vantes,  pour  déterminer  son  mouvement  absolu 

^— _  JLi?y 

—  —  —  L     ^ 

Ces  équations  différentielles  ne  diffèrent  de  celles  qui  déter- 
minent le  mouvement  relatif  du  point  B,  par  rapport  aux  axes 
mobiles  passant  par  le  point  A,  qu'en  ce  que  le  facteur  con- 

1        1 
stant  —  H ;  qui  multiplie  les  composantes  de  la  force  F,  y 

est  remplacé  par  le  facteur  — .  Les  intégrales  de  ces  deux 

systèmes  d'équations  différentielles  s'obtiendront  donc  de  la 
m^me  manière,  et  auront  exactement  la  même  forme. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  force  F  varie  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  des  deux  poinu 
A  et  B.  Le  mouvement  relatif  du  point  B  par  rapport  à  des 
axes  de  direction  constante  menés  par  le  point  A  sera  de 
même  nature  que  celui  que  nous  avons  étudié  dans  le  §  124. 
Dans  ce  mouvement  relatif,  le  point  B  ne  sortira  pas  d'un 
plan  mené  par  la  direction  de  sa  vitesse  relative  initiale  et 
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pair  le  point  A  ;  et  il  décrira  dans  ce  plan  une  section  coniqde 
ayant  le  point  A  pour  foyer. 

§  1A5.  Mjmlu  4e  liépler;  gravitation  oalverielle. — 

L'étade  approfondie  dn  mouvement  des  planètes  autour  du 
soleil  a  conduit  Kepler  à  reconnaître  que  ce  mouvement  s'ef- 
fectue d'après  les  lois  suivantes  : 

Première  loi.  Les  planètes  décrivent  autour  du  soleil  des 
ellipses  dont  cet  astre  occupe  un  des  foyers.  . 

Deuxième  loi.  Les  aires  des  portions  d'ellipse  parcourues 
successivement  par  le  rayon  vecteur  qui  joint  une  planète  au 
soleil  y  sont  entre  elles  comme  les  temps  employés  à  les  par- 
courir. 

Troisième  loi.  Les  carrés  des  temps  des  révolutions  des 
planètes  autour  du  soleil,  sont  entre  eux  comme  les  cubes 
des  grands  axes  de  leurs  orbites. 

C'est  en  partant  de  ces  lois  que  Newton  est  arrivé  à  la  dé- 
couverte de  la  gravitation  universelle.  Nous  allons  voir 
comment  cette  grande  loi  de  la  nature  peut  se  déduire  de 
celles  que  Kepler  avait  fait  connaître. 

Dans  le  système  de  Copernic,  que  les  lois  de  Kepler  n'ont 
fait  que  compléter,  on  regardait  le  soleil  comme  fixe.  Le 
mouvement  des  planètes  autour  du  soleil,  tel  qu'il  est  défini 
par  les  lois  de  Kepler,  était  donc  considéré  comme  un  mouve- 
ment absolu.  Plaçons-nous  d'abord  à  ce  point  de  vue,  et  voyons 
quelles  sont  les  conséquences  qu'on  peut  en  tirer.  De  ce  que 
l'oriliite  de  chaque  planète  est  contenue  tout  entière  dans  un 
plan  passant  par  le  soleil,  et  de  ce  que  les  aires  décrites  par 
le  rayon  vecteur  qui  joint  la  planète  au  soleil  sont  propor- 
tionnelles aux  temps  employés  à  les  décrire ,  nous  pouvons 
conclure  immédiatement  que  la  planète  se  meut  sous  l'action 
d'une  force  qui  est  constamment  dirigée  vers  le  soleil  (§  115). 
Chaque  planète  décrivant  une  ellipse  dont  le  soleil  occupe 
on  des  foyers,  il  en  résulte  nécessairement  :  i""  que  la  force 
qui  lui  est  appliquée  tend  à  la  rapprocher  du  soleil,  puisque 
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la  concavité  de  sa  tnjectoii'e  esi  touniée  vers  cet  astre; 
2°  que  cette  force  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis« 
tance  de  la  planète  au  soleil  (§  124).  Enfin,  si  nous  désignons 
par  T  la  durée  de  la  révolution  d'une  planète  autour  du  soleil, 
et  par  F  la  force  qui  détermine  son  mouvement;  et  si,  eo 
outre,  nous  adoptons  les  notations  du  §  i2A,  nous  auroas 

271       ^Wa^ 


d'où 


47r*a* 


•I  par  suite 


a* 


mais,  d'après  la  troisième  loi  de  Kepler,  ;=;;  a  la  même  va- 

leur  pour  les  diverses  planètes:  donc,  si  toutes  les  planètes 
étaient  ramenées  à  la  môme  distance  du  soleil,  les  forces 
telles  que  F  qui  tendent  à  les  rapprocher  du  soleil  seraient 
proportionnelles  à  leurs  masses.  On  peut  résumer  ces  diffé- 
rents résultats,  en  disant  que  les  forces  qui  déterminent  le 
mouvement  des  planètes  sont  :  1**  dirigées  vers  le  soleil  ; 
%""  proportionnelles  aux  masses  des  planètes;  3*  inversement 
proportionnelles  aux  carrés  des  distances  qui  existent  entre 
elles  et  le  soleil. 

Le  mouvement  de  révolution  de  la  lune  autour  de  la 
terre,  et  celui  des  satellites  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'Uranus 
et  de  Neptune  autour  des  planètes  dont  ils  dépendent,  mon- 
trent que  ces  diverses  planètes  exercent  sur  leurs  satellites 
des  actions  analogues  à  celles  que  le  soleil  exerce  sur  les 
planètes }  elles  peuvent  donc  attirer  le  soleil,  tovt  aussi  bien 
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qu'elles  sont  attirées  par  lui ,  et  aussi  elles  peuvent  s'attirer 
mutuellement.  On  est  conduit  par  là  à  l'idée  d'une  attraction 
s'exerçant  d'une  manière  générale  entre  deux  quelconquies 
des  corps  qui  font  partie  de  notre  système  planétaire ,  et  il 
est  naturel  d'admettre  que  cette  attraction  suit  les  lois  que 
nous  avons  trouvées  pour  les  actions  exercées  par  le  soleil 
sur  les  planètes. 

U  est  vrai  que,  dès  que  l'on  admet  que  le  soleil  est  attiré 
parles  plantes  qui  l'entourent,  on  ne  peut  plus  le  regarder 
comme  fixe  \  il  doit  se  mouvoir  par  suite  des  actions  qu'il  en 
éprouve,  et  par  conséquent  les  lois  de  Kepler  se  rapportent, 
non  pas  au  mouvement  absolu  des  planètes,  mais  à  leur  mou- 
vement par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menéa 
par  le  soleil.  Les  déductions  que  nous  avons  tirées  de  ces 
lois,  en  regardant  le  soleil  comme  fixe,  ne  doivent  donc  paa 
être  considérées  comme  rigoureuses.  Observons  cependant 
que  le  mouvement  relatif  d'ane  planète  par  rapport  au  soleil, 
dans  le  cas  où  ces  deux  corps  ne  seraient  souinis  qu'à  leurs 
.  actions  mutuelles,  doit  s'effectuer  suivant  les  mêmes  lois  que 
le  mouvement  absolu  dont  la  planète  serait  animée  si  le  so* 
leil  était  fixe  et  qull  exergàt  sur  elle  la  même  force  attractive 
(§  i&2);  en  sorte  que,  si  ce  mouvement  relatif  satisfait  aux 
deux  premières  lois  que  Kepler  a  trouvées ,  il  en  serait  de 
même  du  mouvement  absolu  dont  il  vient  d'être  question  ;  et, 
par  suite,  on  est  en  droit  de  tirer  de  ces  deux  premièrea  lois, 
reconnues  vraies  dans  le  mouvement  relatif  d'une  planète 
autour  du  soleil,  les  conséquences  qu'on  en  a  déduites  en  ad- 
mettant que  le  soleil  était  fixe  et  que  ces  lois  s'appliquaient 
au  mouvement  absolu  de  la  planète. 

L'existence  de  plusieurs  planètes  autour  du  soleil  fait  que* 
cette  dernière  considération  ne  peut  pas  être  appliquée  en 
toute  rigueur,  puisqu'on  ne  peut  pas  admettre  que  le  soleil  se 
meuve  sous  l'action  d'une  planète,  sans  céder  en  même  tempa 
aux  actions  de  toutes  les  autres.  D'après  cela ,  si  les  lois  de 
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Kepler  étaient  rigoareusement  vi*aies,  les  conséquences  que 
nous  en  avons  déduites,  en  regardant  le  soleil  comme  fixe,  ne 
seraient  pas  exactes,  et  auraient  besoin  d*élre  modifiées.  Mais 
il  n*en  est  pas  ainsi ,  et  c'est  précisément  le  contraire  qui  a 
lieu  ;  les  résultats  auxquels  nous  avons  été  conduits,  relative- 
ment aux  forces  d'attraction  que  le  soleil  exerce  sur  les  pla- 
nètes, sont  exacts,  tandis  que  les  lois  de  Kepler,  qui  nous  ont 
servi  de  point  de  départ  pour  arrivera  ces  résultats,  ne  sont 
qu'approchées.  Voici  l'idée  qu'on  doit  se  faire  de  la  manière 
dont  s'effectuent  les  mouvements  des  divers  corps  qui  font 
partie  de  notre  système  planétaire. 

Deux  portions  quelconques  de  matière,  appartenant  à  ce 
système ,  exercent  l'une  sur  l'autre  des  actions  attractives 
égales  et  contraires ,  dont  Tintensité  peut  être  représentée 
par 

ffnm! 

m  et  m'  étant  les  masses  de  ces  deux  poitions  de  matière,  r 
la  distance  qui  les  sépare,  et/  une  quantité  constante  qui  est 
l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à  l'unité 
de  distance  ;  c'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  la  gravitation 
universelle.  Les  dimensions  du  soleil  et  des  divers  corps  qui 
circulent  autour  de  lui  sont  tellement  petites  par  rapport  à  ' 
leurs  distances  mutuelles,  qu'on  peut  les  assimiler  à  autant 
de  points  matériels  agissant  les  uns  sur  les  autres ,  confor- 
mément à  la  loi  que  nous  venons  d'énoncer;  ce  n'est  guère 
que  quand  on  s'occupe  de  la  forme  des  planèies,  et  des  phé- 
nomènes qui  se  passent  à  leur  surface,  qu'il  y  a  lieu  de  re- 
garder ces  corps  comme  formés  par  la  réunion  d'un  graud 
nombre  de  parties  entre  lesquelles  s'exercent  des  actions  at- 
tractives satisfaisant  à  la  môme  loi.  Le  mouvement  de  chacun 
des  points  matériels  auxquels  nous  réduisons  ainsi  le  soleil, 
les  planètes  et  leurs  satellites,  est  déterminé  par  la  résultante 
des  actions  qu'il  éprouve  de  la  part  de  tous  les  autres  ;  et  par 


r 
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conséquent  ce  mouvement  doit  être  très-complexe,  en  raison 
du  grand  nombre  des  points  matériels  qu'on  a  ainsi  à  consi- 
dérer, et  du  changement  continuel  de  leurs  positions  rela-* 
tives.  Mais  la  masse  du  soleil  étant  extrêmement  grande  par 
rapport  aux  masses  de  tous  les  autres  corps,  il  s'ensuit  que, 
d*ttne  part ,  cet  astre  se  déplace  très-peu  sous  l'action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées ,  de  sorte  que  les  choses  se 
passent  à  peu  près  comme  s'il  était  complètement  immobile  ; 
d'une  autre  part,  la  résultante  de  toutes  les  forces  auxquelles 
une  planète  quelconque  est  soumise ,  ne  diffère  pas  beau- 
coup de  l'attraction  qu'elle  éprouve  de  la  part  du  soleil,  de 
sorte  que  la  planète  se  meut  à  très-peu  près  de  même  que  si 
le  soleil  agissait  seul  sur  elle.  C'est  cette  circonstance  qui 
fait  que  Kepler  a  pu  trouver  les  lois  qui  portent  son  nom, 
lois  qui  seraient  exactes  si  le  soleil  était  immobile  et  que 
chaque  planète  ne  fût  attirée  que  par  cet  astre,  mais  qui  ne 
sont  qu'approchées,  en  raison  du  déplacement  continuel  du 
soleil,  et  des  actions  que  chaque  planète  éprouve  de  la  part 
de  toutes  les  autres. 

§  1^/^.  La  lune,  satellite  de  la  terre,  étant  beaucoup 
plus  rapprochée  de  cette  planète  que  du  soleil,  il  en  résulte 
que  l'attraction  qu'elle  éprouve  de  la  part  de  la  terre  n'est 
pas  petite  par  rapport  à  celle  qu'elle  éprouve  de  la  part  du 
soleil;  la  petitesse  de  la  masse  de  la  terre,  comparée  à  la 
masse  du  soleil,  est  en  grande  partie  compensée  par  la  grande 
proximité  de  la  lune  et  de  la  terre.  C'est  ce  qui  fait  que  le 
mouvement  de  la  lune  autour  du  soleil  est  loin  de  satisfaire 
aux  deux  premières  lois  de  Kepler.  Mais  ce  qu'il  nous  im- 
porte de  connaître,  c'est  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre,  c'est-à-dire  le  mouvement  relatif  de  ce  satellite  rap- 
porté à  des  axes  de  direction  constante  passant  par  le  centre 
du  globe  terrestre.  Pour  étudier  ce  mouvement  relatif,  on  peut 
le  traiter  comme  un  mouvement  absolu,  pourvu  qu'aux  for- 
ces réelles  qui  agissent  sur  la  lune  on  joigne  la  force  d'inertie 
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eorrespondant  au  mouvement  d*etitratnement  (§  l&i).  Soient 
m,  m',  fit",  les  masses  du  soleil,  de  la  terre  et  de  la  lune,  d  là 
distance  du  soleil  à  la  terre,  d' la  distance  du  soleil  à  la  lune, 

et  r  la  distance  de  la  lune 

**    à  la  terre.  La  lune  L, 

fig  69,  est  soumise  :  1"*  à 
Fîg.60.  l'attraction  de  la  terre 

ffn'nt" 
T,  dirigée  suivant  LTy  et  égale  à     ^     ;  2°  à  Tattraction  du 

soleil  S,  dirigée  suivant  L  S,  et  égale  à     ^     .  La  terre  T 

'..    ^  .  .        i.         fvnw!  ffn'm!'  ,.  .    , 

étant  soumise  aux  deux  forces*^--jj—,—j-- dirigées  res- 
pectivement suivant  les  lignes  TS,  TL,  Taccélération  totale 
dans  son  mouvement  absolu  est  la  résultante  des  accéléra- 

fm    fm" 
tions  -^  j^—T  dirigées  suivant  ces  droites  TS,  TL  j  donc  la 

force  dHnertie  de  la  lune,  dans  son  mouvement  d'entraînement, 
est  la  résultante  de  deux  autres  forces  qui  sont  :  1**  une  force 

égale  à     ^    et  dirigée  suivant  la  ligne  LN  parallèle  à  ST; 

2''  une  force  égale  à*--^-  et  dirigée  suivant  la  ligne  LT.  Les 

forces,  tant  apparentes  que  réelles,  dont  on  doit  tenir  compte 
pour  pouvoir  traiter  le  mouvement  relatif  de  la  lune  comme 
un  mouvement  absolu ,  sont  donc  au  nombre  de  quatre , 

savoir  :  1*  deux  forces  égales  à       i     /-"T'y  dirigées  toutes 

deux  suivant  LTj  2*»  une  force  égale  ^ —sfr  »  dirigée  sui- 

y*      tt 
T.I.»  Mj^.n,  cuuii  uuc  luicc  ugiiie  a  ,  dlKgée  suivant 

LN.  La  distance  LT  ou  r  de  la  lune  à  la  terre  étant  environ 
quatre  cents  fois  plus  petite  que  la  distance  T  S  ou  d  de  la 
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terre  au  soleil,  il  s'ensuit  que  les  deux  dernières  forces  n'ont 
jamais  entre  elles  qu'une  différence  très-faible,  et  que  les  di- 
rections de  ces  forces  ne  s'éloignent  jamais  beaucoup  d^tre 
oppc^sées  Tune  à  l'autre  ;  la  résultante  de  ces  deux  dernières 
forces  est  donc  toujours  très-petite ,  de  sorte  que  la  lune  se 
meut  à  peu  près  comme  si  elle  n'était  soumise  qu'aux  deux 
premières  forces.  Or,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  ne  tient 
compte  que  de  ces  deux  premières  forces,  on  trouvera  préci* 
sèment  le  mouvement  relatif  dont  la  lune  serait  animée  au- 
tour de  la  terre,  si  ces  deux  corps  n'étaient  soumis  qu'à  leurs 
actions  mutuelles;  et  par  conséquent  ce  mouvement  s'eflTec* 
tuera  conformément  aux  deux  premières  lois  de  Kepler 
(§  \hi),  La  résultante  des  deux  autres  forces,  dont  on  né- 
glige ainsi  l'action  dans  une  première  approximation,  cons» 
titue  ce  qu'on  nomme  la  force  perturbatrice  du  mouvement 
de  la  lune;  elle  a  pour  effet  de  faire  prendre  à  la  lune  un 
tnourement  un  peu  différent  du  mouvement-elliptique  dont 
elle  serait  animée  sans  cela ,  par  rapport  aux  axes  de  direc^ 
tioD  constante  menés  par  le  centre  de  la  terre. 

Dans  ce  qui  précède ,  nous  n'avons  pas  tenu  compte  des 
actions  que  la  lune  et  la  terre  éprouvent  de  la  part  des  pla- 
nètes antres  que  la  terre.  A  la  rigueur,  on  doit  en  tenir 
compte,  et  cela  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  que  ce  que 
nous  avons  fait  en  ne  considérant  que  les  actions  du  soleil 
sur  ces  deux  corps  ;  mais  il  n'en  résulte  qu'une  modification 
peu  importante  de  la  force  perturbatrice  du  mouvement  de 
la  lune. 

Le  mouvement  relatif  de  la  lune  autour  de  la  terre  s'effèc- 
tuant  à  peu  près  de  la  même  manière  que  si  ces  deux  corps 
n'étaient  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles ,  et  la  masse 
m"  de  la  lune  étant  petite  par  rapport  à  la  masse  m'  de  la 

terre,pnisque  leur  rapport  —,  est  égal  à  ~ ,  on  peut  regarder 

fit  oo 

l'accélération  totale  dans  le  mouvement  relatif  de  la  lune 
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comme  sensiblement  égale  à*^.  Cette  accélération  n*est 

donc  autre  chose  que  celle  qui  est  due  à  TattracUon  de  la 
terre  sur  un  corps  placé  à  la  distance  où  se  trouve  la  lune. 
Or,  la  lune  emploie  27J,d2i66i  ou  2  360  592  secondes,  à  faire 
un  tour  entier  autour  de  la  terra  ;  si  Ton  regarde  son  mou- 
vement comme  circulaire  et  uniforme,  ce  qui  n'est  pas  très- 
loin  de  la  vérité,  et  qu'on  prenne  le  rayon  de  son  orbite  égal 
à  60  fois  le  rayon  de  la  terre ,  on  en  déduit  que  sa  vitesse  est 
de  lOiô*",?  par  seconde;  en  divisant  le  carré  de  cette  vitesse 
par  le  rayon  de  l'orbite,  on  a  0°',002  706 1  pour  l'accélération 
du  mouvement  lunaire  :  il  suffit  dès  lors  de  multiplier  ce  der* 
nier  nombre  par  le  carré  de  60,  pour  avoir  l'accéléralion 
produite  par  l'attraction  de  la  terre  sur  un  corps  placé  près 
de  sa  surface.  Le  résultat  de  cette  multiplication  est  9*",742iy 
qui  ne  difiëre  pas  beaucoup  de  l'accélération  g  due  à  l'action 
de  la  pesauteur  dont  la  valeur  est  Q'^jSOSS.  Si  Ton  observe 
que  nous  avons  raisonné  en  ne  tenant  pas  compte  de  reflet 
produit  par  la  force  perturbatrice  due  au  soleil,  en  négli- 
geant la  masse  de  la  lune  par  rapport  à  celle  de  la  terre,  et 
en  regardant  le  mouvement  de  la  lune  comme  circulaire  et 
uniforme ,  on  comprendra  que  cela  peut  suffire  pour  expli- 
quer la  différence  entre  les  deux  nombres  que  nous  venons 
de  comparer.  On  reconnaît  en  effet  que,  si  l'on  a  égard  aux 
causes  d'erreur  que  nous  signalons ,  et  à  quelques  autres 
dont  nous  n'avons  pas  parlé ,  il  y  a  identité  complète  entre 
Taccélération  g  des  corps  qui  tombent  près  de  la  surface  de 
la  terre,  et  la  valeur  que  l'on  trouve  pour  cette  accélération 
en  la  déduisant  du  mouvement  de  la  lune  d'après  la  loi  de 
la  gravitation  universelle.  La  pesanteur  à  la  surface  de  la 
terre  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  cette  gravitation 
universelle  à  la  connaissance  de  laquelle  Newton  a  été  con- 
duit en  partant  des  lois  de  Kepler. 
§  iA5.  On  comprend  ti*ès-bien  que  l'on  puisse  négliger 
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les  dimensions  da  soleil  et  des  planètes,  et  assimiler  ces 
divers  corps  à  de  simples  points  matériels,  quand  on  ne 
considère  que  les  attractions  qu'ils  exercent  les  uns  sur  les 
autres,  parce  que  leurs  distances  mutuelles  sont  très- 
grandes  par  rapport  à  leurs  dimensions;  on  comprend 
encore  qu'on  puisse  agir  ainsi  quand  on  s'occupe  de  l'attrac- 
tion de  la  terre  sur  la  lune  :  mais  quand  on  en  vient  a  con- 
sidérer l'attraction  que  la  masse  entière  de  la  terre  exerce 
sur  un  corps  placé  à  sa  surface,  comme  nous  l'avons  fait  il 
n'y  a  qu'un  instant,  il  n'est  évidemment  plus  permis  de  faire 
abstraction  des  dimensions  de  la  terre.  Nous  allons  voir  ce- 
pendant qu'on  est  en  droit  de  raisonner,  même  dans  ce  der- 
nier cas,  comme  si  toute  la  masse  de  la  terre  était  réunie 
en  son  centre.  Pour  cela  nous  allons  déterminer  la  résul- 
tante des  attractions  que  les  divei*ses  parties  d'un  corps 
sphériqne  homogène,  ou  formé  de  couches  sphériques  con- 
centriques homogènes,  exercent  sur  un  point  matériel. 

Considérons  d'abord  une 
'  couche  sphérique  homogène 
C,  fig,  70,  et  supposons  que 
le  point  matériel  attiré  A  soit 
en  dehors  de  cette  couche. 
Nous  raisonnerons  comme  si 
la  matière  existait  d'une  manière  continue  dans  la  totalité  du 
volume  occupé  par  la  couche  C,  sans  qu'aucun  espace  vide 
existe  entre  les  diverses  parties  matérielles  qui  la  constî- 
tnent  ;  et  en  décomposant  cette  couche  en  éléments  de  di- 
mensions infiniment  petites  dans  tons  les  sens,  nous  regar- 
derons ces  divei*s  éléments  comme  autant  de  points  matériels 
dont  les  masses  sont  proportionnelles  à  leurs  volumes. 
Soient  R  le  rayon  extérieur  de  la  couche,  R'  son  rayon  inté- 
rieur, a  la  distance  de  son  centre  0  au  point  A,  r  la  dis- 
tance d'un  point  quelconque  M  au  point  0,  6  l'angle  MO  A , 
f  l'angle  que  le  plan  MO  A  fait  avec  un  plan  fixe  mené  par 
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AO,  m  la  niasse  du  point  matériel  A,  et  p  la  masse  de  la 
matière  contenue  dans  Tunité  de  volume  de  la  couche  C.  Un 
élément  de  volume,  correspondant  aux  variations  dr,  dB^  dff 
des  trois  coordonnées  polaires  du  point  M ,  est  représenté 
par 

r^slnOrfr  rf9rf(p; 

la  masse  de  la  matière  que  cet  élément  de  volume  renferme 
est  donc  égale  à 

pr*9inB  dr  dd  dxf  ] 

d'après  cela,  on  a  pour  Texpression  de  Taltraction  que  cet  élé- 
ment matériel  exerce  sur  le  point  A  (§  143) 

/mpr*8in9dr  dBdcf 
a*-\-r^  —  2arcos6 

Décomposons  cette  force  en  deux  composantes  dirigées. 
Tune  suivant  AO,  Tautre  suivant  une  ligne  AB  perpendicu- 
laire à  AO;  si  nous  désignons  Tangle  MAO  para?  nous 
aurons 

fin  p  r«  sînô  cosa  rfr  dQ  d(f 
a'*-\-r* — 2arcos0 

pour  la  première  de  ces  deux  composantes.  En  raison  de  la 
symétiie  du  système  par  rapport  à  la  ligne  AO,  il  est  clair 
que  la  résultante  des  attractions  que  toutes  les  parties  ma- 
térielles de  la  couche  C  exercent  sur  le  point  A,  sera  dirigée 
suivant  cette  ligne  AO,  et  qu'en  conséquence  elle  sera  égale 
à  la  somme  des  composantes,  telles  que  celle  dont  nous 
venons  d'écrire  la  valeur  :  toutes  les  autres  composantes, 
dirigées  perpendiculairement  à  AO^  se  détruiront  mutuelle* 
ment,  on  sorte  que  nous  n'avons  pas  besoin  de  nous  en  oc* 
cuper.  Nous  aurons  donc,  pour  l'attraction  totale  F  exercée 
par  la  couche  C  sur  le  point  matériel  A, 


r 
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F=  fdr  fdO   r^"  Mp^^i^^cosccdff 
t/B'     */o      */o      a*+r«— 2arcos9 

Effectuons  d'abord  l'intégration  relative  à  f,etnousauronSy 
en  observant  que  /",  m,  et  p  sont  constants 


'-^'X^r.^ 


CQSadB 
2arcos9 


Pour  faire  une  seconde  intégration,  dans  laquelle  r  sera  re- 
gardé comme  constant,  substituons  à  6  une  autre  variable  u 
représentant  la  distance  A  M.  Nous  aurons 

•«•  =  a'4-r* — 2arco80, 

et  par  suite 

smO  dB  =  —  ; 
ar 

on  a  d'ailleurs 

a — rcosO 


cosa 


u 


de  sorte  que,  si  nous  obsédons  que  les  valeurs  de  u  cor- 
respondant aux  limites  de  0  sont  a  —  r  et  a  -hr,  nous 
pourrons  mettre  la  valeur  de  F  sous  la  forme 


L'intégration  relative  à  u  étant  effectuée,  on  aura 

et  enfin,  en  intégrant  par  rapport  à  r,  on  troovera 

&tr/mp(R'-R") 

46. 
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valeur  qui  se  réduit  à 

fmM 


F  = 


a*    ' 


si  l'on  désigne  par  M  la  masse  de  la  couche  attirante,  car 
celte  niasse  est  évidemment  égale  à 

On  voit  par  là  que  la  résultante  des  attractions  exercées  sur 
le  point  matériel  A,  par  les  diverses  parties  matérielles  qui 
composent  la  couche  C,  est  exactement  la  même  que  l'attrac- 
tion que  ce  point  Â  éprouverait  de  la  part  d'un  point  maté- 
riel qui  se  trouverait  en  0  et  dont  la  masse  serait  égale  à 
celle  de  la  couche  C. 

Si  le  point  attiré  A  était  à  Tintérieur  de  la  couche  atti- 
rante C,  le  calcul  de  l'attraction  de  la  couche  sur  le  point  A 
se  ferait  exactement  de  la  même  manière;  seulement,  quand 
on  en  viendrait  à  l'intégration  relative  à  n,  on  devrait 
prendre  r  —  a  etr  +  a  pour  les  limites  des  valeurs  de  cette 
variable,  au  lieu  de  a  —  r  et  a-\-r  que  nous  avons  pris 
précédemment  :  il  s'ensuit  que  le  résultat  est  très-diSërent, 
et  que  l'on  trouve 

F  =  o. 

Les  actions  que  les  diverses  parties  matérielles  de  la  couche 
C  exercent  sur  un  point  matériel  situé  à  son  intérieur  se 
font  donc  équilibre,  et  ce  point  se  trouve  dans  les  mêmes 
conditions  que  si  ces  parties  matérielles  dont  la  couche  C 
est  formée  n'exerçaient  aucune  attraction  sur  lui. 

Supposons  maintenant  que  le  corps  attirant  soit  formé  de 
couches  sphériques  concenuiques  et  homogènes,  la  densité 
pouvant  d'ailleurs  varier  d'une  manière  quelconque  d'une 
couche  à  une  autre.  Nous  pouvons  dire  de  suite  que  ;  1*»  si 
le  point  attiré  n'est  pas  situé  à  Tintérieur  de  la  surface  du 
corps  attirant,  l'attraction  qu'il  éprouvera  sera  la  même  que 
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si  toute  la  masse  de  ce  corps  était  concentrée  en  son  cende 
de  figure,  puisque  cela  a  lieu  pour  chacune  des  couches 
dont  le  corps  se  compose;  T  si  le  point  attiré  est  situé  à 
rintérieur  de  la  surface  du  corps  attirant,  les  couches  qui 
Fenvironnent  n'auront  aucune  action  sur  lui,  et  Tattraction 
totale  à  laquelle  il  sera  soumis  sera  la  même  que  si  ces 
couches  extérieures  étaient  supprimées  et  que  le  reste  du 
corps  fiit  concentré  à  son  centre  de  figure. 

La  terre  ayant  à  très-peu  près  la  forme  d'une  sphère ,  et 
les  matières  qui  la  composent  étnnt  probablement  distri- 
buées à  son  intérieur,  de  manière  à  former  à  peu  près  des 
couches  sphériqucs  concentriques  homogènes,  on  voit  qu'on 
est  en  droit,  jusqu'à  un  certain  point,  de  regai'dcr  l'attrac- 
tion qu'un  point  matériel  éprouve  de  la  part  de  la  terre 
comme  étant  la  même  que  si  toute  la  masse  de  la  terre  était 
réunie  en  son  centre.  C'est  ce  que  nous  avons  fait,  lorsque 
nous  avons  cherché  à  reconnaître  si  la  pesanteur  leirestre 
netaît  pas  un  effet  particulier  de  cette  gravitation  univer- 
selle ,  à  laquelle  sont  dus  les  mouvements  des  divei*s  corps 
de  notre  système  planétaire  (§  l/i4).  Cependant  le  défaut 
de  sphéricité  parfaite  des  couches  homogènes  dont  on  peut 
concevoir  que  la  terre  est  formée,  fait  que  les  choses  ne  se 
passent  pas  tout  à  fait  ainsi  :  l'intensité  et  la  direction  de 
l'attraction  totale  qu'un  point  matériel  éprouve  de  la  part 
de  la  terre,  sont  réellement  un  peu  différentes  de  ce  qu'elles 
seraient  si  la  masse  entière  de  la  terre  était  concentrée  en 
son  centre. 

§  166.  Equilibre  et  mou  veinent  des  corps  a  lu  sur^ 
fuec  de  lu  terre.  —  Un  corps  qui  nous  paraît  en  repos  ù 
la  surface  de  la  terre,  n'est  qu'en  équilibre  relatif,  puisque 
la  terre  se  meut  dans  l'espace.  De  même ,  lorsqu'un  corps 
nous  paraît  se  déplacer  par  rapport  aux  objets  terrestres  qui 
nous  envîrouiient  et  que  nous  jugeons  immobiles,  le  mouve- 
vement  du  corps,  tel  que  nous  le  voyous,  n'est  qu'un  mou- 
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vcment  relatif.  Cherchons  à  nous  rendre  compte  du  râle  que 
jouent  dans  ce  cas  les  forces  apparentes  que  l'on  doit  joindre 
aux  forces  réelles,  pour  que  l'équilibre  et  le  mouvement  re- 
latifs dont  il  s'agit  puissent  être  traités  comme  un  équilibre 
et  un  mouvement  absolus. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  terre  ne  soit  animée  que 
de  son  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  pôles; 
nous  verrons  ensuite  comment  les  résultats  que  nous  allons 
obtenir  dans  cette  hypothèse,  doivent  être  modifiés,  pour 

tenir  compte  du  déplacement  du  centre  de  la  terre  dans  l'es- 
pace. 

Lorsqu'un  corps,  que  nous  réduisons  toiigours  par  la  pen- 
sée à  un  point  matériel,  repose  sur  une  table  ou  sur  le  sol|  il 
doit  y  avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces  qui  lui  sont  ap- 
pliquées, y  compris  la  force  apparente  qu'on  doit  joindre 
aux  forces  réelles  pour  que  l'équilibre  relatif  puisse  être  assi- 
milé à  un  équilibre  absolu  (§  160).  Le  mouvement  d'eutrat- 
nement  du  coips,  du  à  la  rotation  de  la  terre  autour  de  son 
axe,  est  un  mouvement  circulaire  et  uniforme  ;  la  force  ap- 
parente dont  il  s'agit  se  réduit  donc  à  la  force  centrifuge 
correspondant  à  ce  mouvement ,  et  a  pour  valeur 

en  désignant  par  m  la  masse  du  corps,  par  o)  la  vitesse  an- 
gulaire de  la  terre  dans  son  mouvement  autour  de  la  ligne 
des  pôles ,  et  par  r  la  distance  du  corps  que  l'on  considère 
à  cette  ligne.  Quant  aux  forces  réelles  qui  agissent  sur  ce 
corps,  ce  sont  :  V  l'attraction  qu'il  éprouve  de  la  paît  de  la 
terre;  2°  la  pression  qui  est  exercée  sur  lui  de  bas  en  haut 
par  la  table  ou  le  sol  qui  le  supporte.  Ces  deux  forces  réelles 
et  la  force  centrifuge  ma>^r  se  faisant  équilibre,  on  en  con- 
clut que  la  pression  exercée  par  la  table  ou  le  sol  sur  le 
corps  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  la 
force  centrifuge  et  de  l'attraction  qu'il  éprouve  de  la  part  de 
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la  terre.  Cette  résultante  n*est  donc  autre  chose  que  ce  que 
nous  iionimons  }^  poids  du  corps.  Ainsi  on  ne  doit  pas  con- 
fondre le  poids  d'un  corps  avec  l'attraction  que  ce  corps 
éprouve  de  la  part  de  la  terre  ;  le  poids  s'obtient  en  compo- 
sant cette  attraction  avec  la  force  centriAige  due  à  la  rota* 
tion  de  la  terre. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  l'équilibre  relatif 
d'un  corps  suspendu  à  l'extrémité  inférieure  d'un  fil  dont 
l'extrémité  supérieure  est  fixe.  La  direction  du  fil  à  plamb^ 
c'est-à-dire  ce  qu'on  nomme  la  verticale ,  est  précisément 
la  direction  de  cette  résultante  de  l'attraction  de  la  terre  et 
de  la  force  centrifuge.  La  force  centrifuge  est  dirigée  sui- 
vant le  prolongement  du  rayon  du  cercle  que  le  corps  décrit 
autour  de  l'axe  du  monde,  en  vertu  de  la  rotation  de  la  terre  ; 
elle  fait  donc  en  général  un  angle  plus  ou  moins,  grand  avec 
l'attraction  de  la  terre  sur  le  corps,  puisque  cette  attraction 
est  à  peu  près  dirigée  vers  le  centre  du  globe  terrestre  :  Il 
s'ensuit  que  la  résultante  de  ces  deux  forces  a  généralement 
une  direction  diflërente  de  celle  de  chacune  des  composantes. 
La  verticale  d'un  lieu  quelconque  de  la  surface  de  la  terre 
n'a  donc  pas  la  même  direction  que  si  la  terre  était  immo- 
bile ;  ce  n'est  qu'aux  pôles  et  tout  du  long  de  l'équateur  que 
la  direction  de  la  verticale  n'est  pas  changée  par  l'eflet  de  la 
rotation  de  la  terre. 

La  tarre  employant  86  16^  secondes  (durée  du  jour  sidé- 
ral) à  faire  un  tour  entier  autour  de  son  axe,  on  a 

0)  = =  0,000  072  9. 

86164 

D'après  la  valeur  du  rayon  de  la  terre  exprimé  en  mètres  , 
l'accélération  ot>V  due  à  la  force  centrifuge  a  pour  valeur,  à 
l'équateur, 

O^O^a  852. 

Si  l'on  compare  cette  accélération  à  celle  qui  est  due  au  poids 


k  •-♦ 
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du  corps,  cl  que  nous  désigooiis  babituellemeni  par  la  leltre 
gj  on  irouve  qu'elle  est  environ  289  fois  plus  petite  que  cette 
dernière  accélération.  La  force  centrifuge,  qui  est  plus 
grande  à  Téquateur  qu'en  tout  autre  point  de  la  terre ,  n'est 
donc  qu'une  petite  fraction  du  poids  du  corps ,  c'est-à-dire 
4e  la  force  qu'on  obtient  en  composant  cette  force  centrifuge 
avec  l'attraction  de  la  terre  sur  le  corps.  On  en  conclut  né- 
cessairement que  la  force  centrifuge  est  également  très- 
petite  par  rapport  à  cette  attraction  ;  en  sorte  que  la  rotation 
de  la  terre  n'a  qu'une  influence  assez  faible  sur  l'intensité 
de  la  pesanteur  et  sur  la  direction  de  la  verticale.  Observons 
à  cette  occasion  que ,  289  étant  le  carré  de  17,  il  suffirait 
que  la  terre  tournât  environ  17  fois  plus  vite ,  pour  que  la 
force  centrifuge  développée  sur  un  corps  quelconque ,  à 
l'équateur,  fût  égale  à  l'attraction  que  la  terre  exerce  sur 
lui ,  c'est-à-dire  pour  que  le  poids  de  ce  corps  se  réduisit  à 
zéro. 

§  147.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  loi*squ'on 
laisse  tomber  uu  corps  à  la  surface  de  la  teiTc ,  sans  lui 
donner  de  vitesse  initiale.  Nous  allons  voir  que  ce  corps 
commence  à  se  mouvoir  suivant  la  verticale  menée  par  son 
point  de  départ ,  et  qu'ensuite  il  s'en  écarte  peu  à  peu ,  à 
mesure  que  sa  vitesse  augmente. 

Pour  traiter  le  mouvement  du  corps  comme  un  mouve- 
ment absolu,  nous  devons  joindre  à  la  force  qui  agj^  réelle- 
ment sur  lui,  c'est-à-dire  à  l'attraction  qu'il  éprouve  de  la 
part  de  la  terre,  deux  forces  appai*entes  qui  sont  :  1*  la  force 
centrifuge  correspondant  au  mouvement  circulaire  et  uni- 
forme dont  le  corps  serait  animé  s'il  restait  immobile  par  rap- 
port à  la  terre,  dans  la  position  qu'il  occupe  à  l'instant  que 
l'on  considère;  2°  la  force  centrifuge  composée.  L'expi*ession 
de  cette  derni.ère  force  contenant  la  vitesse  relative  du  mobile 
en  facteur,  on  voit  qu'elle  est  nulle  au  départ  de  ce  mobile, 
et  qu'elle  prend  ensuite  une  valeur  de  plus  en  plus  grande  à 


r 
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inesarc  que  la  vitesse  du  mobile  croît.  Au  commencement, 
le  mouvement  semble  donc  produit  par  la  résultante  de  l'at- 
traction de  la  terre  sur  le  corps,  et  de  la  force  centrifuge  due 
ù  la  rotation  de  la  terre  ;  c'est  la  force  que  nous  désignons 
sous  le  nom  de  poids  du  corps,  et  dont  la  direction  est  indi- 
quée par  le  fila  plomb  (§  1^6),  qui  se  manifeste  seule  dans 
les  circonstances  que  présente  le  mouvement  à  son  origine 
D'après  cela ,  le  corps  commence  à  tomber  suivant  la  verti- 
cale de  son  point  de  départ ,  et  l'accélération  g  qu'il  reçoit 
tout  d'abord  dans  sa  chute  apparente ,  est  celle  qu'une  force 
égaie  à  son  poids  P  lui  communiquerait.  Ainsi  le  poids  P, 
qui  n'est  pas  la  force  réellement  appliquée  au  corps,  est  lié 
à  l'accéléi'ationjr  de  son  mouvement  apparent,  par  la  relation 

P  =  mg. 

Cette  relation  avait  été  établie  tout  d'abord  dans  l'hypothèse 
de  l'immobilité  de  la  terre  (§  98).  Il  était  nécessaire  de  mon- 
trer qu'elle  est  encore  vraie  lorsqu'on  rentre  dans  la  réalité, 
quoique  P  ne  soit  pas  la  force  qui  agit  réellement  sur  le 
corps,  et  que  g  ne  soit  pas  l'accélération  de  son  mouvement 
absolu.  Mais  il  faut  observer  que ,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
on  doit  prendre  pour  g  l'accélération  qui  se  présente  dans 
les  premiers  instants  de  la  chute  apparente  du  corps. 

Lorsque  le  corps  qui  tombe  est  déjà  en  mouvement ,  la 
force  centrifuge  composée  n'est  plus  nulle  :  elle  dérange  le 
corps  de  la  verticale  suivant  laquelle  il  a  commencé  à^se 
mouvoir.  Pour  nous  rendre  compte  de  l'effet  qu'elle  produit, 
et  que  l'on  a  pu  constater  par  Texpérience,  malgré  sa  peti- 
tesse, nous  déterminerons  la  grandeur  et  la  direction  de  cette 
force  centrifuge  composée,  comme  si  le  mouvement  apparent 
da  corps  était  rigoureusement  un  mouvement  rectiligne  et 
uniformément  accéléré  s'effectuant  suivant  la  verticale  menée 
par  son  point  de  départ.  Soit  M,  fig,  71,  la  position  qu'oc- 
cupe le  coips  à  un  instant  quelconque ,  après  être  tombé  de 


Fig.  71. 
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la  haaCear  A  M.  Menons  par  le  point  M  une  droite  MP  pa- 
rallèle à  l'axe  du  inonde.  Nous  pou- 
vons regarder  la  rotation  élémen- 
taire de  la  terre,  pendant  un  élé- 
ment de  temps  compté  à  partir  de 
rinstant  que  nous  considérons , 
comme  résultant  de  la  composition 
d'une  rotation  élémentaire  égale 
et  de  même  sens  autour  de  la  ligne 
MP,  et  d'une  translation  ayant 
même  grandeur,  même  direction  et  même  sens  que  le  dé- 
placement élémentaire  du  point  M ,  supposé  invariablement 
lié  à  la  terre.  Si  nous  observons  que  la  vitesse  apparente  du 
corps  en  M  est  égale  à  gt  (J  étant  le  temps  compté  à  partir 
de  l'origine  du  mouvement),  et  que  l'angle  formé  par  la  di- 
rection MN  de  cette  vitesse  avec  l'axe  de  rotation  M  P  est  le 
complément  de  la  latitude  \  du  lieu  auquel  correspond  la 
verticale  AM,  nous  verrons  que  la  force  centrifuge  com- 
posée a  pour  valeur 

2mu9rcosX; 

si  nous  observons  de  plus  que  le  plan  PMN  est  le  méridien 
du  lieu,  et  que,  dans  la  rotation  élémentaire  du  globe  ter- 
restre autour  de  MP,  l'extrémité  N  de  la  ligne  MN  qui  re- 
présente la  vitesse  apparente  du  mobile  marche  vers  l'ouest, 
nous  en  conclurons  que  cette  force  centrifuge  composée  est 
dirigée  suivant  la  perpendiculaire  au  méridien  du  lieu,  et 
qu'elle  tond  à  entraîner  le  mobile  vers  Test  (§  139).  La  force 
dont  il  s'agit  doit  donc  déranger  le  corps  du  mouvement  qu'il 
a  commencé  à  prendre  suivant  la  verticale  de  son  point  de 
départ;  elle  doit  produire  une  déviation  vers  l'est  :  nous  al- 
lons calculer  la  grandeur  de  cette  déviation.  Pour  cela,  con- 
sidérons la  projection  du  mouvement  du  corps  sur  un  plan 
horizontal  ;  la  projection  de  la  force  totale  qui  produit  le 
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mouvement  apparent  du  corps  sera  précisément  la  force 
centrifuge  composée,  et  le  déplacement  que  cette  force  pro* 
jetée  communiquerait,  pendant  tout  le  temps  de  la  chute,  à 
nn  point  matériel  partant  du  repos  et  ayant  même  masse  que 
le  corp$,  sera  égal  à  la  déviation  cherchée  (§  111).  L'équa* 
tion  différentielle  de  ce  mouvement  projeté  est 

d?x 

Si  Ton  intègre  et  qu'on  détermine  les  constantes  de  telle  ma- 

dx 
Dière  que  ^  et  -r-  soient  nuls  pour  /  =  o,  on  trouve 

a?==7Wjf«*cos).. 

Enfin,  si  Ton  remplace  le  temps  t  par  sa  valeur  en  fonction 
de  la  hautaur  h  donl  le  corps  est  tombé,  valeur  qui  est 


on  a  pour  l'expression  de  la  déviation  vers  l'est 

2V/2        AV/Â       , 
X  = .  w  —=-  cos A. 

3  y/g 

Appliquons  cette  formule  k  des  expériences  qui  ont  été 
faites  par  M.  Reich,  dans  un  puits  de  mine,  à  Freyberg.  La 
hauteur  de  chute  h  était  de  ISB'^jd  ;  la  latitude  \  du  lieu  était 
de  hV*  ;  en  introduisant  ces  nombres  dans  la  formule  précé- 
dente, ainsi  que  la  valeur  connue  de  g  (§  90)  et  celle  de  tù 
qne  nous  avons  donnée  précédemment  (§  1&6),  on  trouve 
0",0276  pour  la  déviation  x  :  l'expérience,  répétée  un  grand 
nombre  de  fois,  a  donné  pour  cette  déviation ,  en  moyenne, 
0*,0283  qui  diffère  à  peine  du  résultat  fourni  par  la  théorie. 
Le  calcul  de  la  déviation  vers  l'est,  due  à  la  force  centri- 
fuge composée,  dans  le  mouvement  d'un  corps  qui  tombe 
sans  vitesse  initiale ,  vient  de  nous  montrer  que  l'effet  de 
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celle  force  csl  très-faible,  même  lorsque  le  corps  lonibe  d*iiiie 
grande  hauteur.  Nous  pouvons  observer  d'une  manière  gé- 
nérale que  y  dans  le  mouvement  appai*ent  d*un  corps  à  la 
surface  de  la  ten^e,  la  force  centrifuge  composée  a  pour 
valeur 

en  désignant  par  m  la  masse  du  corps ,  par  v  sa  vitesse  ap- 
parente, et  par  a  Tangle  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait 
avec  Taxe  du  monde;  qu'en  conséquence  cette  force,  au  plus 
égale  à  2m(ùVy  ne  pourrait  devenir  égale  à  la  force  centri- 
fuge niiù^r  due  à  la  rotation  de  la  terre ,  en  un  point  situé 
à  réquateur,  qu'autant  que  la  vitesse  v  surpasserait  ^  oi)  r  qui 
est  la  moitié  de  la  vitesse  d'un  point  de  l'équateur  terrestre 
en  vertu  de  la  rotation  du  globe ,  c'est-à-dire  qu'aulant  que 
la  vitesse  r  serait  de  plus  de  230  mètres  par  seconde  :  ou 
voit  donc  que,  généralement,  la  force  centrifuge  composée 
pourra  être  négligée  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  corps 
à  la  surface  de  la  terre,  à  moins  que  la  vitesse  apparente  de 
ce  corps  ne  soit  extrêmement  grande. 

§  l/i8.  Appliquons  encore  la  théorie  des  forces  appa- 
rentes dans  le  mouvement  i*elatif ,  à  l'étude  du  mouvement 
d'un  pendule  conique  à  la  surface  de  la  terre,  en  supposant 
toujours  que  le  globe  terrestre  n'est  animé  que  d'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  la  ligne  des  pdles. 

Le  corps  qui  termine  le  pendule  peut  être  regardé  comme 
étant  un  point  matériel  assujetti  à  rester  sur  la  surface  d'une 
sphère.  Rapportons  son  mouvement  à  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires  menés  par  le  centre  de  cette  sphère,  et  comp- 
tons les  z  verticalement  et  de  haut  en  bas ,  les  x  suivant  la 
trace  horizontale  du  plan  méridien  et  du  nord  au  sud ,  enfin 
les  y  suivant  une  direction  horizontale  perpendiculaire  à  la 
précédente,  et  de  l'ouest  à  l'e&t.  Les  forces  dont  nous  devons 
tenir  compte,  pour  assimiler  le  mouvement  apparent  du  point 
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matérîel  qui  termine  le  pendule  à  un  mouvement  absolu  y 
sont  au  nombre  de  quatre,  savoir  :  l""  deux  forces  réelles,  qui 
sont  l'attraction  de  la  ten*e  et  la  tension  du  fil  ;  2^  deux 
forces  apparentes,  qui  sont  la  force  centrifuge  due  a  la  rota- 
tion de  la  terre,  et  la  force  centrifuge  composée.  L'attraction 
delà  terre,  et  la  force  centrifuge  due  à  la  rotatiou  de  la  terre, 
ont  pour  résultante  le  poids  du  corps,  qui  est  dirigé  vertica- 
lement  et  égal  a  mg.  Les  forces  que  nous  devrons  intro- 
duii'e  dans  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
point  mobile  se  réduisent  donc  à  trois ,  savoir  :  1^  le  poids 
tng^  qui  agit  dans  le  sens  des  z  positifs;  S''  la  tension  du  fil, 
qae  nous  désignerons  par  N,  et  dont  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  sont 

_N^.         -Nf.         -N^; 

S''  enfin,  la  force  centrifuge  composée  qui  a  pour  valeur 
2  fit  0)  f  sin  a ,  et  dont  nous  allons  chercher  les  composantes 
parallèles  aux  axes. 

Soient  a,  bj  e,  les  angles  que  cette  force  centrifuge  com- 
posée fait  avec  les  axes  des  or,  des  y,  et  des  z  ;  ?/,  Ui ,  ui^  les 
projections  de  la  vitesse  v  du  mobile  sur  ces  axes;  et  A 
la  latitude  du  lieu.  La  force  centrifuge  composée  devant  être 
perpendiculaire  a  la  direction  de  la  vitesse  v,  il  s'ensuit 
qu*on  a 

u  cosa  +ui  co&b  +  U2  cosc  =  o; 

celte  force  devant  également  être  perpendiculaire  h  la  di- 
rection de  Taxe  du  monde,  qui  foitavec  les  axes  des  Xy  des  y, 

et  des  Zy  des  angles  respectivement  égaux  à  X,  o, >, 

on  a  encore 

cosX  cosa-h  sinX  cosc  =  o; 

enfin  on  a  toujours,  entre  les  cosinus  des  angles  qu'une  droite 
bit  avec  trois  axes  rectangulaires,  la  relation 


[ 
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C08*  a  4- coB«  fc + cos*  c  =  1  • 

En  résolvant  ces  trois  équations  par  rapport  à  cosa,  coftA> 
COS0,  on  trouve 

fil  sinX 


oosa=: 


cos6  = 


cosc  = 


V^«i'+(ttaco8X  —  ttsinX)' 
tiaCOsX — «sinX 

^Wi*+(«aC08X — usinX)* 
—  tiiCosX 


V^tti"+  (ti^cosX — tisinX)^ 

Le  signe  du  radical  qui  entre  dans  ces  trois  cosinus  doit  être 
déterminé  d'après  le  sens  dans  lequel  agit  la  force  centri- 
fuge composée.  Pour  y  arriver  simplement,  supposons  que  la 
vitesse  v  du  mobile  soit  dirigée  parallèlement  à  Taxe  des  x, 
et  dans  le  sens  des  x  positifs  :  ui  et  ui  seront  nuls,  et  u  sera 
positif.  Or,  il  est  aisé  de  voir,  d'après  le  sens  dans  lequel 
s'effectue  la  rotation  de  la  terre  ,  que  ,  dans  ce  cas ,  la  force 
centrifuge  composée  doit  être  dirigée  vers  l'ouest,  c'est-à- 
dire  dans  le  sens  des  y  négatifs  :  cosa  et  cose  doivent  donc 
être  nuls ,  et  cosb  doit  être  égal  à  —  1,  ce  qui  exige  que  le 
radical  soit  pris  avec  le  signe  +. 

D'un  autre  côté  ,  l'angle  a  que  la  vitesse  v  du  mobile  fait 
avec  l'axe  du  monde,  est  déterminé  par  la  relation 

cosa  =  -  cosA  H —  sInX  : 

on  en  déduit 

»8în«  =  V^tti«+(M2C08X— ttsinX)'  • 

D'après  cela ,  les  trois  composantes  de  la  force  centrifuge 
composée  suivant  les  axes  coordonnés  sont 

2m(i)ttisinX  ,       2moD(MaCosX — iisinX)  ,      — 2mci>«iC08X. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  les  équations  diffé- 
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rentielles  du  mouveoient  du  poini  matériel  qui  termine  le 
pendule  sont  les  suivantes  : 

rf*j?  N   a?  .   . 

—  := 7 +  2a)  («iCOsX— «sinX)> 

ai*  ml 

^=n  _^?-2«ll|C0SX. 

A*       ^       ml 

On  doit  observer  que  les  quantités  u,  Ui ,  U7,  sont  respecti- 
ez^   dy    dz 
vement  égales  ^  7/7  >  j^  >  "t:  •  L'intégration  de  ces  équa- 
tions différentielles  y  auxquelles  on  devra  joindre  l'équation 

fera  connaître  le  mouvement  apparent  du  pendule  conique. 
Les  équations  différentielles  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir,  vont  nous  permettre  d'expliquer  la  rotation  du  plan 
d'oscillation  du  pendule  ,  telle  qu'on  l'observe  dans  la  belle 
expérience  de  M.  Foucault.  Pour  cela,  éliminons  N  entre  les 
deux  premières  équations ,  et  nous  trouverons ,  en  rempla- 
çant u,  Ui,  Ui,  par  leurs  valeurs, 

Le  dernier  terme  de  cette  équation ,  contenant  cosX  en  fac- 
teur, est  nul  aux  pôles  de  la  terre  ;  en  tout  autre  point  de  la 
surbce  du  globe,  il  peut  être  négligé,  si  les  oscillations  du  pen- 

dz 
dule  n'ont  qu'une  petite  amplitude,  à  cause  du  facteur  ^  qui 

est  très-petit  :  après  la  suppression  de  ce  terme ,  l'équation 
est  immédiatement  intégi*able  et  donne 

d-y         dx  .  ^  /  .       «^  .  ^ 
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en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire.  Le  pendule 
ayant  été  mis  en  mouvement  de  manière  qu'à  chaque  oscilla- 
tion il  vienne  coïncider  avec  la  verticale  de  son  point  de  sus- 
pension, on  voit  que  la  constante  C  doit  être  nulle,  puisque 
réquation  qui  la  renferme  doit  être  satisfaite  quand  on  y  sup- 
pose xz=zOj  et  y  =  o.  Remplaçons  les  coordonnées  rectan- 
gulaires or  et  y  par  les  coordonnées  polaires  r  et  0  liées  aux 
premières  par  les  relations 

a?  =  r  cos9,  y  =  rsin6, 

et  réquation  dont  il  s'agit  se  réduit  ù 


d'où  Ton  tire 


^'5  •  1. 

-^  =  —  «sm/; 

(it 


9  =  6«  —  &)sinX.  r. 


On  en  conclut  évidemment  que  le  plan  d'oscillation  du  pendule 
tourne  uniformément  autour  de  la  verticale,  avec  une  vitesse 
angulaire  égale  à  cosinX.  La  rotation  s'effectue  d'ailleurs 
dans  le  sens  sud  ouest  nord  est,  si  le  lieu  d'observation  est 
situé  dans  l'hémisphèi^e  boréal  de  la  terre;  et  dans  le  sens 
contraire ,  si  ce  lieu  est  situé  dans  l'hémisphère  austral ,  à 
cause  du  facteur  sinX  qui  devient  négatif  dans  ce  second  cas. 
ObseiTons  que,  d'après  ce  qui  précède,  la  rotation  uniforme 
du  plan  d'oscillation  du  pendule  se  trouve  établie  rigoureu- 
sement, quelle  que  soit  l'amplitude  des  oscillations,  pour  le 
cas  où  le  pendule  serait  installé  à  l'uu  des  deux  pôles  de  la 
terre;  tandis  que,  pour  tout  autre  lieu  de  la  terre,  cette  ro- 
tation uniforme  n'existe  qu'approximativement,  et  en  sup- 
posant que  les  oscillations  n'aient  qu'une  faible  amplitude. 
§  1&9.  Dans  les  trois  paragraphes  qui  précèdent,  nous 
avons  étudié  l'équilibre  et  le  mouvement  des  corps  à  la  sur- 
face de  la  terre,  en  supposant  que  le  globe  terrestre  ne  fût 
animé  que  de  son  mouvement  do  rotation  autour  de  la  ligne 
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des  pôles.  Voyons  quelle  influence  le  mouvement  annuel  du 
centre  de  la  terre  autour  du  soleil  peut  avoir  sur  les  résultats 
que  nous  avons  obtenus. 

Remarquons  d'abord  que,  le  mouvement  de  la  terre  dans 
l'espace  se  composant  d'un  mouvement  de  translation  égal 
à  celui  de  son  centre  et  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
de  la  ligne  des  pôles,  lorsque  nous  chercherons  à  décompo- 
ser ce  mouvement  total  de  la  terre  en  une  rotation  autour 
d'un  axe  passant  par  un  point  quelconque  et  une  translation 
égale  au  mouvement  de  ce  point,  nous  trouverons  la  mémo 
rotation  composante  que  si  nous  négligions  le  mouvement 
du  centre  de  la  terre  :  donc  la  force  centrifuge  composée 
d'un  point  matériel,  dont  nous  voulons  étudier  le  mouvement 
apparent  à  la  surface  de  la  terre,  aura  la  même  grandeur,  la 
même  direction  et  le  même  sens,  soit  qu'on  néglige  le  mou  - 
vement  annuel  du  centre  de  la  terre  autour  du  soleil,  soit 
qu'on  veuille  en  tenir  compte. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  force  d'inertie  corres- 
pondant au  mouvement  d'entraînement  du  point  mobile; 
quand  on  tient  compte  du  mouvement  du  centre  de  4a  terre, 
cette  force  d'inertie  a  une  valeur  différente  de  celle  que 
nous  lui  avons  trouvée  en  suppoi^ant  que  la  terre  n'était 
animée  que  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne 
des  pôles.  Le  mouvement  de  la  terre  se  composant  de  son 
mouvement  de  translation  autour  du  soleil  et  de  sa  rota- 
tion autour  de  la  ligne  des  pôles,  la  force  d'inertie  dont  il 
s'agit  est  la  résultante  de  deux  forces  qui  sont  :  \°  la  force 
centrifuge  due  à  la  rotation  de  la  terre  ;  2°  une  force  égale 
et  contraire  à  celle  qui  donnerait  au  mobile  supposé  libre 
on  mouvement  précisément  égal  à  celui  du  centre  de  la 
terre.  Mais,  en  même  temps  qu'on  tient  compte  du  mou  • 
vement  de  la  terre  autour  du  soleil,  mouvement  qui  est  dû 
à  l'attraction  de  cet  astre  sur  le  globe  teri*estre ,  on  doit 
tenir  compte  également  de  l'attraction  que  le  soleil  e\er(*o 

47 
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sur  le  corps  dont  on  veul  étudier  i'équilibre  ou  le  mouve- 
ment par  rapport  à  la  terre.  On  volt  d'après  cela  que , 
pour  avoir  égard  au  mouvement  annuel  du  centre  de  la 
terre  autour  du  soleil,  on  doit  joindre  deux  nouvelles  for- 
ces à  celles  que  Ton  avait  considérées,  quand  on  n'attribuait 
à  la  terre  que  son  mouvement  de  rotation ,  savoir  :  1^  une 
force  réelle  qui  est  l'attraction  du  soleil  sur  le  mobile  dont 
on  s'occupe  ;  S""  une  force  apparente  égale  et  contraire  à 
celle  qui  serait  capable  de  lui  donner  une  accélération  de 
même  grandeur,  de  même  direction  et  de  même  sens  que 
celle  que  l'attraction  du  soleil  communique  au  centre  de  la 
terre.  Ces  deux  forces,  dont  on  doit  tenir  compte  aussi  bien 
dans  l'étude  de  l'équilibre  apparent  d'un  corps  sur  la  terre, 
que  dans  celle  de  son  mouvement,  sont  presque  égales  et 
contraires  l'une  à  l'autre  ,  à  cause  de  la  petitesse  du  rayon 
de  la  terre  relativement  à  la  distance  de  la  terre  au  soleil; 
leur  résultante,  qui  est  extrêmement  petite,  change  de  gran- 
deur et  de  direction  d'une  heure  à  l'autre  d'une  même  jour- 
née, par  suite  du  changement  de  position  du  coips  par  rap* 
port  au  soleil  ;  elle  doit  être  regardée  comme  étant  une  force 
perturbatrice  qui  détermine  une  variation  périodique,  tant 
dans  la  grandeur  du  poids  du  corps,  que  dans  la  direction 
du  fil  à  plomb  ou  de  la  verticale.  Ce  changement  périodi* 
que  de  la  direction  du  fil  à  plomb  ne  peut  pas  s'observer 
directement,  parce  qu'il  est  trop  faible  ;  mais  il  devient  sen- 
sible par  les  oscillations  de  la  surface  de  la  mer,  qui  en 
sont  une  conséquence  naturelle. 

Pour  être  exactement  dans  le  vrai ,  il  faut  encore  tenir 
compte  de  la  présence  de  la  lune ,  qui  contribue  pour  sa 
faible  part  au  mouvement  de  translation  de  la  terre,  et  qui 
agit  également  par  attraction  sur  un  corps  quelconque  placé 
à  la  surface  de  la  terre.  La  résultante  de  l'attraction  tle  la 
lune  sur  ce  corps,  et  d'une  force  capable  de  lui  donner  une 
accélération  égale  et  contraire  à  celle  que  la  lune  donne 
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au  centre  de  la  terre ,  constitue  une  nouvelle  force  peruir- 
batricei  qui  se  combine  avec  la  précédente,  pour  produire 
le  changement  périodique  de  direction  de  la  verticale  au- 
quel est  dû  le  phénomène  des  marées.  Cette  dernière  force 
perturbatrice  est  même  plus  forte  que  la  première ,  parce 
que  la  lune  est  beaucoup  plus  rapprochée  de  la  terre  que 
le  soleil  ;  et  c'est  pour  cela  que  le  phénomène  des  marées 
se  règle  surtout  sur  le  mouvement  apparent  de  la  lune^  et 
non  sur  celui  du  soleil. 

L'influence  du  mouvement  annuel  de  la  terre  autour  du 
soleil  ne  se  manifeste  donc,  dans  l'équilibre  et  le  mouve- 
ment des  corps  sur  la  terre,  que  par  une  variation  périodi- 
que et  presque  insensible  de  l'intensité  de  la  pesanteur  et 
de  la  direction  de  la  verticale  en  chaque  lieu.  Les  résul- 
tats auxquels  nous  étions  parvenu  en  négligeant  ce  mou- 
vement (§§  i&6  et  1&7)  n'en  sont  pas  modifiés  d'une  mn-^ 
nière  appréciable. 

On  comprend,  maintenant,  comment  nous  avons  pu  dire 
(§  107)  que  le  poids  d'un  corps,  placé  successivement  à 
•  différentes  hauteurs  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre, 
varie  sensiblement  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
qui  le  sépare  du  centre  du  globe  terrestre.  La  force  d'inertie 
correspondant  au  mouvement  d'entrainement  d'un  corps 
placé  sur  la  surface  de  la  terre,  ou  près  de  cette  surface, 
est  très-petite  par  rapport  à  l*attraction  que  le  corps  éprouye 
de  la  part  du  globe  terrestre  ;  le  poids  du  coi^ps  ne  diffère 
donc  pas  beaucoup  de  cette  attraction ,  qui  est  à  peu  près 
dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  qui  varie  à  peu  près  en 
raison  invei*se  du  carré  de  la  distance  du  corps  à  ce  centre 
(§  145).  Nous  pouvons  ajouter  que,  lors  même  que  le  poids 
d'un  corps  serait  une  force  exactement  dirigée  vers  le  centre 
de  la  terre ,  et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance du  corps  à  ce  point,  le  mouvement  du  corps  aban- 
donné à  lui-même,  sans  vitesse  initiale,  ne  serait  pas  pré- 
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cisémoiu  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  ie  §  107;  car  la 
force  centrifuge  composée  vient  se  joindre  au  poids  du  corps 
pour  modifier  son  mouvement ,  et  Ton  sait  que  la  grandeur 
de  cette  force  augmente  avec  la  vitesse  du  corps  :  ce  D*est 
qu'autant  que  la  vitesse  du  mobile  ne  serait  pas  très-grande, 
qu'on  pourrait  regarder  son  mouvement  comme  s'effectuant 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  paragraphe. 

Lorsque  la  hauteur  de  chute  est  petite  y  on  peut  négliger 
non-seulement  Tinfluence  de  la  force  centrifuge  composée, 
mais  encore  la  variation  de  grandeur  et  de  direction  qu'é- 
prouve  le  poids  du  corps,  à  mesure  que  ce  corps  change  de 
position  par  rapport  à  la  surface  de  la  terre  :  en  sorte  que, 
dans  ce  cas,  le  mouvement  apparent  d'un  corps  pesant  s'ef- 
fectue comme  un  mouvement  absolu  produit  par  l'action 
d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction  (§^  9i), 
91  et  92  ). 


-Q^*- 
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De  ^équilibre  des  sysièmes  matériels* 


CHAPITRE  PREMIER. 

COMPOSITION    D£S   FORCES  APPLIQUÉES  A   UN  SOLIDE 

INVARIABLE. 

§  150.  C^BBtitatioB  ni^léealalre  lies  corps.  —  Tout 
nous  porte  à  regarder  les  corps  comme  des  assemblages  de 
molécules,  placées  à  distance  les  unes  des  autres,  et  exer- 
çant les  unes  sur  les  autres  des  actions  attractives  ou  répul- 
sives, suivant  les  cas.  Aucune  expérience,  aucun  phénomène 
n*a  pu  jusqu'à  présent  nous  fournir  la  moindre  notion  sur 
les  dimensions  des  molécules  dont  les  corps  sont  formés  ; 
tout  ce  que  nous  pouvons  dire,  c*est  que  ces  dimensions  sont 
nécessairement  d'une  extrême  petitesse. 

Quelque  petit  que  soit  un  corps,  on  ne  peut  le  regarder 
comme  étant  un  simple  point  matériel,  qu'autant  qu'on  fait 
abstraction  de  ses  dimensions.  En  assimilant  les  molécules 
des  corps  à  des  points  matériels,  comme  nous  le  ferons  tou- 
jours dans  ce  qui  suit,  nous  sortirons  donc  de  la  réalitcS 
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pour  entrer  dans  le  domaine  de  l'abstraction;  mais  nous 
devons  dire  de  suite  que  la  comparaison  des  résultats  aux- 
quels on  est  parvenu  ainsi  avec  les  phénomènes  naturels, 
n'a  jamais  pu  montrer  qu'il  y  eût  la  moindre  erreur  produite 
par  cette  manière  d'envisager  les  choses  :  on  n'a  pas  trouve 
jusqu'à  présent  qu'il  fût  nécessaire  de. tenir  compte  des  di- 
mensions des  molécules,  dans  l'étude  des  diverses  circons- 
tances que  présente  le  mouvement  des  corps,  de  quelque 
nature  qu'ils  soient.  Les  systèmes  matériels,  qui  seront  l'ob- 
jet des  théories  dont  nous  allons  nous  occuper,  seront  donc 
toujours  des  sy sternes  de  points  matériels.  Dans  cette  se- 
conde partie  de  la  dynamique,  nous  les  considérerons  à 
l'état  d'équilibre,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  que 
chacun  des  points  matériels  dont  ils  sont  formés  est  en  équi- 
libre sous  l'action  des  diverses  forces  qui  lui  sont  appliquées 
(§  104)  ;  la  troisième  partie  de  la  dynamique  sera  consacrée 
à  l'étude  des  lois  de  leur  mouvement. 

Les  corps  se  présentent  à  nous,  dans  la  nature,  sous  trois 
états  différents  :  ils  sont  solides,  liquides  ou  gazeux.  Les 
solides  sont  des  corps  dans  lesquels  les  molécules  ont  des 
positions  déterminées  les  unes  par  rapport  aux  autres  ;  on 
ne  peut  changer  ces  positions  relatives  des  molécules  qu*en 
faisant  agir  sur  elles  des  forces  plus  ou  moins  grandes,  et  si 
la  déformation  qu'on  a  ainsi  fait  subir  au  corps  ne  dépasse 
pas  certaines  limites,  les  molécules  reviennent  à  leur  dispo- 
sition primitive,  dès  que  les  forces  qui  les  ont  dérangées 
cessent  d'exercer  leur  action.  Dans  les  liquides  et  les  gaz, 
au  contraire ,  les  molécules  sont  extrêmement  mobiles  ;  la 
moindre  cause  les  dérange  des  positions  qu'elles  occupent 
les  unes  par  rapport  aux  autres ,  et  quelque  petit  que  soit 
le  dérangement  qu'elles  éprouvent  ainsi ,  il  ne  tend  pas  à 
disparaître  en  même  temps  que  la  cause  qui  l'a  produit  : 
c'est  cette  propriété ,  commune  aux  liquides  et  aux  gaz , 
qui  fait  qu'on  les  désigne  collectivement  sous  le  nom  de 
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fiuideê.  Nous  aurons  à  considérer  successivement  Tappli- 
cation  des  théories  de  l'équilibre  et  du  mouvement  à  chacune 
de  ces  deux  espèces  très- distinctes  de  corps  naturels. 

§  151.  Forces  inlérleares,  forées  exlérieurèfi.  —  Nous 
avons  dit  (§  88)  que  toute  force,  appliquée  à  un  point  ma* 
tériel  A,  émane  d'un  autre  point  matériel  B  situé  à  une 
distance  quelconque  du  premier.  Supposons  que  le  point 
matériel  A  soit  un*  de  ceux  qui  composent  le  système  maté- 
riel dont  nous  étudions,  soit  Téquilibre,  soit  le  mouvement. 
Si  le  second  point  B  appartient  également  à  ce  système  ma- 
tériel, la  force  qui  agit  sur  le  point  A,  et  qui  émane  du  point 
B,  est  une  farce  intérieure.  Si  le  point  B  ne  fait  pas  partie 
du  système  matériel  dont  nous  nous  occupons,  cette  force, 
qui  émane  du  point  B,  et  qui  est  appliquée  au  point  A,  est  une 
fùree  extérieure. 

Il  est  clair,  d'après  le  principe  de  l'égalité  de  l'action  et 
de  la  réaction,  que  si  l'on  prend,  parmi  les  forces  qui 
agissent  sur  les  divers  points  d'un  système  matériel,  toutes 
celles  qui  sont  des  forces  intérieures,  ces  Torces  sont  égales 
deux  à  deux  et  directement  opposées. 

Une  même  force  peut  jouer,  tantôt  le  rôle  de  force  inté* 
rieure,  tantôt  le  rôle  de  force  extérieure,  suivant  les  cas. 
Si  Ton  considère,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  corps 
qui  tombe  à  la  surface  de  la  terre,  l'attraction  qu'une  des 
molécules  de  ce  coi*ps  éprouve  de  la  part  d'une  molécule 
quelconque  de  la  terre  est  une  force  extérieure  \  si  au 
contraire  on  considère  le  mouvement  d'un  système  matériel 
formé  de  la  terre  tout  entière  et  des  divers  corps  qui  se 
trouvent  à  sa  surface  ou  dans  son  voisinage,  la  même  at- 
traction devient  une  force  intérieure. 

§  152.  Ce  qu'on  entenii  par  solide  Invariable.  — 
Avant  de  nous  occuper  d'une  manière  générale  de  l'étude 
de  l'équilibre  d'un  système  matériel  quelconque,  nous  con- 
sidérerons d'abord  un  cas  idéal  et  simple,  auquel  on  peut 
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très-souvent  i*anieuer  les  questîoos  d'équilibre  qu*on  a  à 
traiter.  Nous  supposerons  que  le  système  matériel,  dont 
nous  voulons  étudier  I équilibre,  soit  de  forme  invariable, 
c'est-à-dire  que  les  divers  points  matériels  qui  le  composent 
ne  puissent  en  aucune  manière  se  rapprocher  ou  s'éloigner  les 
uns  des  autres  ;  c'est  à  im  pareil  système  matériel  que 
nous  donnons  le  nom  de  solide  invariable. 

Cette  invariabilité  absolue  de  forme  d'un  système  matériel 
ne  se  rencontre  nulle  part  dans  la  nature.  Il  existe,  il  est 
vrai,  un  grand  nombre  de  coi*ps  solides  qui  semblent  ne 
pas  éprouver  de  changement  de  forme,  de  quelque  manière 
qu'on  cherche  à  les  déformer,  poun  u  toutefois  que  les  forces 
qu'on  leur  applique  ne  dépassent  pas  certaines  limites  ;  mais, 
si  ces  corps  paraissent  conserver  la  forme  qu'ils  avaient  tout 
d'abord,  malgré  l'action  des  forces  qui  tendent  à  la  leur  faire 
perdre,  c'est  uniquemefit  parce  que  la  déformation  qu'ils 
éprouvent  est  trop  faible  pour  être  aperçue  :  cette  dcfoi*^ 
mation  n'en  existe  pas  moins,  quelque  petites  que  soient 
les  forces  qui  tendent  à  la  produire.  Pour  distinguer  les 
corps  solides  qui  existent  dans  la  nature,  et  qui  sont  toujours 
plus  ou  moins  déformables  sous  l'action  des  forces  qui  leur 
sont  appliquées,  des  systèmes  matériels  auxquels  nous  at- 
tribuons une  invariabilité  absolue  de  forme,  nous  désigne- 
rons les  premiei*s  sous  le  nom  de  solides  naturels. 

Les  théories  que  nous  allons  exposer  dans  ce  chapitre,  et 
dans  les  deux  suivants,  se  rapportent  exclusivement  aux 
solides  invariables,  considérés  à  l'état  d'équilibre. 

§  155.  Une  force  peut  être  appliquée  en  un  point 
queieonque*  de  sa  dlreetlon,  sans  que  son  efl'et  soll 
changé.  —  Pour  établir  cette  proposition ,  nous  ad- 
mettrons comme  évident  que  deux  forces  égales,  qui  sont 
appliquées  en  deux  points  différents  d'un  même  solide  in- 
variable, suivant  la  ligne  droite  qui  joint  ces  deux  points, 
et  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  se  font  équilibre  ;  en 
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sorle  que,  si  le  corps  dont  il  s'agit  est  en,i*epos  avant  que 
ces  forces  lai  soient  appliquées,  les  actions  simultanées  de 
ces  deux  forces  ne  le  feront  pas  sortir  de  son  état  de  repos. 

Cela  posé,  soit  M,  fig.  lly  un  so- 
lide invariable  en  équilibre  sous 
l'action  de  diverses  forces.  Consi- 
dérons en  particulier  une  de  ces 
forces,  F,  appliquée  au  point  A. 
Prenons  un  point  B  sur  la  direction 
de  cette  force  F,  et  appliquons -y 
deux  forces  F',  F",  égales  à  F,  et 
agissant  en  sens  contraire  Tune  de 
Tautre,  suivant  la  direction  A  B  :  ces 
deux  nouvelles  forces,  se  faisant 
évidemment  équilibre,  ne  troubleront  pas  Fétat  d'équilibre 
dans  lequel  se  trouvait  le  corps  M  avant  leur  application. 
Mais  les  deux  forces  F,  F",  qui  sont  égales,  et  qui  agissent 
en  sens  contraire  Tune  de  l'autre,  suivant  la  droite  A  B  menée 
par  leurs  points  d'application,  se  font  aussi  équilibre,  d'a- 
près ce  que  nous  avons  admis  il  n'y  a  qu'un  instant  :  on  peut 
donc  les  supprimer  sans  que  le  corps  M  cesse  d'être  en  équi- 
libre. Des  ti'ois  forces  F,  F',  F",  il  ne  reste  plus  dès  lors  que 
la  force  F',  qui  se  trouve  ainsi  substituée  à  la  force  F  que 
nous  avions  considérée  tout  d'abord.  On  voit  donc  qu'une 
force,  qui  agit  sur  un  point  d'un  solide  invariable  en  équi- 
libre, peut  être  appliquée  en  un  autre  point  pris  sur  sa 
direction,  sans  que  son  effet  cesse  d'être  le  même  ;  puisque 
l'équilibre  du  corps  n'est  pas  troublé  par  ce  changement  du 
point  d'application  de  la  force. 

Dans  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  nous 
avons  supposé  que  le  point  B,  pris  sur  la  direction  de  la 
force  F,  faisait  partie  du  corps  M.  Mais  cela  n'est  pas  né- 
cessaire. La  force  F  peut  être  appliquée  en  un  poiut  quel- 
conque de  sa  direction,  appartenant  au  corps  M,  ou  situé 
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en  dehors  de  ce  corps,  pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas, 
le  poioi  sur  lequel  on  transporte  l'action  de  la  force  F  soit  lié 
invariablement  au  corps  M. 

§  15&.  C^Hip«sltl«B  4e8  forces 

«•■raates.  —  Lorsque,  parmi 
les  forces  qui  agissent  sur  uu  solide 
invariable  en  équilibre,  il  y  en  a 
plusieurs  F,  F,  F", . . .  fig.  75,  dont 
les  directions  concourent  en  un 
même  point 0,  ces  forces  F,  F',F",.-- 
peuvent  être  remplacées  par  une 
force  unique  qui  est  leur  résultante. 
En  eflet  chacune  de  ces  forces  peut 
être  transportée,  du  point  sur  lequel 
elle  agit,  au  point  0  pris  sur  sa  direction  (§  155)  ;  et  alors 
ces  diverses  forces,  agissant  sur  un  même  point  0,  peuvent 
être  composées  en  une  seule,  au  moyen  du  parallélogramme 
des  forces ,  ou  du  parallélipipède  des  forces,  ou  bien  encore 
du  polygone  des  forces,  suivant  les  cas  (§  99).  La  résultante 
R,  ainsi  obtenue,  peut  d'ailleurs  être  appliquée  en  un  point 
quelconque  L  de  sa  direction.  La  force  R^  appliquée  au  point 
L,  peut  doQC  remplacer  complètement  les  forces  F,  F',  F',... 
appliquées  aux  points  A,  R,  C, . . . 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  le  point  0,  par  lequel  vont  passer 
les  directions  des  forces  F,  F',  F",.***  fasse  partie  du  solide 
invariable  soumis  à  l'action  de  ces  forces,  pour  qu'on  puisse 
leur  substituer  la  force  R.  On  conçoit  en  effet  que,  pour 
faire  le  raisonnement  qui  précède,  on  peut  supposer  que  le 
point  0  soit  invariablement  lié  au  corps  ;  mais  que,  dès 
qu'on  a  trouvé  ainsi  une  force  R,  qui,  en  agissant  sur  un 
point  L  du  corps ,  peut  tenir  lieu  des  forces  F,  F',  F", . . . 
appliquées  aux  points  A,  R,  C,...,  on  n'a  plus  besoin  de 
se  préoccuper  de  l'hypothèse  qu'on  a  faite  sur  le  point  0 
pour  y  arriver  :  la  liaison  qu'on  avait  admise  entre  ce  point 
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0  et  le  corps  peut  être  supprimée,  sans  que  les  forces  F,  F, 
F\...  et  R  cessent  d'exercer  leur  action  dans  les  mêmes 
conditions,  et  par  conséquent  sans  que  la  dernière  de  ces 
forces  cesse  de  pouvoir  remplacer  les  autres.  Nous  devons 
observer  cependant  que  la  substitution  de  la  force  R  aux 
forces  F,  F',  F", ...  ne  peut  se  faire  d'une  manière  absolue 
qu'autant  que  la  direction  de  cette  force  R  vient  passer  par 
quelqu'un  des  points  du  corps  auquel  les  forces  F,  F',  F", . . . 
sont  appliquées  ;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  ne  peut  regarder  la 
force  R  comme  pouvant  tenir  lieu  des  forces  F,  F',  F'', . . . 
qu'en  admettant  que  le  point  L  de  sa  direction  auquel  on  la 
suppose  appliquée  est  lié  invariablement  à  ce  corps. 

D'après  la  manière  dont  la  résultante  R  a  été  obtenue  au 
moyen  des  composantes  F,  F,  F",.**»  il  est  clair  que  toutes 
les  propositions  établies  précédemment  (§§  1 00  à  1 03),  pour 
les  forces  appliquées  à  un  même  point,  sont  vraies  pour  un 
système  de  forces  concourantes  appliquées  à  un  solide  in- 
variable en  é/|uilibre. 

§  155.  C^Hipo8ltl<iB  4cE  f«re«s  parallèles.  —  Pour 
arriver  à  la  composition  de  deux  forces  appliquées  à  un  so- 
lide invariable,  suivant  des  directions 
parallèles,  et  dans  le  même  sens,  consi- 
dérons deux  forces  F,  Y^fig,  7/i,  appli- 
quées à  deux  points  A  et  B  d'un  pareil 
solide,  suivant  des  directions  concou- 
rantes. On  trouve  la  résultante  R  de  ces 
deux  forces  F,  F',  en  constniisant  le 
parallélogramme  OCDE  sur  les  deux 
lignes  OC,  OD  qui  les  représentent* 
Supposons  que  les  directions  des  forces 
F,  F',  changent  peu  à  peu,  en  passant 
toujours  par  les  points  A  et  B ,  de  telle 
manière  que  ces  directions,  toujours  comprises  dans  un  même 
plan,  s'approchent  de  plus  en  plus  de  devenir  parallèles;  le 
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paitillélogramme  OC  D  £  se  déformera  en  même  temps,  vi  lu 
résultante  K,  qui  est  représentée  par  la  diagonale  OE,  se  mo- 
difiera en  conséquence.  Il  est  clair  diaprés  cela  que,  lorsque 
les  directions  des  forces  F,  F'  seront  parallèles,  la  résultante 
R  sera  égale  à  la  somme  de  ces  deux  forces,  et  en  outre  sa 
direction  sera  parallèle  à  celle  de  chacune  des  composantes. 
Observons  de  plus  que,  d'après  le  théorème  des  moments 
relatif  au  cas  de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point 
(§  iOl),  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F',  par  rap- 
port au  point  d'application  L  de  leur  résultante,  est  égale  à 
zéro,  puisque  le  moment  de  la  résultante  R  par  rapport  à 
ce  point  est  nul  ;  on  en  déduit  immédiatement  que  les  dis- 
tances du  point  L  aux  directions  des  deux  forces  F,  F',  sont 
inversement  proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  forces, 
proposition  qui  subsistera  encore,  sans  aucune  modification, 
loi*sque  les  fot*ces  F,  F  seront  devenues  parallèles. 

On  conclut  de  ce  qui  précède  que  deux  forces  parallèles 
et  de  même  sens  F,  F',  appliquées  ù  deux  points  A  et  B  d'un 

solide  invariable,  fig.  75,  ont  une  résul- 
tante R  égale  à  leur  somme ,  et  dirigée 
V  dans  leur  plan,  parallèlement  ù  chacune 
r  d'elles  et  dans  le  même  sens  ;  de  plus 
les  distances  LM,  LN  du  point  d'appli- 
cation L  de  cette  résultante  aux  direc- 
tions des  deux  forces  F,  F',  sont  inver- 
sement proportionnelles  aux  grandeurs 
de  CCS  forces.  La  force  R  peut  être  appli- 
quée au  point  C,  où  sa  direction  rencontre  la  ligne  A  B;  et 
comme  le  rapport  de  CA  à  CB  est  le  même  que  celui  de 
LM  à  LN,  on  peut  dire  encore  que  le  point  d'application 
de  la  résultante  des  deux  forces  F,  F'  est  situé  sur  la 
droite  AB  qui  joint  les  points  d'application  des  compo- 
santes, et  qu'il  divise  cette  droite  en  deux  parties  invei*- 
sement  proportionnelles  aux  grandeurs  de  ces  composantes. 


Fig.  75. 
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§  156.  Lorsque  deux  forces  F,  F,  fig.  76,  sont  appliquées 

à  deux  points  A  et  B  d'uo  solide 
p'  invariable,  suivant  des  directions 
parallèles ,  et  en  sens  contraire 
Tune  de  Tautre ,  ces  forces  ont 
une  résultante  que  Ton  obtient 
de  la  manière  suivante.  Soit  F 
Fig.  70.  la  plus  grande  des  deux  forces 
données.  On  peut  regai*der  cette  force  F  comme  résultant 
de  la  composition  de  deux  forces  parallèles  et  de  même 
senSy  dont  Tune,  égale  à  F',  soit  appliquée  au  point  B,  et 
Tanti'e,  égale  à  F — F,  soit  appliquée  à  un  point  C  convena- 
blement choisi  sur  le  prolongement  de  la  ligne  B.A  ;  on  de-« 
vra  avoir  pour  cela 

AC_     F 
AB""F--F' 

Si  l'on  remplace  la  force  F  par  les  deux  composantes  dont 
ou  vient  de  parler,  la  première  de  ces  composantes  sera  dé- 
truite par  la  force  F'  qui  est  déjà  appliquée  au  point  B  en 
srns  contraire,  et  il  ne  restera  plus  que  la  force  F— F'  appli- 
quée au  point  C  :  cette  dernière  force  est  donc  la  résultante 
des  deux  forces  données  F,  F'. 

Ainsi  deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraires,  appli- 
quées à  un  solide  invariable,  ont  une  résultante  égale  à  leur 
différence,  dirigée  dans  leur  plan,  parallèlement  à  chacune 
défiles,  et  agissant  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
composantes;  et,  si  l'on  observe  que,  de  la  proportion  écrite 
ci-dessus,  on  déduit  cette  autre  proportion 

CA_F 
(  B~  F  ' 

on  peut  dire  que  le  point  d'application  C  de  cette  résultante 
est  situé  sur  le  prolongement  de  la  droite  AB,  du  côté  du 
point  d'application  A  delà  plus  grande  composante,  et  quil 
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est  éloigné  des  points  A  et  B  de  quantités  inversement  pro- 
portionnelles aux  forces  qui  sont  appliquées  à  ces  points. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  que  nous  venons  de  dire,  relati- 
vement à  la  composition  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens 
contraires,  suppose  essentiellement  que  ces  deux  forces  sont 
inégales.  Si  Ton  voulait  passer  de  là  au  cas  particulier  où  les 
deux  forces  sont  égales,  en  supposant  que  la  plus  grande 
des  deux  décroît  progressivement  jusqu'à  devenir  égale  à  la 
plus  petite,  on  trouverait  que,  dans  ce  cas  particulier,  la  ré- 
sultante est  nulle  et  a  son  point  d'application  à  une  distance 
infinie  des  points  d'application  des  deux  composantes  :  cela 
signifie  évidemment  que  le  système  de  deux  forces  égales, 
appliquées  à  un  solide  invariable,  suivant  des  directions  pa* 
rallèles,  et  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre,  ne  peut  pas  être 
remplacé  par  une  force  unique,  c'est-à-dire  que  ces  deux 
forces  n'ont  pas  de  résultante.  Un  pareil  système  de  forces 
constitue  ce  qu'on  nomme  un  couple, 

%  157.  Considérons  maintenant  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  appliquées  en  différents  points  d'un  so- 
lide invariable,  et  cherchons  à  déterminer  la  résultante  de 
toutes  ces  forces,  s'il  y  en  a  une. 

Si  toutes  les  forces  parallèles  dont 
il  s'agit  sont  dirigées  dans  un  même 
sens,  on  trouvera  leur  résultante  en 
opérant  de  la  manière  suivante.  On 
composera  d'abord  deux  des  forces 
données,  F  et  F',  par  exemple,  fig,  11^ 
en  une  seule  force  Ki  qui  sera  égale  à 
F  +  F',  et  dont  le  point  d'application 
Li  divisera  la  ligne  AB  en  deux  par- 
ties inversement  proportionnelles  aux 
forces  F  et  F'  ;  puis  on  composera  cette 
résultante  partielle  Ri  avec  une  troisième  des  forces  données, 
avec  F"  par  exemple,  ce  qui  donnera  une  deuxième  résuh 


Fig.  77. 
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unte  partielle  R<i  égale  à  Ri  +  F'  ou  bien  à  F+  F  +  F',  et 
appliquée  en  un  point  L«i  tel  que  Li  L2  et  CLi  soient  inverse- 
ment proportionnels  à  Rg  et  F";  ensuite  on  composera  la 
denième  résultante  partielle  R2  avec  une  quatrième  force 
F'"  ;  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que,  en  continuant  de  cette 
manière,  on  arrivera  toujours  à  une  force  unique  R  qui 
pourra  tenir  lieu  de  toutes  les  forces  données,  et  qui  sera  par 
conséquent  la  résultante  de  ce  système  de  forces.  Cette  ré- 
sultante A  sera  égale  à  la  somme  des  composantes  F,  F', 
F", . . . ,  parallèle  à  chacune  d'elles,  et  dirigée  dans  le  même 
sens;  son  point  d'application  se  déduira  de  la  série  des  opé- 
rations qui  déterminent  successivement  les  divers  points 
d'application  Li ,  L*i, . . . .  des  résultantes  partielles  Ri ,  R?. . . . 
Si  les  diverses  forces  parallèles  qu'on  se  propose  de  com- 
poser entre  elles  ne  sont  pas  dirigées  toutes  dans  le  même 
sens,  on  les  partagera  en  deux  groupes  formés,  l'un  de  celles 
qui  agissent  dans  un  sens,  l'autre  de  celles  qui  agissent  dans 
le  sens  opposé.  Toutes  les  forces  du  premier  groupe  pour- 
ront être  remplacées,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
par  une  force  unique  R'  égale  à  leur  somme,  dirigée  paral- 
lèlement à  chacune  d'elles,  et  dans  le  même  sens  ;  il  en  sera 
de  même  des  forces  du  second  groupe,  auxquelles  on  pourra 
substituer  une  force  R''  égale  à  leur  somme,  parallèle  à  leur 
direction  commune,  et  de  même  sens  qu'elles.  Ces  deux  ré- 
sultantes partielles  R',  R",  qui  peuvent  remplacer  l'ensemble 
des  forces  données,  et  qui  sont  parallèles  et  de  sens  conti'ai* 
res,  peuvent  en  général  se  composer  à  leur  tour  en  une  seule 
force  R  égale  à  leur  différence,  agissant  parallèlement  à  cha* 
cune  d'elles,  et  dans  le  sens  de  la  plus  grande  des  deux 
(§  1^6)  :  la  force  R  ainsi  obtenue  est  la  résultante  de  toutes 
les  forces  données.  Dans  le  cas  particulier  où  les  résultantes 
partielles  R',  R"  seraient  égales  entre  elles,  sans  agir  suivant 
la  même  ligne  droite,  on  ne  pourrait  pas  les  remplacer  par 
une  force  unique,  et  alors  le  système  des  forces  données  se 
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réduirait  à  un  couple  formé  par  les  deux  forces  R',  R".  Si  les 
deux  forces  R',  R"  étaient  égales  et  agissaient  suivant  la 
même  ligne  droite,  comme  elles  sont  de  senscontraires,  elles 
se  détruiraient  mutuellement,  ce  qui  i*evient  à  dire  qu'elles 
auraient  une  résultante  nulle  :  le  système  des  forces  données 
aurait  donc  aussi  une  résultante  nulle. 

§  158.  TliéarèHie  4es  M^HieBts  4'«b  systèHie  de 
forces  parallèles  par  rappart  a  ■■  plaa.  —  Nous  avons 
vu  (§  103)  que  le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces 
appliquées  à  un  point,  par  rapport  à  une  droite  quelconque, 
est  égala  la  somme  des  moments  des  composantes  par  rap- 
port à  la  même  droite.  Cette  proposition  est  d'ailleurs  appli- 
cable au  cas  de  deux  forces  appliquées  en  deux  points  diffé- 
rents d*un  solide  invariable,  suivant  des  directions  concou- 
rantes (§  15&);  et  par  suite  on  peut  l'appliquer  au  cas  de 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens ,  qui  est  compris 
comme  cas  particulier  dans  le  précédent  (§  155). 

Supposons  que  nous  choisissions  la  droite  D,  par  rappoil 
a  laquelle  nous  prenons  les  moments  de  deux  forces  paral- 
lèles et  de  même  sens  F,  F',  et  de  leur  résultante  R,  de  telle 
manière  que  sa  direction  fasse  un  angle  droit  avec  celle  des 
forces  ;  imaginons  en  outre  que  nous  menions  par  celte  droite 
D  un  plan  P  parallèle  aux  directions  des  foi*oes  F,  F,  R.  Il 
est  aisé  de  voir  que  le  moment  de  Tune  quelconque  de  ces 
forces,  de  la  force  F  par  exemple,  par  rapporta  la  droite  D, 
n'est  autre  chose  que  le  produit  de  la  force  F  par  la  distance 
de  sa  direction  au  plan  P  :  ce  produit  est  ce  qu'on  nomme  le 
moment  de  la  force  F  par  rapport  au  plan  P.  On  peut  donc 
dire,  d'après  la  proposition  qui  a  été  rappelée  ci-dessus,  que 
le  moment  de  la  résultante  R  par  rapport  au  plan  P  est  égal 
à  la  somme  des  moments  des  composantes  F,  F,  par  rapport 
à  ce  plan.  C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  des  mo- 
ments par  rapport  à  un  plan,  pour  le  cas  de  deux  forces  pfl- 
rallèles  et  de  même  sen.^.  Ce  théorème  est  vrai,  quelle  que 
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soit  la  position  du  plan  P  relativement  aux  droites  suivant 
lesquelles  agissent  les  forces  F,  F\  R,  et  auxquelles  il  est 
parallèle^  pourvu  qu'on  attribue  un  signe  convenable  au  mo- 
ment de  chacune  des  forces  par  rapport  à  ce  plan.  La  manière 
dont  ce  signe  doit  éti*e  déterminé,  résulte  de  ce  qui  a  été  dit 
(§  i  03)  relativement  au  signe  qu'on  doit  attribuer  au  moment 
d*nne  force  par  rapport  à  une  droite  :  il  est  aisé  de  voir  que 
le  moment  d'uue  force  par  rapport  à  un  plan  parallèle  à  sa 
direction  doit  être  affecté  du  signe  +  ou  du  signe — ,  suivant 
que  la  force  est  placée  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  plan. 

Après  avoir  établi  le  théorème  qui  précède,  dans  le  cas  de 
deux  forces  parallèles  et  de  même  sens,  nous  allons  l'étendre 
au  cas  d'un  système  quelconque  de  forces  parallèles.  Pour 
cela  nous  considérerons  d'abord  le  cas  de  deux  forces  parai- 
lèles  et  de  sens  contraires  F,  F',  fig,  76  (page  269).  Nous 
savons  que  la  résultante  R  de  ces  deux  forces  s'obtient  en 
décomposant  la  force  F,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  F',  en  deux  composantes  parallèles  et  de  même  sens, 
dont  l'une,  égale  à  F',  soitappliquée  au  point  B,  et  l'autre  soit 
appliquée  en  un  point  C  convenablement  choisi  sur  le  pro- 
longement de  la  ligne  B  A  :  cette  seconde  composante  de  la 
force  F  est  préciscmient  la  résultante  cherchée  R.  Nous  pou- 
vons donc  dire  que  le  moment  de  la  force  donnée  F,  par  rap- 
port à  un  plan  quelconque  P  parallèle  à  sa  direction,  est  égal 
au  moment  de  la  résultante  R  par  rapport  à  ce  plan  P  aug- 
menté du  moment  d'une  force  égale  et  directement  opposée 
à  la  seconde  force  donnée  F'  par  rapport  au  même  plan  ;  ou 
en  d'autres  termes,  le  moment  de  la  résultante  R,  par  rap- 
port au  plan  P,  est  égal  au  moment  de  la  force  F  par  rapport 
à  ce  plan,  diminué  du  moment  d'une  force  égale  et  contraire 
à  la  foi*ce  F',  par  rapport  à  ce  plan  P.  Mais  si  nous  conve- 
nons de  regarder  les  moments  de  deux  forces  de  même  di- 
rection et  de  sens  opposés,  par  rapport  à  un  même  plan 
parallèle  à  leur  direction  commune,  comme  étant  de  signes 
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contraires,  nous  pourrons  modifier  ce  dernier  énoncé,  et  dire 
que  le  moment  de  la  résultante  R  par  rapport  au  pian  P,  est 
égal  à  la  somme  des  moments  de  ses  deux  composantes  F,  F' 
par  rapport  à  ce  plan.  Le  théorème  établi  pour  le  cas  de 
deux  forces  parallèles  et  de  môme  sens,  se  trouve  donc  vrai 
aussi  dans  le  cas  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens  con- 
traires,  au  moyen  de  la  convention  que  nous  venons  de  faire 
relativement  aux  signes  des  moments  des  forces  qui  agissent 
dans  des  sens  opposés. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles,  par 
rapport  à  un  plan  parallèle  à  leur  direction,  étant  toujoui's 
égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  par  rapport 
à  ce  plan,  soit  que  les  composantes  agissent  dans  un  même 
sens,  soit  qu'elles  agissent  dans  des  sens  contraires,  on  eu 
conclut  nécessairement  que  le  momc^nt  de  la  résultante  d'un 
système  quelconque  de  forces  parallèles,  par  rapport  à  un 
plan  quelconque  parallèle  à  leur  direction,  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  divei*ses  composantes,  par  rapport 
à  ce  plan.  Il  suffît  pour  cela  d'observer  que  Ton  trouve  la 
résultante  d'un  pareil  système  de  forces  en  effectuant  succes- 
sivement, et  un  nombre  convenable  de  fois,  la  composition  de 
deux  forces  parallèles  de  même  sens  ou  de  sens  contraires 
(§  157),  et  d'appliquer  le  théorème  des  moments,  établi  pré- 
cédemment, à  chacune  de  ces  compositions  successives. 

Pour  donner  aux  moments  de  diverses  forces  parallèles  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires,  par  rapport  à  un  plan  P 
parallèle  à  leur  direction,  les  signes  qu'on  doit  leur  attribuer 
d'après  les  conventions  établies,  on  peut  opérer  de  la  ma- 
nière suivante.  On  considérera  la  distance  de  la  direction 
d'une  force  au  plan  P,  auquel  celte  force  est  parallèle,  comme 
étant  positive  ou  négative,  suivant  que  cette  direction  est 
d'un  c6té  ou  de  l'autre  du  plan  ;  on  considérera  en  outre  la 
force  elle-même  ct)mme  étant  positive  ou  négative,  suivant 
qu'elle  agit  dans  un  sens  ou  dans  le  sens  opposé  :  le  produit 
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de  la  force  par  la  distance  de  sa  direction  au  plan  P  se  trouvera 
par  là  affecté  du  signe  -f-  ou  du  signe  —,  suivant  les  cas,  et  il 
est  aisé  de  s'assurer  que  son  signe  sera  toujours  celui  qu'il 
doit  avoir  d'après  les  conventions  établies  précédemment. 

§  159.  Rééii«tloB4'uB  système  queleoaqne  4e  forées 
à  4e«x  forées.  —  Un  système  quelconque  de  forces,  appli- 
quées à  un  solide  invariable,  peut  toujours  être  remplacé 
par  deux  forces  seulement,  dont  une  agit  sur  un  point 
choisi  à  volonté. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  prenons  à  vo- 
lonté, dans  le  solide,  trois  points  A,  B,  C,  non  si- 
tués en  ligne  droite,  fig,  78.  Une  force  quelcon- 
que F^  appliquée  au  solide,  et  non  dirigée  dans 
Je  plan  ABC,  peut  toujours  être  décomposée 
en  trois  autres  dirigées  suivant  les  lignes  MA, 
MB,  MC,  qui  joignent  les  points  A,  B,C,  à 
un  point  pris  sur  la  direction  de  la  force  F,  en  dehors  du 
plan  ABC  (§§  99  et  45);  et  l'on  peut  supposer  que  ces 
trois  composantes  soient  appliquées  aux  points  A,  B,  C, 
eux-mômes.  Si  la  force  F  était  dirigée  dans  le  plan  ABC, 
on  ne  pourrait  pas  trouver  sur  sa  direction  un  point  M 
iitné  en  dehors  de  ce  plan  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que, 
dans  ce  cas  particulier,  on  pourrait  toujoui*s  regarder  la 
force  F  comme  la  résultante  de  trois  forces  appliquées  aux 
points  A,  B,  G,  :  on  pouri*ait,  par  exemple,  joindre  un  point 
M  de  sa  direction  aux  deux  points  A  et  B,  la  décomposer  en 
deux  forces  agissant  suivant  M  A  et  M  B,  et  considérer  ces 
deux  composantes  appliquées  aux  points  A,  B,  et  une  force 
nulle  appliquée  au  point  C,  comme  étant  les  trois  compo- 
santes de  cette  force  F  appliquées  aux  points  A,  B,  C.  Si  l'on 
fait  pour  toutes  les  forces  données  ce  qui  vient  d'être  indiqué 
pour  la  force  F,  chacune  d'elles  fournira  trois  composantes 
appliquées  aux  points  A,  B,  C  ;  le  système  des  forces  don- 
nées sera  donc  remplacé  par  un  autre  système  de  forces 
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dont  chacune  agira  sur  un  des  points  A,  B,  C.  Toutes  les 
forces  appliquées  au  point  A  peuvent  ôtre  composées  eu 
une  seule;  et  il  en  est  de  môme  de  celles  qui  sont  appliquées 
au  point  B,  et  aussi  de  celles  qui  agissent  sur  le  point  C  :  on 
n'aura  donc  plus  que  trois  forces  appliquées  respectivemeiif 
aux  points  A,  B,  C,  au  lieu  du  système  quelconque  de 
forces  qu'on  avait  primitivement.  Reste  maintenant  à  faire 
voir  que  ces  trois  forces  pourront  toujours  se  réduire  à  deux. 

Soient  Q,  Q',  Q",  fig- 
79,  les  trois  forces  aux- 
quelles on  vient  de  par- 
venir. Faisons  passer  uu 
plan  par  le  point  A  et  par 
la  direction  de  la  force 
Q';  puis  un  autre  plan 
par  le  même  point  A  et 
par  la  direction  de  la  foix;e 
Q"  :  ces  deux  plans  se 
couperont  suivant  une  li- 
gne G  H  passant  par  le 
point  A.  Supposons  que 
la  ligne  G  H  rencontre  une  an  moins  des  directions  des 
deux  forces  Q',  Q",  celle  de  Q'  par  exemple,  et  soit  B'  le 
point  de  rencontre  \  Taulre  force  Q"  pourra  toujours  se  dé- 
composer en  deux  forces  agissant  suivant  les  lignes  C  A,  CB' 
menées  du  point  C  aux  deux  points  A,  B',  et  ces  deux  forces 
pourront  être  appliquées  aux  points  A,  B',  eux-mêmes  ;  ia 
force  Q  se  composera  alors  avec  celle  de  ces  deux  forces  qui 
agira  sur  le  point  A,  et  la  force  Q'  avec  celle  qui  agira  sur  le 
point  B'  :  on  n'aura  donc  plus  en  tout  que  deux  forces , 
appliquées,  Tune  au  point  A,  l'autre  au  point  B'.  Si  aucune 
des  directions  des  deux  forces  Q',  Q"  ne  rencontrait. la  ligne 
G  H,  il  suffirait  de  décomposer  préalablement  la  force  Q'  en 
deux  autres  Q'i,  Q'j,  dont  l'une  Q'i  agît  sur  le  point  A,  et 


Fig.  79. 
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Tautre  Q'ti  agit  sur  un  antre  point  quelconque  de  la  ligne 
G  H,  pour  que  toute  difficulté  disparût:  car  alors  on  pour- 
rait raisonner  sur  la  résultante  des  forces  Q, Q'i,  appliquées 
au  point  A,  et  sur  les  deux  forces  Q'2,  Q",  comme  on  vient 
de  le  faire  sur  les  trois  forces  Q,  Q',  Q". 

Il  est  donc  établi  par  là  qu'un  système  quelconque  de 
forces  appliquées  à  un  solide  invariable  peut  toujours  être 
remplacé  par  deux  forces  ;  et  Ton  peut  observer  que  Tune 
de  ces  deux  forces  agit  sur  un  point  A  pris  à  volonté,  puis- 
que ce  point  est  un  des  trois  points  A,  B,  G,  que  nous  avions 
choisis  arbitrairement  tout  d'abord,  en  les  assujettissant  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  être  tous  trois  sur  une  même 
ligne  droite.  Il  est  bien  entendu  que  le  point  A ,  que  nous 
pouvons  prendre  à  volonté  comme  point  d'application  d'une 
des  deux  forces  auquel  nous  réduisons  le  système  des  forces 
données,  doit  faire  partie  du  solide  auquel  ces  forces  sont 
appliquées  ;  ou  bien  que,  s'il  ne  fait  pas  partie  de  ce  solide, 
on  doit  supposer  qu'il  lui  est  lié  d'une  manière  invariable. 
Si  les  deux  forces,  auxquelles  on  a  réduit  le  système  des 
forces  données,  se  trouvaient  dirigées  dans  un  même  plan, 
c'est-à-dire  si  elles  étaient  concourantes  ou  parallèles,  on 
pourrait  les  composer  en  uiie  seule,  à  moins  cependant 
qu'elles  ne  fussent  parallèles,  égales  et  de  sens  opposés  : 
dans  ce  cas,  et  sauf  l'exception  qui  vient  d'être  indiquée,  le 
système  des  forces  données  aurait  une  résultante  unique. 

§  160.  Théorie  ées  Hioiiients,  pour 
un  systéuie  quelconque  de  forces  ap-> 
pllquées  a  un  boIMc  invariable.  — 
^^  Nous  avons  dit  (§  101)  que  le  moment 
d'une  force  F,  fig.  80,  par  rapport  à  un 
point  0,  c'est  le  produit  de  la  force  par  la 
distance  0  P  du  point  0  à  sa  direction. 
Imaginons  que  nous  menions  parle  point 
0  une  ligue  ON  perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  ce 
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point  et  par  la  force  F }  que  nous  donnions  à  cette  ligne  une 
longueur  telle  que  sa  valeur  numériquei  rapportée  à  une  cer* 
taine  unité  prise  arbitrairement ,  soit  la  même  que  celle  du 
moment  de  la  force  F  par  rapport  au  point  0  ;  enfin,  que  nous 
portions  cette  ligne  dans  un  sens  tel  que,  si  Ton  se  place  en  0 
et  qu'on  regarde  dans  la  direction  ON,  on  voie  le  mouve- 
ment de  rotation  que  la  force  F  tend  à  donner  à  la  ligne.  0  P 
autour  du  point  0  se  diriger  dans  un  sens  déterminé,  par 
exemple  dans  le  sens  dans  lequel  on  voit  tourner  les  aiguilles 
d'une  horloge  :  cette  ligne  ON,  qui  représente  à  la  fois  la 
direction  du  plan  mené  par  le  point  0  et  la  force  F,  le  mo- 
ment de  cette  force  F  par  rapport  au  point  0,  et  le  sens  de 
la  rotation  que  la  force  tend  à  produire  autour  de  ce  point, 
se  nomme  Vaxê  du  moment  de  la  force  F  par  rapport  au 
point  0. 

Le  moment  d'une  force  par  rapport  à  une  droite  (§  103), 
n'est  autre  chose  que  le  moment  de  la  projection  de  cette 
force  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite,  par  rapport  au 
point  où  ce  plan  perpendiculaire  est  percé  par  la  droite  :  ce 
moment  peut  donc  être  représenté  par  un  axe,  tout  aussi 
bien  que  celui  d'une  force  par  rapport  à  un  point.  Dans  ce 
cas,  l'axe  du  moment  est  dirigé  suivant  la  droite  même  à 
laquelle  le  moment  se  rapporte. 

Soient  F,  /î^.  81 ,  une  force 
appliquée  à  un  point  A,  et 
M  N  une  droite  dirigée  d'une 
manière  quelconque  relati- 
vement à  cette  force.  Pre- 
nons le  moment  de  la  force  F 
par  rapport  à  un  point  quel- 
Fig.st.  conque  0  de  la  droite  M  N  : 

ce  moment  sera  numériquement  égal  au  double  de  la  surfac*e 
du  triangle  OAB,  obtenu  enjoignant  le  point  0  aux  extré- 
mités de  la  ligne  AB  qui  représente  la  force  F.  Si  nous  con- 
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sidérons  la  projection  F'  de  la  force  F  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  M  N  mené  par  le  point  0',  le  moment  de  cette  force 
F'  par  rapport  au  point  0',  c*est*à-dire  le  moment  de  la  force 
F  par  rapport  à  la  droite  MN,  sera  aussi  numériquement 
égal  au  double  de  la  surface  du  triangle  0'  A'  B'.  Mais  ce 
dernier  triangle  est  la  projection  du  triangle  0  A  B  sur  le 
plan  perpendiculaire  à  M  N  mené  par  0'  :  donc ,  le  moment 
de  la  force  F  par  rapport  à  la  droite  M  N  s'obtient  en  mul- 
tipliant le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  point  0  par 
le  cosinus  de  Tangle  que  la  perpendiculaire  au  plan  AOB 
fait  avec  la  ligne  M  N  perpendiculaire  au  plan  A'O'B'.  On 
en  conclut  évidemment  que  Taxe  du  moment  de  la  force  F 
par  rapport  à  la  droite  MN,  a  la  même  grandeur  et  le  même 
sens  que  la  projection  de  Taxe  du  moment  de  F  relatif  au 
point  0  sur  la  droite  M  N. 

Si  par  un  point  0  on  mène  plusieurs  droites,  et  qu'on 
veuille  trouver  les  moments  d'une  même  force  F  par  rapport 
à  ces  droites,  il  suffira  de  prendre  l'axe  du  moment  de  la 
force  F  par  rapport  au  point  0,  et  de  le  projeter  sur  les  di- 
verses droites  dont  il  s'agit  :  les  projections  ainsi  obtenues 
seront  les  axes  des  moments  cherchés.  On  voit  par  là  que,  de 
tous  les  moments  de  la  force  F  par  rapport  aux  différentes 
droites  qu'on  peut  mener  par  un  même  point  0,  c'est  celui 
qui  se  rapporte  à  la  perpendiculaire  au  plan  conduit  par  ce 
point  et  par  la  direction  de  la  force  F  qui  est  le  plus  grand. 

§  161.  Un  système  quelconque  de  forces  F,  F,  F", 

appliquées  à  un  solide  invariable  étant  donné,  on  peut  tou- 
jours le  remplacer  par  deux  forces  Ki,  R?,  dont  l'une  Ki 
agisse  sur  un  point  A  prisa  volonté  (§159).  Si,  après 
avoir  déterminé  ces  deux  dernières  forces,  on  prend  le  mo- 
ment de  la  force  R^i  par  rapport  au  point  A,  on  a  ce  qu'on 
nomme  le  moment  ré$ultant  du  système  de  forces  donné 
par  rapport  à  ce  point  A. 

Concevons  que  nous  menions  une  droite  quelconque  D 
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par  le  point  A  ;  et  que,  après  chacune  des  modifications  que 
nous  faisons  subir  successivement  au  système  des  forces 
F,  F',  F", . . . ,  pour  le  réduire  en  définitive  aux  deux  forces 
Rr,  R3,  nous  fassions  la  somme  des  moments  des  forces  aux- 
quelles il  a  été  ramené  par  rapport  à  cette  droite  D.  Cette 
somme  de  moments  devra  toujours  avoir  la  valeur  qu'elle 
avait  primitivement,  c'est-à-dire  avant  qu'on  ait  commencé 
à  modifier  le  système  des  forces  données.  En  effet,  quand  on 
transporte  une  force  d'un  point  à  un  autre  de  sa  direction, 
on  ne  change  évidemment  pas  le  moment  de  cette  force  par 
rapport  à  la  droite  D  ;  quand  on  compose  eu  une  seule  plu- 
sieurs forces  appliquées  à  un  même  point  suivant  des  direc- 
tions quelconques,  on  obtient  ainsi  une  foi^cc.  unique  dont 
le  moment  par  rappoit  à  la  droite  D  est  égal  à  la  somme 
des  moments  de  ses  composantes  par  rapport  à  la  même 
droite  (§  103)  ;  et  de  même,  quand  on  décompose  une  force 
en  plusieurs  autres,  suivant  des  directions  quelconques  pas- 
sant par  son  point  d'application,  on  trouve  un  système  de 
forces  dont  les  divei^  moments,  par  rapport  à  la  droite  D, 
ont  une  somme  égale  au  moment  de  la  force  unique  à  la- 
quelle on  les  substitue  :  or  ces  opérations  sont  les  seules 
qu'on  ait  à  faire  successivement,  pour  réduira  le  système  des 
forces  données  F,  F',  F",  . . .  aux  deux  forces  Ri,R9,  (  §  159). 
On  conclut  de  là  que  la  somme  des  moments  des  foi-ces 
F,  F',  F'^ . . . ,  par  rapport  à  la  droite  D,  est  égale  à  la  somme  des 
moments  des  deux  forces  Ri ,  R^,  par  rapport  à  cette  droite, 
c'est  à-dire  égale  au  moment  de  la  force  R?  seule,  puisque 
la  force  Ri  agit  sur  un  point  A  appartenant  à  la  droite  D. 
En  nous  reportant  au  théorème  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent  (§160),  et  à  la  définition  que  nous  avons 
donnée  du  moment  résultant  d'un  système  quelconque  de 
forces  par  rapport  à  un  point,  nous  verrons  que  le  résultat 
auquel  nous  venons  de  parvenir  peut  être  énoncé  de  la  ma- 
nière suivante.  Si  l'on  pi*end  les  moments  des  diverses  for- 
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ces  donoées  F,  F',  F", par  rapport  au  point  A,  ainsi 

que  le  moment  résultant   du  système  de  ces  forces  par 
rapport  au  même  point  A,  la  somme  dos  projections  des 

axes  des  moments  des  forces   F,  F',  F", j  sur  une 

droite  quelconque  D  menée  par  le  point  A,  est  é^ale  à  la  pro- 
jection de  l'axe  du  moment  résultant  sur  cette  même  droite. 

Cette  proposition  nous  conduit  immédiatement  à  une  autre 
dont  voici  l'énoncé.  Si  nous  prenons  les  axes  des  moments 
des  forces  données  F,  F',  F", ....  par  rapport  au  point  A, 
et  que  nous  composions  ces  axes  entre  eux  comme  s'ils  re- 
présentaient des  forces  agissant  sur  un  même  point  ma- 
tériel (§  99),  Taxe  résultant  fourni  par  cette  composition 
sera  précisément  Taxe  du  moment  résultant  du  système  des 
foi-ces  F,  F',  F", —  par  rapport  au  point  A.  En  effet  cet 
axe  résultant  est  la  seule  ligne  partant  du  point  A,  dont  la 
projection,  sur  une  droite  D  menée  par  ce  point,  soit  égale  à 
la  somme  des  projections  des  axes  des  moments  des  forces 
F,  F',  F'', sur  la  même  droite,  quelle  que  soit  la  di- 
rection que  l'on  donne  à  cette  ligne  D  sur  laquelle  on  pro- 
jette ces  axes.  On  voit  pa^  là  que  les  moments  de  divei*ses 
forces,  par  rapport  à  un  point,  se  composent  entre  eux  en 
appliquant  tout  simplement  les  règles  du  parallélogramme, 
du  parallélipipède,  ou  du  polygone  des  forces,  aux  axes  qui 
représentent  ces  moments,  quant  à  leur  grandeur,  leur  di- 
rection et  leur  sens. 

Dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  ne  doit,  bien 
entendu,  attribuer  des  signes  aux  moments  des  forces, 
qu'autant  que  ces  moments  se  comptent  dans  le  même  plan  ou 
(tans  des  plans  parallèles  ;  on  ne  doit  considérer  que  la  va- 
leur absolue  des  moments  dont  les  plans  ont  des  directions 
différentes.  Les  axes  des  moments  devront  donc  être  traités 
comme  on  le  fait  toujours  pour  les  longueurs  rectilignes, 
auxquelles  on  n'attribue  de  signes  que  quand  elles  se  comp- 
tent suivant  des  directions  déterminées. 


CHAPITRE  II. 


CENTRES     DE     GRAVITÉ. 


§  162.  Centre  4e«  forée»  parallèles.  —  Reporlons- 
noiis  à  ce  que  nous  avons  dît  (  §  157)  relalivemenl  à  la  com- 
position d'un  système  quelconque  de  forces  parallèles  F,  F', 

F",  F"', appliquées  à  divers  points  A,  B,C,D, d'un 

solide  invariable  {fig-  T1  y  page  270).  Les  positions 
des  points  d'application  Li,  Lî, des  résultantes  par- 
tielles Ri,  Rî, ,  et  par  suite  celle  du  point  d'appliea  • 

tion  L  de  la  résultante  définitive  ft,  ne  dépendent  en  aucune 
manière  de  la  direction  des  forces  :  la  connaissance  des 
points  A,  B,  C,  D. . .  auxquels  les  composantes  F,  F',  F",  F'", . . 
sont  appliquées,  et  des  rapports  de  grandeur  de  ces  forces, 
suffit  pour  déterminer  les  points  Li,Lî,...  L.  On  en  con- 
clut nécessairement  que,  si  l'on  changeait  la  direction  des 
forces  données,  en  les  laissant  toujours  parallèles  à  elles- 
mêmes,  et  leur  conservant  leurs  grandeui*s  respectives,  ainsi 
que  leurs  points  d'application  A,  B,  C,  D, . . . . ,  le  point  d'ap- 
plication L  de  la  résultante  ne  changerait  pas.  Ce  point  L, 
par  lequel  passe  constamment  la  direction  de  la  résultante 
d'un  système  de  forces  parallèles,  de  quelque  manière  qu'on 
incline  les  composantes  par  rapport  à  leurs  directions  pri- 
mitives, se  nomme  le  centre  des  forces  parallèles. 

Supposons  que  les  divers  points  A,  B,  C,  D, . . .  soient  rap- 
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portés  à  un  système  d'axes  coordonnés  rectangulaires. 
Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  point  A  ;   x',  y',  z',  les 

coordonnées  du  point  B  ; et  enfin  Xi,  y\,Zi,  celles  du 

point  L.  Si  nous  donnons  aux  diverses  forces  F,  F',  F", . . .  . 
des  directions  parallèles  à  une  droite  quelconque  tracée 
dans  le  plan  des  y  z,  et  que  nous  exprimions  ensuite  que  le 
moment  de  la  résultante  R  par  rapport  a  ce  plan  est  égal  à 
la  somme  des  moments  de  ses  composantes  par  rapport  au 
même  plan  (§158),  nous  trouverons  la  relation 

Ra;i  =Fj;  +  FV  +  Tx"  + . . .  =  SFa;. 

En  amenant  successivement  les  forces  F,F\F", ...  à  être 
parallèles  à  une  droite  tracée  dans  le  plan  des  x  z^  puis  à 
une  droite  tracée  dans  le  plan  des  ar  y,  et  appliquant  le 
même  théorème  des  moments ,  dans  chacun  de  ces  deux  cas, 
on  trouvera  également 

Ry,=Fy-|-Fy-hFV+...=:SFy, 
Rz,  =Fz  +  FV  +  V'z"+ . . .  =  S  Fz. 

Si  Ton  observe  maintenant  que  Ton  a 

R  =  F  +  F'4-F'  +  ...=SF, 

on  en  conclura  les  formules  suivantes,  pour  déterminer  les 
coordonnées  Xi,yi,Zx  du  centre  des  forces  parallèles  : 


IVx  IVy  2f 


z 


^i  =  -"vTT  >  yi  =  -TTZ-  >  ^1  = 


2F   '  ^'       2F   '  2F 

§  169.  Centre  de  gravité  d'an  solide  Invariable. — 

Considérons  un  corps  placé  à  la  surface  delà  terre,  et  ayant 
des  dimensions  très^petites  xelativement  à  celles  du  globe 
terrestre.  Nous  pourrons  regarder  les  actions  de  la  pesan* 
teur  sur  les  diverses  molécules  dont  il  est  formé  comme 
étant  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
de  ces  molécules.  Dès  lors,  si  nous  admettons  que  ce 
corps  puisse  être  traité  comme  un  solide  invariable,  il  y 
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aura  lieu  d'appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  i*elali- 
vement  au  centre  des  forces  parallèles.  Nous  ne  pouvons 
pas,  il  est  vrai,  changer  à  volonté  la  direction  de  la  pesan- 
teur, comme  nous  avons  supposé  qu*on  le  fit  pour  arriver  à 
la  notion  du  centre  des  forces  parallèles  ;  mais  nous  pou- 
vons faire  quelque  cho^e  d'équivalent,  en  changeant  la  posi- 
tion du  corps,  en  le  tournant  successivement  de  différentes 
manières.  Dans  ce  cas,  où  les  forces  parallèles  appliquées 
au  solide  invariable  sont  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
divei*ses  molécules  qui  le  composent,  le  centre  des  forces 
parallèles  prend  le  nom  de  centre  de  gravite'. 

Désignons  par  p  le  poids  d'une  molécule  quelconque  du 
solide^  par  x,  y,  z  les  coordonnées  de  cette  molécule,  par 
^}9}l\y^\'i  l^s  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  par  P  le 
poids  total  du  solide.  Nous  aurons  pour  déterminer  ^i ,  y  t ,  r . , 
les  relations 

Mais,  si  nous  représentons  par  m  la  masse  de  la  molécule 
dont  le  poids  est/7,  et  par  M  la  masse  totale  du  corps,  nous 
pourrons  remplacer />  par  mg,  et  P  par  M^;  en  suppri- 
mant alors  le  facteur  g  commun  aux  deux  termes  de 
chacune  des  fractions  précédentes,  nous  arriverons  aux  for- 
mules 

^mx  ^iny  ^Imz 

qui  sont  celles  dont  on  se  sert  habituellement  pour  détermi* 
ner  les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

Nous  observerons  que  ces  dernières  formules  ne  renfer- 
ment plus  de  traces  de  l'action  de  la  pesanteur,  que  nous 
avions  considérée  pour  arriver  à  la  notion  du  centre  de  gra- 
vité. La  restriction  que  nous  avions  faite  tout  d'abord,  en 
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adiiiettaut  que  les  dimensions  du  corps  étaient  très-petites 
par  rapport  à  celles  de  la  terre,  peut  donc  être  mise  de  côté  : 
les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  ^tre  consi- 
dérées comme  définissant  la  position  du  centre  de  gravité 
d'un  solide  invariable,  quelles  que  soient  les  dimensions  de 
ce  solide. 

§  164.  OéteradBiilUii  au  cettire  àe  gravité  4^aii 
••Me  lavarlaUe.  —  Il  arrive  quelquefois  qu'on  a  à  déter- 
miner le  centre  de  gravité  d'un  solide  formé  par  la  réunion 
de  plusieurs  autres  solides  dont  les  centres  de  gravité  spnt 
connus.  Pour  y  arriver,  on  imaginera  que  les  divers  centres 
de  gravité  des  solides  partiels  soient  les  points  d'application 
de  forces  parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses 
de  ces  solides  partiels;  le  centre  de  ce  système  de  forces  pa- 
rallèles sera  le  centre  de  gravité  du  solide  total.  Il  suffit  de 
se  reporter  à  la  définition  du  centre  de  gravité  pour  se  rendre 
compte  de  cette  manière  d'opérer. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'un  solide  invariable 
constitué  comme  les  corps  naturels,  c'est-à-dire  consistant 
en  un  assemblage  d'un  très-grand  nombre  de  molécules  pla- 
cées à  distance  les  unes  des  autres,  on  conçoit  que  la  matièi*e 
qui  compose  ce  solide  soit  répandue  dans  la  totalité  de  l'es- 
pace représenté  par  son  volume  apparent;  on  suppose  que  la 
matière  de  chaque  molécule  se  trouve  étalée  dans  l'espace 
que  cette  molécule  occupe  réellement  et  dans  une  partie  de 
celui  qui  existe  entre  elle  et  les  molécules  voisines  :  de  sorte 
qu'aucune  portion  de  l'espace  contenu  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face apparente  du  solide  ne  soit  vide  de  matière.  Dès  lors, 
si  l'on  décompose  le  volume  apparent  du  corps  en  une  infi- 
nité d'éléments,  chacun  de  ces  éléments  sera  complètement 
rempli  de  matière;  et,  dans  la  recherche  des  coordonnées 
du  centre  de  gravité  du  solide,  on  peut  substituer  ces  élé- 
ments matériels  aux  molécules  dont  le  solide  est  formé. 
Prenons  pour  élément  de  volume  le  parallélipipède  rec- 
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UBgle  qui  a  poor  arêtes  les  différentielies  dit,  éy,  dz  des 
coordonnées  ;r,  y,  z  d'un  poini  qaekooque  da  solide,  et  re- 
présentons par  fdxdydz  la  masse  de  Télément  matériel 
correspondant;  p  sera  la  niasse  qu'aurait  Tunité  de  Tolume 
du  corps,  si  tous  les  éléments  matériels,  de  Tolimie  égal  à 
dxdydz,  dont  cette  unité  de  volume  se  compose,  avaient 
la  même  masse  que  celui  que  nous  considérons  en  particulier  : 
nous  désignerons  cette  quantité  p  sous  le  nom  de  matse  êpd- 
cifique  du  solide  au  point  dont  les  coordonnées  soni 
X,  y,  z  ('^.  Par  la  substitution  des  éléments  matériels 
aux  molécules  dont  le  corps  est  formé,  chacune  des  sommes 

Smx,  2Imy,  Y,mZy 

qui  entrent  dans  les  expressions  des  coordonnées  ^i,  yi,  ^i, 
du  centre  degravité,  sera  remplacée  par  une  intégrale  triple 
dont  les  limites  seront  fournies  par  la  forme  de  la  surface 
du  corps,  et  Ton  aura 

^fffpxdxdydz  fffpy  dxdydz       ^fjjpzdxdydz 

M  '^  M  '  M 

La  masse  totale  M  du  corps  a  d'ailleurs  pour  valeur 

^=.ÇCÇf  dxdydz , 

les  limites  de  cette  dernière  intégrale  triple  étant  les  mAmes 

(*)  On  attribue  MNivent  le  nom  de  densité  à  la  quantité  que  nous  repré> 
fentons  ici  par  p,  et  qui  n*est  autre  ch(K«e  que  la  masse  de  Tunité  de  volume 
du  corps,  dans  le  cas  où  ce  corps  est  homogène.  On  donne  d'ailleurs  le  nom 
de  poids  spécifique  au  poids  de  Tunlté  de  volume  d'un  corps  supposé  éga- 
lement homogène.  Il  nous  parait  plus  convenable  de  nMerver  le  mot  densité 
pour  désigner  une  qualité  des  corps  dont  la  représentaUon  numérique  soit 
Indépendante  du  choK  arbitraire  de  l'unité  de  ma«se  et  de  l'unité  de  poids; 
et  d'appeler  densité  d'un  corps  8upi)osé  homogène,  le  rapport  du  poids  de 
ce  corps  au  poids  d'un  égal  volume  d'eau.  Kt  alors,  de  même  que  le  poid.<« 
de  l'unité  de  volume  de  ce  c^irps  se  nomme  son  poids  spécifique,  on  peut 
attribuer  h  la  masse  de  Tunlté  de  volume  du  corps  le  nom  de  masse  spéei" 
flque. 
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que  celles  des  intégrales  qui  entrent  dans  les  valeurs  de 
XtjyijZt.Lsi  masse  spécifique  p  varie  en  général  d'un  point 
à  un  autre  du  solide  \  il  faut  que  cette  quantité  soit  connue 
en  fonction  des  coordonnées  Xj  y^  z  du  point  auquel  elle  se 
rapporte,  pour  qu'on  puisse  effectuer  le  calcul  des  valeurs 
dexi,yi,Z|. 

§  165.  Dans  le  cas  particulier  où  p  est  constant,  c'est-à- 
dire  où  le  solide  est  homogène,  les  expressions  qui  déter* 
minent  jpiy^i y Z|  se  simplifient.  Si  Ton  représente  par  Y  le 
volume  total  du  corps,  ou  a  d'abord 

et  par  suite, 

*  y  '    ^  V  '  V  ' 

Dans  ce  cas,  la  position  du  centre  de  gravité  du  solide  ne 
dépend  absolument  que  de  la  forme  de  la  surface  qui  le  ter- 
mine de  toutes  parts  :  la  détermination  de  ce  centre  de  gra- 
vité n'est  plus  qu'une  question  de  géométrie. 

Il  existe  certaines  règles  au  moyen  desquelles  on  peut 
souvent  simplifier  beaucoup  la  recherche  du  centre  de  gra- 
vité d'un  solide  homogène  ;  nous  allons  les  faire  connaître. 

l"".  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  est  symétrique 
par  rapport  à  un  plan,  le  centre  de  gravité  est  situé  sur  ce 
plan  de  symétrie.  —  Pour  démontrer  cette  règle ,  imagi- 
nons que  nous  tracions  sur  le  plan  de  symétrie  P  un  sys- 
tème de  droites  parallèles  infiniment  voisines  les  unes  des 
autres,  puis  un  autre  système  de  droites  parallèles,  infini- 
ment voisines,  dirigées  à  angle  droit  par  rapport  aux  pre- 
mières ;  concevons  en  outre  que  nous  fassions  passer  par 
toutes  ces  droites  des  plans  pei*pendiculaires  au  plan  de  sy- 
métrie P  :  le  solide  se  trouvera  divisé  par  là  en  une  infinité 
de  prismes  droits  situés  de  part  et  d'autre  du  olan  P,  et  ayant 


288  LIVRE   III. — DYNAMIQUE.  DEUXIÈME   PARTIE. 

pour  bases  des  rectangles  infiniment  petits  placés  snr  ce 
plan.  Imaginons  enfin  qne  nous  coupions  tous  ceux  de  ces 
prismes  qui  sont  d*un  côté  du  plan  P,  par  une  série  de  plans 
parallèles  à  ce  plan  et  infiniment  rapprochés  les  uns  des 
antres  ;  puis  que  nous  en  fassions  autant  pour  les  prismes 
situés  de  Tautre  côté,  en  menant  une  autre  série  de  plans 
symétriques  des  précédents  par  rapport  au  pian  P.  En  opé- 
rant ainsi,  nous  aurons  décomposé  le  solide  en  éléments  qui 
sont  tous  symétriques,  deux  à  deux,  par  rapport  au  plan  P. 
Cela  étant  fait,  si  nous  considérons  deux  éléments  symé- 
triques Tun  de  l'autre,  ils  auront  même  volume,  et  par  suite 
même  poids,  en  admettant  que  le  solide  soit  soumis  à  Faction 
de  la  pesanteur  ;  la  résultante  de  ces  deux  poids  égaux  aura 
donc  son  point  d'application  au  milieu  de  la  droite  qni  joint 
les  deux  éléments,  c'est-à-dire  en  un  point  du  plan  de  sy- 
métrie P  ;  en  composant  ainsi,  deux  à  deux,  les  poids  des  élé- 
ments symétriques  dans  lesquels  le  solide  total  a  été  décom- 
posé, on  trouvera  une  série  de  résultantes  partielles  ayant 
toutes  leurs  points  d'application  sur  le  plan  P  ;  et  par  consé- 
quent le  point  d'application  de  la  résultante  de  toutes  ces 
résultantes  partielles,  c'est-à-dire  le  centre  de  gravité  du 
solide,  sera  également  situé  sur  ce  plan  P. 

2**.  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a  un  plan  dia- 
métral, le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  ce  plan  diamétral. 
—  Un  plan  diamétral  d'une  surface  est  un  plan  qui  passe 
par  les  milienx  de  toutes  les  coi*des  de  la  surface  qni  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée.  Il  ne  diffère  du  plan  de 
symétrie  qu'en  ce  que  les  cordes,  qu'il  divise  en  deux  par- 
ties égales,  lui  sont  obliques  au  lieu  de  lui  être  perpendi- 
culaires. Il  est  aisé  de  voir  dès  lors  que  la  démonstration 
de  cette  seconde  règle  se  fera  exactement  de  même  que  celle 
de  la  première.  Il  n'y  aura  qu'à  remplacer  les  prismes  droits, 
dans  lesquels  le  solide  avait  été  divisé  d'abord,  par  des  pris- 
mes obliques  ayant  leurs  arêtes  parallèles  aux  cordes  que  le 
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plan  diamétral  coupe  en  deux  panies  égales  ;  en  partageant 
ensuite  ces  prismes  obliques  en  éléments,  au  moyen  d'une 
série  de  plans  parallèles  au  plan  diamétral  et  symétriques 
deux  à  deux  par  rapport  à  ce  plan,  on  parviendra  de  même 
à  décomposer  le  solide  en  éléments  qui,  deux  à  deux,  auront 
même  volume  et  en  conséquence  même  poids,  et  seront  situés 
aux  extrémités  d'une  droite  ayant  son  milieu  sur  le  plan 
diamétral. 

•V  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a  un  axe  de  sy- 
métrie,  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  cet  axe.  —  Un  axe 
de  symétrie  d'une  surface  est  une  droite  telle  que  tous  les 
points  de  la  surface  sont  placés,  deux  à  deux,  symétriquement 
par  rapport  à  cette  droite.  Imaginons  qu'on  mène  par  Taxe  de 
symétrie  A,  et  tout  autour  de  lui ,  une  infinité  de  plans  corn* 
prenant  entre  eux  des  angles  dièdres  infiniment  petits ,  cha- 
cun de  ces  plans  s'étendant  de  part  et  d'autre  de  l'axe  A  ;  puis 
qu'on  mène  une  infinité  de  plans  perpendiculaires  à  cet 
axe  A,  et  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres;  enfin 
qu'on  décrive  autour  de  la  droite  A,  comme  axe  commun, 
une  infinité  de  surfaces  cylindriques  de  révolution  infini- 
ment voisines  les  uns  des  autres.  Le  corps  se  trouvera  ainsi 
décomposé  en  éléments,  qui  seront ,  deux  à  deux,  de  même 
poids  et  placés  symétriquement  par  rappoi'tà  l'axe  A  ;  la  ré- 
sultante des  poids  de  deux  éléments  symétriques  l'un  de 
l'autre  aura  donc  son  point  d'application  sur  cet  axe,  et,  par 
conséquent,  il  en  sera  de  même  de  la  résultante  générale 
des  poids  de  tous  les  éléments,  c'est-à-dire  du  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

4^  Toutes  les  fois  que  la  surface  du  corps  a  un  centre  de 
figure,  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  ce  centre  de  figure. 
—  Concevons  qu'autour  du  centre  de  figure  C  de  la  surface, 
comme  centre  commun ,  on  décrive  une  infinité  de  surfaces 
sphériques  infiniment  voisines  les  unes  des  autres;  puis 

qu'après  avoir  divisé  un  hémisphère  appartenant  :i  l'une  de 
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ces  surfaces  sphériques  en  éléments  îufinîmeut  petits ,  en  y 
traçant  par  exemple  une  infinité  de  méridiens  et  de  parallè- 
les, on  prenne  tous  ces  éléments  pour  bases  de  cônes,  ayant 
le  point  C  pour  sommet  commun  ;  et  qu'enfin  on  considère 
les  deux  nappes  opposées  de  chacun  de  ces  cônes.  Les  sur- 
faces de  ces  cônes  et  de  ces  sphères  décomposent  le  solide 
en  éléments,  qui  sont  deux  à  deux  de  même  poids  et  placés 
symétriquement  par  rapport  au  point  C.  La  résultante  des 
poids  de  deux  éléments  symétriques  a  donc  le  point  C  pour 
point  d'application,  et,  par  conséquent ,  le  centre  de  gravité 
du  solide  est  en  ce  point  C. 

Nous  ferons  incessamment  des  applications  de  ces  diverses 
règles. 

§  166.  Centre  de  gravité  d'aae  sarfaee.  —  Supposons 
qu'un  solide  s'étende  suivant  un  plan  ou  suivant  une  surface 
courbe  d'une  forme  quelconque,  et  qu'il  ne  présente  partout 
qu'une  épaisseur  extrêmement  petite ,  dans  le  sens  de  la 
normale  au  plan  ou  à  la  surface  ;  ou  pourra  faire  abstraction 
de  cette  épaisseur,  et  concevoir  que  toute  la  matière,  dont  le 
solide  est  formé ,  se  trouve  située  sur  la  surface  plane  ou 
courbe  dont  il  s'agit.  C'est  ainsi  qu'on  est  conduit  a  considé- 
rer une  surface  comme  étant  matérielle,  et,  par  conséquent, 
comme  ayant  un  centre  de  gravité. 

Si  la  matière  était  répartie  d'une  manière  quelconque  sur 
toute  l'étendue  de  la  surface,  il  faudrait  que  l'on  connût  la 
loi  de  cette  répartition,  pour  qu'on  pût  trouver  la  position 
de  son  centre  de  gravité.  Mais  on  suppose  habituellement 
que  la  surface  est  homogène ,  c'est-à-dire  que  tous  les  élé- 
ments de  même  étendue ,  dans  lesquels  on  peut  la  décom- 
poser, contiennent  la  même  masse  de  matière;  la  position 
du  centre  de  gravité  ne  dépend  plus  aloi's  que  de  la  forme  de 
la  surface,  et  sa  détermination  rentre  dans  ce  que  nous 
avons  dit  (§  165)  relativement  aux  solides  homogènes. 

S*il  s'agit  en  particulier  d\uw  snrfare  plane  limitée  à  un 
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contour  donné,  il  est  clair  que  le  centre  de  gravité  de  cette 
surface  sera  dans  son  plan  ;  en  sorte  que  ce  point  sera  entiè^ 
rement  connu,  dès  qu'on  aura  ses  deux  coordonnées  rap- 
portées à  des  axes  tracés  dans  ce  plan.  Soit  A  Taire  de  la 
surface;  on  aura 

l'intégrale  s'étendant  à  tous  les  éléments  situés  à  l'intérieur 
du  contour  donné.  Si  l'on  observe  que,  en  raison  de  l'homo- 
généité de  la  surface,  les  masses  des  divers  éléments  qui  la 
composent  sont  proportionnelles  à  leurs  aires,  on  aura,  pour 
déterminer  les  coordonnées  ^i,  yi  de  son  centre  de  gravité, 
les  formules 

JJxdxdy 
*'=-^ ' 

_ffydxdy 

•      A 

dans  lesquelles  les  intégrales  s'étendent  aux  mêmes  limites 
que  celle  qui  fournit  la  valeur  de  A.  On  pourra,  d'ailleurs, 
quand  l'occasion  s'en  présentera,  profiter  des  règles  qui  ont 
été  établies  (§  165)  pour  simplifier  la  recherche  du  centre 
de  gravité  d'un  solide  homogène  dans  certains  cas  :  on  re- 
connaît, en  effet,  sans  difficulté,  que  ces  règles  sont  appli- 
cables à  la  détermination  du  centre  de  gravité  d'une  surface 
plane  homogène. 

Lorsque  la  surface  dont  on  veut  trouver  le  centre  de  gra- 
vité, et  que  l'on  suppose  homogène,  n'a  pas  tous  ses  points 
situés  dans  un  même  plan,  on  rapporte  son  centre  de  gra- 
vité à  trois  axes;  et,  si  l'on  désigne  encore  par  A  l'aire  totale 
de  cette  surface,  aire  qui  a  pour  valeur 


=//vMiRir^*- 
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on  a  pour  déterminer  les  coordonnées  Xty  yi,  Zt  du  cenliT 
de  gravité 


Xi  = 


//'  vMSHir-^' 


yt  = :; 


" = Â 

Les  quantités  j~  y  j~  j  ^^^  entrent  dans  ces  formules ,  sont 

les  dérivées  partielles  de  z,  par  rapport  à  or  et  à  y,  déduites 
de  réquation  de  la  surface;  et  les  intégrales  doubles  s'é- 
tendent à  toute  la  partie  du  plan  des  xy^  sur  laquelle  la  sur- 
face se  projette.  Nous  devons  remarquer  ici  que,  pour  trouver 
le  centre  de  gravité  d'une  surface  homogène,  dont  tous  les 
points  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan,  on  ne  peut 
faire  usage  que  de  trois  des  quatre  règles  qui  ont  été  données 
pour  simplifier,  dans  certains  cas,  la  recherche  du  centre  de 
gravité  d'un  solide  homogène  (§  165);  la  seconde,  celle  qui 
se  rapporte  à  un  plan  diamétral,  doit  être  mise  de  côté  :  il 
est  aisé  de  voir,  en  effet,  que,  si  une  surface  a  un  plan  dia- 
métral, et  si  l'on  prend  les  deux  éléments  suivant  lesquels 
elle  est  coupée  par  un  prisme  ayant  pour  base  un  rectangle 
infiniment  petit,  tracé  sur  le  plan  diamétral,  et,  pour  arêtes, 
des  parallèles  aux  cordes  que  ce  plan  divise  en  deux  parties 
égales,  il  arrivera  généralement  que  ces  deux  éléments  de 
surface  n'auront  pas  des  aires  égales,  et,  par  conséquent, 
n'auront  pas  même  masse. 

§  167.  Centre  de  gravité  d^aiie  lls^e.  —  Des  consi- 
dérations analogues  à  celles  que  nous  avons  indiquées  dans 
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le  paragraphe  précédent,  ont  conduit  à  regarder  une  ligne, 
droite  ou  courbe,  comme  étant  matérielle,  et,  par  suite, 
comme  ayant  un  centre  de  gravité.  On  suppose  ordinaire- 
ment que  la  ligne  est  homogène,  c'est-à-dire  que  les  divers 
éléments  de  même  longueur,  dans  lesquels  on  peut  la  décom- 
poser, renferment  la  même  masse  de  matière.  Dans  ce  cas, 
les  règles  qui  ont  été  données  (§  165)  relativement  à  la  dé- 
termination du  centre  de  gravité  d'un  solide  homogène, 
peuvent  être  employées,  à  l'exception  de  la  seconde,  sur  la- 
quelle nous  pourrions  faire  une  observation  entièrement 
analogue  à  celle  que  nous  avons  di^à  faite  à  l'occasion  du 
centre  de  gravité  d'i^nô  surface  dont  tous  les  points  ne  sont 
pas  situés  dans  un  même  plan  (§  166). 

Si  la  ligne  dont  on  veut  trouver  le  centre  de  gravité  est 
rapportée  à  trois  axes  rectangulaires,  et  si  l'on  désigne 
par  S  la  longueur  totale  de  cette  ligne,  on  aura 


-iV'-(|)"-(Ê)"^. 

~  et  -j-  étant  les  dérivées  de  y  et  de  r,  par  rapport  à  .r, 
dx      as 

déduites  des  équations  de  la  ligne  dont  il  s'agit,  et  l'inté- 
grale s'étendant  à  toutes  les  parties  de  la  projection  de  cette 
ligne  sur  l'axe  des  x.  Les  masses  des  divers  éléments  de  la 
ligne,  supposée  homogène,  étant  proportionnelles  à  leurs 
longueurs,  on  trouvera  les  coordonnées  xt,  yty  zi  de  son 
centre  de  gravité,  au  moyen  des  formules 


Xi  z= 


/'V. -©■-(!)•- 


yi  = 


/W'-(fr-(ë)"^ 


3M  LIVRE   111.  ^DTNABIQUE.    DEUXIÈME   PARTIE. 


Zi  = 


f'sf^iïHÈy^ 


S 

dans  lesquelles  les  limites  des  intégrales  sont  les  mêmes  que 
dans  la  valeur  de  S. 

Si  la  ligne  dont  on  s*occupe  est  plane,  il  est  clair  que  son 
centre  de  gravité  est  situé  dans  son  plan.  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  j?i  ,  yi  du  centre  de  gravité,  rapportées  à  deux 
axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  de  la  ligne,  sont  dé^ 
terminées  par  les  deux  premières  des  formules  précédentes, 

dz 
en  y  supposant  -^  égal  à  zéro. 

§  168.    Exenplcs  élvers  ée  eettircs  àe  gravllé.  — - 

Ligne  droite.  —  Le  ceulre  de  gravité  d'une  ligne  droite,  de 
longueur  donnée,  est  évidemment  au  milieu  de  sa  longueur. 
Ligne  brigue.  •—  Pour  obtenir  le  centre  de  gravité  d'une 
ligne  brisée,  dont  les  côtés  sont  situés  ou  non  dans  un  même 
plan,  il  faut  imaginer  qu'on  applique  aux  milieux  de  ses 
divers  côtés  des  forces  parallèles,  dirigées  dans  le  même 
sens,  et  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés  :  le 
centre  de  ces  forces  pai*allèles ,  obtenu ,  soit  par  la  compo- 
sition successive  des  forces  (§  157),  soit  par  les  formules 
qui  déterminent  ses  coordonnées  (§  162),  sera  le  centre  de 
gravité  cherché. 

Contour  d'un  triangle.  —  Gon- 

A  sidérons,  en  particulier»  le  cas  d'une 

/   \  ligne  brisée  qui  forme  le  contour 

/        \  d'untriangleABC, /f^.  82.  Nousde- 

5%r" A  ^^"^  appliquer  aux  points  A',  B',  C, 

/    \  "--.,J^   \  milieux  de  BC,  AC,  AB,  des  forces 

/         \^  /        \       parallèles,  de  même  sens,  et  pro- 

L y-; \^    portionnelles  aux  longueurs  de  ces 

Fig.  82.  côtés.  Composons  les  deux  forces 

appliquées  en  A'  et  B',  et  soit  D  le  point  d'application  de 
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leur  résultante  ;  nous  n'aurons  plus  qu'à  composer  la  résul- 
tante partielle  ainsi  obtenue  avec  la  force  appliquée  en  C\ 
pour  avoir  la  résultante  définitive  dés  trois  forces  appliquées 
en  A',  B',  C  :  donc  le  centre  de  gravité  du  contour  du  trian- 
gle ABC  se  trouve  sur  la  ligne  CD.  Observons  maintenant 
que,  d'après  la  manière  dont  le  point  D  a  été  obtenu,  on  a  la 
proportion 

AD  _  A  C 
B'D~'BC' 

puisque  les  forces  appliquées  en  A'  et  B'  sont  proportion* 
nelles  aux  côtés  BC,  AC;  mais  la  ligne  AX',  qui  joint  les 
milieux  des  côtés  BC,  BA,  est  égale  à  la  moitié  de  AC,  et, 
de  même,  la  ligne  BX'  est  égale  à  la  moitié  de  BC,  de  sorte 
qu'on  a  aussi 

A  0  _  A  C^ 
B'D  ""  rc'  * 

donc  la  ligne  CD,  qui  contient  le  centre  de  gravité  du  con- 
tour du  triangle  ABC,  divise  l'angle  A'CB'  en  deux  parties 
égales.  On  verrait  de  même  que  ce  centre  de  gravité  se  trouve 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  B'AX',  et  aussi  sur  celle  de 
l'angle  A'BX'  :  on  peut  donc  dire  que  le  centre  de  gravité 
du  contour  d'un  triangle  est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans 
un  autre  triangle,  que  l'on  obtient  en  joignant  deux  à  deux 
les  milieux  des  côtés  du  premier  triangle. 

j^rc  de  cercle.  —  Un  arc  de  cercle  étant  symétrique  par 
rapport  au  rayon  qui  passe  par  son  milieu,  son  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  ce  rayon.  Pour  trouver  en  quel  point 
de  ce  rayon  il  est  placé,  rapportons  l'arc  de  cercle  à  des  axes 
coordonnés  reci  angulaires  tracés  dans  son  plan  et  passant 
par  le  centre  du  cercle  dont  il  fait  partie,  et  prenons  le  rayon 
dont  on  vient  de  parler,  pour  axe  des  x. 

Si  nous  désignons  par  /  la  longueur  de  l'arc  dont  il  s'agit, 
par  e  sa  corde,  par  a  la  distance  du  ceAtre  ^  cette  corde,  et 
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par  r  le  rayon  du  cercle,  nous  aurons  pour  Tabscisse  Xi  du 
centre  de  gravité  cherché 

xdx 


=  7/V.-{l)'-  =  î/;^ 


L'intégrale  doit  s'étendre  aux  projections  de  tous  les  élé- 
ments de  Tare ,  situés,  soit  au-dessus ,  soit  au-dessous  de 
Taxe  des  x  ;  nous  pouvons  ne  retendre  qu'aux  projections  de 
la  moitié  de  cet  arc  qui  est  située  au-dessus  de  Taxe  des  x, 
pourvu  que  nous  doublions  le  résultat  :  nous  aurons  donc 

§  169.  Para  Hologramme.  —  Un  parallélogramme  a  un 
centre  de  figure,  qui  est  le  point  de  rencontre  de  ses  diago- 
nales :  donc  son  centre  de  gravité  est  en  ce  point. 


k 

Triangle, — Le  centre 

/\^\^^ 

de  gravité  de  la  surface 

/     ^  ^NS. 

d'un  triangle  ABC,  fig. 

/          V'-"V\ 

83,  est  situé  sur  la  ligne 

\.         AD  qui  joint  le  sommet 

1                           u 

^  A  au  milieu  D  du  côté 

Fig.  85. 

BC.  En  effet,  si  l'on  mène 

par  cette  ligne  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du  triangle, 
on  a  un  plan  diamétral  correspondant  aux  cordes  parallèles 
à  BC;  ce  plan  contient  donc  le  centre  de  gravité,  et,  par 
conséquent,  son  intersection  AD  avec  le  plan  du  triangle  le 
contient  également.  On  verrait  de  même  que  le  centre  de 
gravité  du  triangle  se  trouve  sur  la  ligne  BE  qui  joint  le 
sommet  B  au  milieu  E  du  côté  opposé  AC;  donc  il  est  situé 
au  point  G,  où  se  coupent  les  deux  lignes  AD,  BE.  La 
ligne  DE,  qui  joint  les  milieux  des  côtés  AC,  BC,  est  paral- 
lèle à  AB;  les  deux  triangles  AGB,  EGI)  sont  donc  sem- 
blables ;  et,  comme  A  B  est  double  de  DE,  A  G  est  également 


CENTRES    DE   GRAVITÉ.  297 

double  de  GD  :  donc  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC 
est  sur  la  ligne  qui  joint  le  sommet  A  au  milieu  de  la  base  BC, 
et  au  tiers  de  cette  ligne  à  partir  de  la  base. 

On  peut  remarquer  que  le  centre  de  gravité  d*un  triangle 
est  le  même  que  celui  de  trois  points  matériels  de  même 
masse,  placés  aux  sommets  de  ce  triangle,  et  supposés  liés 
invariablement  entre  eux.  En  effet ,  si  nous  considérons  ces 
trois  points  matériels  placés  en  A,B,C,  fig,  83,  comme  sou- 
mis à  Faction  de  la  pesanteur,  les  poids  des  deux  points  B,  C 
se  composeront  en  une  force  double  de  chacun  d'eux  et  ap- 
pliquée au  point  D  milieu  de  la  droite  BC;  cette  force  se 
composent  à  son  tour  avec  le  poids  du  point  A,  et  il  en 
résultei'a  une  force  unique  appliquée  en  un  point  de  la 
ligne  A  D  tel  que  sa  distance  au  point  A  soit  double  de  sa 
distance  au  point  D  :  c*est  donc  en  G  que  sera  appliquée  cette 
résultante  définitive,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Au  lieu  de  trois  points  matériels  placés  eu  A,B,C^  on  peut 
supposer  qu'il  s'agisse  de  trois  corps  de  même  masse  et  de 
formes  quelconques,  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable, 
et  ayant  leurs  centres  de  gravité  respectifs  en  ces  points  ; 
le  c>entre  de  gravité  de  l'ensemble  de  ces  trois  corps  sera 
encore  le  même  que  celui  du  triangle  ABC. 

Polygone,  —  Un  polygone  peut  être  décomposé  en  trian- 
gles, au  moyen  de  diagonales,  partant  par  exemple  d'un  même 
sommet.  Si  Ton  regarde  les  centres  de  gravité  de  ces  trian- 
gles comme  les  points  d'application  d'autant  de  forces  pa- 
rallèles, dirigées  dans  le  même  sens,  et  proportionnelles  aux 
surfaces  de  ces  triangles,  on  n'aura  plus  qu'à  chercher  le 
centre  de  ces  forces  parallèles,  pour  avoir  le  centre  de  gra- 
vité du  polygone. 

Trapèze,  —  Le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  ABCD, 
fig,  84,  peut  s'obtenir  en  appliquant  ce  qui  vient  d'être  dit  pour 
un  polygone  quelconque.  Si  l'on  mène  la  diagonale  A  D,  on  dé- 
compose le  trapèze  en  deux  triangles  AD  B,  ACD;  le  centre 
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de  gravité  Gi  du  premier  triangle  est  situé  sur  la  ligne  DE, 


7i 
/  I 

'  ^»  »     #  •» 

I     ' 

•  / 

I  / 

> 


■  A  ■  B 

Fig.  821. 

menée  du  sommet  D  au  milieu  E  de  la  base  ÂB,  et  au  tiers 
de  cette  ligne  à  partir  du  point  E  \  le  centre  de  gravité  G2  do 
second  triangle  se  trouve  placé  de  la  mémo  manière,  sur  la 
ligne  qui  joint  le  point  A  au  milieu  F  du  côté  CD  :  le  point  G, 
qui  divise  la  ligne  Gi  G2  en  deux  parties  GGi,  GGi  inverse- 
ment proportionnelles  aux  surfaces  des  triangles  A  DB,  ACD , 
ou  bien  à  leurs  bases  AB,  CD,  est  le  centre  de  gravité  du 
trapèze.  La  détermination  de  ce  point  peut  être  simplifiée, 
en  remarquant  que  le  plan  mené  par  la  ligne  EF,  perpen- 
diculairement au  plan  du  trapèze,  est  un  plan  diamétral  coi^ 
respondant  aux  cordes  parallèles  à  AB  ou  à  CD  :  le  centre 
de  gravité  G  du  trapèze  se  trouve  donc  sur  la  ligne  £F,  et 
par  conséquent  il  sera  fourni  par  rinterseclion  de  cette 
ligne  £F  avec  la  ligne  Gi  Gi. 

Nous  pouvons  encore  chercher  les  distances  Xy  x'  du 
point  G  aux  deux  bases  A B,  CD  du  trapèze ,  en  appliquant 
le  théorème  des  moments  (§  158)  au  système  des  forces 
parallèles  qui  représentent  les  poids  des  deux  trian- 
gles ADB,  ACD,  et  qui  agissent  aux  points  Gi,G3.  Suppo- 
sons que  ces  forces  soient  dirigées  perpendiculairement  au 
plan  du  trapèze,  et  prenons  leurs  moments  successivement 
par  rapport  à  chacun  des  deux  plans  qu'on  peut  mener  pa- 
rallèlement à  leur  direction  par  les  côtés  AB,  CD.  Si  nous 
désignons  la  hauteur  du  trapèze  par  A;  si,  de  plus,  nous 
remplaçons  les  forces  appliquées  en  Gf,G7,  et  leur  rësul- 
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UDte,  par  les  lignes  A  B,  CD,  AB+CD,  qui  leur  soot  pro- 
portîoiineileSy  nous  aurons  les  deux  équations 

(AB-|-CD)a?=ÀB.  r+CD.  --, 

(AB-f-CO)a?=:AB,  li+CD.-\ 

o  3 

En  les  divisant  membre  à  membre,  on  en  déduit 

X  _  AB+2CD 
«'"".2AB+CD' 

Ce  résultat  montre  que  Ton  peut  trouver  le  centre  de  gra- 
vité du  trapèze  en  prolongeant  le  côté  B  A  d'une  quantité  A  H 
égale  à  CD,  puis  le  côté  CD  d'une  quantité  D  K  égale  à  AB, 
et  en  prenant  ensuite  le  point  de  rencontre  G  de  la  ligne  H  K 
avec  la  ligne  EF.  En  effet,  les  triangles  £GH,  FGK,  ainsi 
formés,  sont  semblables,  et  donnent 

ge_eh  _^ab+cd_ab+2cd 
gF^fk'~ab-4-;cd""2ab+cd  ' 

et  comme  les  distances  or,  x'  de  ce  point  G,  aux  côtés  A  B,  CD 
sont  proportion uelles  aux  lignes  G£,  G  F,  il  s'ensuit  que  ce 
point  G  est  bien  le  centre  de  gravité  cherché,  puisque  nous 
savions  d^à  qu'il  devait  être  situé  sur  la  ligne  E  F. 

j^  Quadrilatère.  —  Pour 

trouver  le  centre  de  gra- 
vité d'un  quadrilatère  quel- 
conque, ABCD,  fig,  85, 
on  le  décompose  en  deux 
triangles  au  moyen  de  la 
diagonale  A  C  ;  on  joint  les 
points  B,D,  au  milieu  E  de 
la  diagonale  ;  on  prend  les 
points  Gi,Gs  situés  sur  les  lignes  BE,DE,  et  au  tiers  de 
chacune  d'elles,  à  partir  du  point  £;  et,  enfin,  on  divise  la 


Fig.  85. 
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ligue  Gi  Gî  en  deux  parties  GG, ,  GGa  inversement  propor- 
tionnelles aux  surfaces  des  triangles  ABC,  ADC.  Si  Ton  ob- 
serve que  les  surfaces  de  ces  triangles  sont  entre  elles  comme 
les  distances  des  sommets  B,  D  à  la  diagonale  A  G,  et,  par 
conséquent,  comme  les  lignes  BH,DH;  et  que,  de  plus,  la 
ligne  G,  G2  est  parallèle  ù  BD,  on  verra  qu'il  suffit  de  pren- 
dre DK—B  H,  et  de  joindre  le  point  K  au  point  E,  pour  di- 
viser la  ligne  Gi  Gi  dans  le  rapport  voulu  :  en  sorte  que  le 
point  G,  situé  à  la  rencontre  de  la  ligne  Gi  Gi  avec  ia 
ligne  EK,  est  le  centre  de  gravité- du  quadrilatère. 

/j.  Secteur  et  segtnent  de  cercle.  — 

Pour  déterminer  le  centre  de  gravité 
l     du  secteur  circulaire  AOB, /y^r.  86, 
r   on  peut  concevoir  que  Tare  AB  soit 
r     partagé  en   une   infinité   d'éléments 
^  ""^^     égaux,  et  que  le  secteur  AOB  soit  dé- 
^'8-  *^  composé  en  secteurs  infiniment  petits 

correspondant  à  ces  divers  éléments  d'arcs.  Chacun  de  ces 
secteui*s  élémentaires  peut  être  regarde  comme  étant  un 
triangle,  et,  en  conséquence,  son  centre  de  gravité  se 
trouve  sur  Tare  de  cercle  CD,  décrit  du  point  O  comme 
centre  avec  un  rayon  OC  égal  aux^  de  OA;  le  centre  de 
gravité  G  du  secteur  AOB  sera  donc  le  point  d'application 
de  la  résultante  d'une  infinité  de  forces  parallèles  et  égales 
agissant  sur  des  points  régulièrement  distribués  le  long  de 
Tare  CD,  c'est-à-dire  qu'il  sera  le  même  que  le  centime  de 
gravité  de  l'arc  CD.  Si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  0 A,  par  /, 
la  longueur  de  l'arc  AB,  et  par  c,  la  corde  de  cet  arc,  on 
aura,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment  (§  168), 

le  point  G  est  d'ailleui's  situé  sur  la  ligne  OE  qui  divise 
l'angle  A  0  B  en  deux  parties  égales. 
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Le  secteur  AOB  est  égal  à  la  somme  du  triangle  AOB  et 
du  segment  xVEB.  Les  surfaces  du  secteur,  du  triangle,  et  du 
segment  ont  respectivement  pour  valeurs 

en  désignant  par  a  la  distance  0  F  ;  les  centres  de  gravité  de 
ces  trois  surfaces. sont  tous  situés  sur  la  ligne  OE,  et  les  dis- 
tances des  deux  premiers  au  point  0  sont 

rc 

en  sorte  que,  si  Ton  désigne  par  x  la  distance  du  point  0  au 
centre  de  gravité  du  segment  ÂEB,  on  aura  d*après  le  théo- 
rème des  moments  (§  158) 

rc 
i  ri.  ]  -j  z=i  ^^  ac.  ^  a  ^  '-  {ri  —  oc),  x. 

Un  en  tire 


,  (r^'^a^)  c  c 


s 


^     ri — ac         6  {ri  —  ac)  * 

ce  qui  fait  connaître  la  position  du  centre  de  gravité  du 
segment  AEB. 

Zonesphérique.  —  Le  centre  de  gravité  d'une  zone  sphé- 
i-iqne  à  deux  bases  est  situé  sur  le  diamètre  de  la  sphère 
qui  passe  par  les  centres  de  ces  deux  bases  ;  car  ce  diamètre 
est  un  axe  de  symétrie  de  la  zone.  Pour  trouver  la  position 
que  le  centre  de  gravité  occupe  sur  ce  diamètre,  imaginons 
que  Ton  ait  divisé  la  hauteur  de  la  zone  en  une  infinité  de 
parties  égales,  et  que,  par  les  points  de  division,  on  ait 
mené  des  plans  parallèles  aux  plans  des  deux  bases;  la  zone 
se  trouvera  ainsi  partagée  en  une  infinité  de  zones  ayant 
foules  one  même  hauteur  infiniment  petite,  et,  par  consé- 
quent, une  même  surface  :  on  trouvera  donc  le  centre  de 
gravité  de  la  zone  totale,  en  cherchant  le  point  d'application 
de  la  rosullante  d'une  infinité  de  forces  parallèles  et  égales, 
régulièrement  réparties  le  long  de  la  droite  qui  joint  les 
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centres  de  ces  deux  bases,  c'est-à-dire  qu'il  est  situé  préci- 
sément au  milieu  de  cette  droite. 

§  170.  Parallélipipède,  —  Le  centre  de  gravité  d'un  pa- 
rallélipipède  se  trouve  au  point  de  rencontre  de  ses  diago- 
nales, point  qui  est  un  centre  de  figure  pour  la  surface  de 
ce  corps. 

A M p  Prisme.  —  Le   plan 

/î\  /  \  /\  ^"'  passe  par  les  mî- 

/  jf^L.../L \.^ /.._A        lieux  M,N,P  des  arêtes 

^^^;^^J^^  '\^    A  D,BE,CF  d'un  prisme 

c  f  î    triangulaire,  fig.  87,  est 

F*s»  •''•  un  plan  diamétral  cor- 

respondant aux  cordes  parallèles  à  ces  arêtes  $  et,  par  con- 
séquent, il  renfenne  le  centre  de  gravité  de  ce  prisme.  Le 
plan  mené  par  AD  et  par  le  milieu  Q  de  l'arête  BC  est  éga- 
lement un  plan  diamétral  correspondant  aux  cordes  paral- 
lèles à  BC,  et  il  en  est  de  même  du  plan  mené  par  B£  et 
par  le  milieu  R  de  l'arête  AC  :  donc  le  centre  de  gravité  du 
prisme  se  trouve  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans,  c'est- 
à-dire  sur  la  parallèle  à  l'arête  A  D  menée  par  le  centre  de 
gravité  Gi  du  triangle  ABC.  Ainsi,  c'est  à  l'intersection  de 
cette  dernière  ligne  avec  le  plan  M  N  P,  qu'est  situé  le  centre 
de  gravité  G  du  prisme  triangulaire  ABCDEF.  Il  est  clair, 
d'après  cela,  qu'on  peut  dire  que  le  centre  de  gravité  d'un 
prisme  triangulaire  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravité  de  ses  deux  bases,  ou  bien  encore  qu'il 
coïncide  avec  celui  du  triangle  suivant  lequel  le  prisme  est 
coupé  par  un  plan  mené  parallèlement  aux  deux  bases,  et  à 
égale  distance  de  chacune  d'elles. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'un  prisme  quelconque 
à  bases  parallèles,  on  peut  le  décomposer  en  prismes  trian- 
gulaires, au  moyen  de  divei*s  plans  menés  par  une  de  ses 
arêtes  latérales.  Un  plan  mené  par  les  milieux  de  toutes  les 
arêtes  latérales  coupera  les  divers  prismes  triangulaires 


CENTRES   DE  GRAVITÉ.  803 

ainsi  obtenus,  suivant  des  triangles  dont  les  centres  de  gra- 
vité seront  en  même  temps  ceux  de  ces  prismes;  et  les  sur- 
faces de  ces  triangles  seront,  en  outre,  proportionnelles  aux 
volumes  des  mêmes  prismes  :  il  est  aisé  de  conclure  de  Jà 
que  le  centre  de  gravité  du  prisme  total  coïncide  avec  celui 
du  polygone,  suivant  lequel  il  est  rencontré  par  ce  pian 
sécant,  et  que,  par  conséquent,  ce  centre  de  gravité  se  trouve 
au  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des 
deux  bases  du  prisme. 

Pyramide.  —  Soit 
ABCD,/ï^.  88,  une  pyra- 
mide triangulaire.Le  plan 
mené  par  AB  et  par  le 
milieu  £  de  CD,  est  un 
plan  diamétral  correspon- 
dant aux  cordes  parallèles 
à  CD  ;  le  centre  de  gravité 
de  la  pyramide  se  trouve 
donc  dans  ce  plan,  et, 
comme  il  doit  être  par  la 
même,  raison  dans  le  plan 
mené  par  AD  et  par  le 
Hg.88.  milieu  K  de  BC,  il  s'en- 

suit qu'il  est  situé  sur  la  ligne  AGi  qui  joint  le  sommet  A  au 
centre  de  gravité  Gi  de  la  face  opposée  BCD.  On  verra  de 
même  que  la  ligne  menée  du  point  B  au  centre  de  gravité  G^ 
de  la  face  AC  D  renferme  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  ; 
en  sorte  que  ce  point  n'est  autre  chose  que  Tintersection  G 
des  deux  lignes  AGi,BG'i.  D'après  les  positions  que  les 
points  G I ,  G'2  occupent  sur  les  côtés  E  B,  E  A  du  triangle  A  B  E, 
on  voit  que  Gi  G^  est  parallèle  à  A  B  et  égal  au  tiers  de  cette 
ligne;  donc  les  triangles  AGB, GG1G2  sont  semblables, 
et  GGi  est  le  tiers  de  AG;  donc  enfin  GGi  est  le  quart 
deAGi. 
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Il  est  aisé  de  reconnaître  que  le  centre  de  gravité  G  de  la 
pyramide  triangulaire  ABCD,  coïncide  avec  le  centre  de 
gravité  du  triangle  suivant  lequel  cette  pyramide  est  coupée 
par  un  plan  mené  parallèlement  à  la  base  BCD,  et  à  une 
distance  de  cette  base  égale  au  quart  de  la  hauteur. 

Si  Ton  mèue  un  plan  par  C  D  et  par  le  milieu  H  de  A  B,  il 
contiendra  le  point  G  ;  ce  point  G  sera  donc  situé  sur  Tin- 
tersection  du  plan  ABE  avec  le  plan  CD  H,  c^est-à-dire 
sur  la  ligne  EH  qui  joint  les  milieux  des  deux  arêtes  op- 
posées CD,  A  B.  De  même,  la  ligne  KL  qui  joint  les  milieux 
des  arêtes  opposées  BC,  AD,  passera  par  G.  Mais  les 
lignes  H  K  et  L  E  sont  toutes  deux  parallèles  à  A  C  et  égales 
à  la  moitié  de  cette  dernière  ligne;  donc  HyK,L,E  sont 
les  sommets  d'un  parallélogramme,  et,  par  suite,  les  li- 
gnes EH,  KL  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales  : 
donc,  enfin,  le  centre  de  gravité  d*une  pyramide  triangu- 
laire est  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  les  milieux  de  deux 
arêtes  opposées. 

Quatre  corps  de  même  masse  étant  liés  les  uus  aux  autres, 
de  manière  que  leurs  centres  de  gravité  respectifs  coïncident 
avec  les  sommets  A,  B,C,D,  d'une  pyramide  triangulaire,  le 
centre  de  gravité  de  l'ensemble  de  ces  quatre  corps  est  le 
même  que  celui  de  la  pyramide.  En  effet,  les  poids  égaux 
des  deux  corps  placés  en  A  et  B  se  composent  en  une  fora* 
double  de  chacun  d'eux  et  appliquée  en  H  ;  les  poids  égaux 
des  autres  corps,  placés  en  C  et  D,  se  composent  aussi  en 
une  force  double  de  chacun  d'eux  et  appliquée  en  E  ;  enfin, 
ces  deux  résultantes  partielles,  qui  sont  égales,  auront  une 
résultante  appliquée  au  point  G,  milieu  de  la  ligne  EH. 

Pour  trouver  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  à  base 
quelconque,  concevons  qu'on  l'ait  décomposée  en  pyramides 
triangulaires,  au  moyen  de  plans  menés  par  son  sommet  et 
par  diverses  diagonales  du  polygone  qui  foi*me  sa  base,  et 
qu'on  ait  ensuite  coupé  toutes  ces  pyramides  par  un  plan 
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parallèle  au  plan  de  la  base,  et  distant  de  ce  plan  d'une 
quantité  égale  au  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide.  Les 
centres  de  gravité  des  diverses  pyramides  triangulaires  ainsi 
obtenues  sont  les  mêmes  que  ceux  des  triangles  suivant  les- 
quels elles  sont  rencontrées  par  ce  plan  sécant,  et  leurs  vo- 
lumes sont  proportionnels  aux  surfaces  de  ces  mêmes  trian- 
gles; on  en  conclura  facilement  que  le  centre  de  gravité  de 
la  pyramide  totale  est  précisément  le  même  que  le  centre  de 
gravité  du  polygone  suivant  lequel  elle  est  rencontrée  par  le 
plan  sécant.  On  peut  dire,  d'après  cela,  que  le  centre  de 
gravité  d'une  pyramide  à  base  quelconque  se  trouve  sur  la 
ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gravité  de  sa  base, 
et  au  quart  de  cette  ligne,  à  partir  de  la  base. 

Cylindre.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  cylindre  quelcon- 
que, à  bases  parallèles,  se  trouve  au  milieu  de  la  ligne  qui 
joint  les  centres  de  gravité  de  ses  deux  bases;  car  un  cylindre 
peut  être  regardé  comme  étant  un  prisme  dont  la  base  est 
un  polygone  infinitésimal. 

Cane.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  cône  quelconque  se 
trouve  sur  la  ligne  qui  joint  son  sommet  au  centre  de  gra- 
vité de  sa  base ,  et  au  quart  de  cette  ligne ,  à  partir  de  la 
base  ;  car  un  cène  peut  être  assimilé  à  une  pyramide  ayant 
pour  base  un  polygone  infinitésimal. 

Secteur  et  segment  sphériqties.  —  Un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  fait  pour  le  secteur  circulaire,  montre 
que  le  centre  de  gravité  d'un  secteur  sphérique  est  le  même 
que  celui  de  la  zone  sphérique  à  une  base  que  l'on  obtien- 
drait en  réduisant  tous  les  rayons  du  secteur  sphéiique 
aux  \  de  leur  longueur.  On  voit,  par  là,  que  ce  centre  de 
gravité  est  situé  sur  l'axe  du  secteur,  et  à  une  distance  du 
centre  de  la  sphère  égale  à 

r  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  h  la  hauteur  de  la  zone  qui 
sert  de  base  au  secteur. 

20 
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Un  secteur  sphérique  peut  être  décomposé  en  un  cône  de 
révolution,  et  un  segment  à  une  base.  Les  volumes  du  sec- 
teurf  du  cône,  et  du  segment,  sont  respectivement 

|7rr»A,        i7rA(f— A)  (2r— A) ,        -jTrAMSr— A); 

les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  centres  de  gravite 
du  secteur  et  du  cône ,  sont  d'ailleurs  égales  à 

donc,  si  Ton  désigne  par  x  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  centre  de  gravité  du  segment,  et  qu'on  applique  le  théo^ 
rème  des  motnents  (§  168),  on  aura  Téquation 

îirHA.  U  r-- i  A)==:  i  7rA(r-.A)  (2r~A). -î  (rWO-4- ;  irA«(3r*-A).  a?  : 

on  en  déduit 

^,,(2r~A)' 
^-^*     3r-A     • 

^  171.  V'hèorcme  de  GuldiD.  —  L^aire  de  la  surface 
engendrée  par  un  arc  de  courbe  plane,  tournant  autour 
d'une  droite  située  dans  son  plan,  est  égale  au  produit  de 
la  longueur  de  cet  arc  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravité  j  le  volume  du  solide  engendré  par  une 
aire  plane,  tournatit  autour  d'une  droite  située  dans  son 
plan ,  est  égal  au  produit  de  cette  aire  par  la  circonférence 
que  décrit  son  centre  de  gravité  ;  c'est  dans  ces  deux  propo- 
sitions que  consiste  le  théorème  de  Guldin. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  ce  théorème,  sup- 
posons que  la  courbe  mobile  soit  rapportée  à  deux  axes  rec- 
tangulaires tracés  dans  son  plan,  et  que  l'un  de  ces  axes. 
Taxe  des  x,  coïncide  avec  la  droite  autour  de  laquelle  on  la 
fait  tourner.  Chaque  clément  ds  de  la  courbe,  en  tournant 
autour  de  l'axe  des  a?,  décrit  la  surface  latérale  d'un  ti'oiic  de 
cône,  dont  l'aire  a  pour  valeur  ^nydg;  l'aire  totale  de  la 
surface,  décrite  par  la  courbe  mobile,  sera  donc  égale  à 

pTiyds, 
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Fintégrale  s'ëtendant  dans  toute  la  longoenr  de  l'arc  de 
courbe  qne  Ton  considère.  Mais  on  a^  d'après  le  théorème 
des  moments^ 

en  désignant  par  S  la  longueur  de  la  courbe  mobile ,  et 
par  yt  l'ordonnée  de  son  centre  de  gravité  :  Taire  de  la  sur- 
face engendrée  par  cette  courbe  sera  donc  exprimée  par 

2îryiS, 

conformément  à  l'énoncé. 

La  seconde  partie  du  théorème  se  démontre  d'une  manière 
analogue.  Le  rectangle  infinitésimal  dont  les  côtés  y  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés,  sont  égaux  à  d^y  dy^  décrit  en 
tournant  un  cylindre  creux,  dont  le  volume  a  pour  va- 
leur "litydxdy^  le  volume  total  du  solide  engendré  par 
l'aire  mobile  sera  donc  égal  à 

fpTtydxdy, 

l'intégrale  s'étendant  à  tous  les  éléments  qui  composent  cette 
aire.  Mais,  si  Ton  désigne  l'aire  mobile  par  A,  et  l'ordonnée 
de  son  centre  de  gravité  par  yi,  on  a,  d'après  le  théorème 
des  moments, 

ffydxdy^ytk: 

en  vertu  de  cette  relation,  Texpressidn  du  volume  décrit  par 
la  rotation  de  Taire  Â,  deviendra 

27ryi  A , 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  indiqué  par  le  théorème 
dont  il  s'agit. 

On  peut  généraliser  le  théorème  de  Guldin,  en  observant 
que,  si  la  courbe  ou  Taire  mobile  ne  fait  pas  un  tour  entier 
autour  de  son  axe  de  rotation,  on  obtiendra  toujours  Taire 
ou  le  volume  engendré,  en  multipliant  la  longueur  ou  Taire 
de  la  figure  génératrice  par  la  portion  de  circonférence  dé- 
20. 
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crite  par  son  centre  de  gravité,  quelle  que  soit  cette  portion 
de  circonférence,  finie  ou  infiniment  petite.  On  en  conclut 
sans  peine  que,  si  une  figure  plane  (courbe  ou  aire)  est 
animée  d'un  mouvement  tel,  qu'à  chaque  instant  elle  tourne 
autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  ou,  en  d'autres 
termes,  si  le  plan  de  cette  figure  mobile  roule  sans  glisser 
sur  une  surface  développable  quelconque,  l'aire  ou  le  vo- 
lume que  cette  figure  décrit  en  se  mouvant  ainsi ,  s'obtient 
en  multipliant  la  longueur  ou  l'aire  de  la  figure  mobile  par 
le  chemin  total  parcouru  par  son  centre  de  gravité. 

Il  est  bon  d'observer  que,  si  la  figure  mobile  n'était  pas 
située  tout  entière  d'un  même  côté  de  l'axe  autour  duquel 
elle  tourne  d'une  quantité  finie  ou  infiniment  petite,  le  théo- 
rème de  Guldin  fournirait  la  différence  et  non  la  somme  des 
aires  ou  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  dans 
lesquelles  cette  figure  est  partagée  par  l'axe  de  rotation  ; 
c'est  ce  que  l'on  reconnaîtra  sans  peine,  en  remarquant  que 
les  éléments  de  ces  aires  ou  de  ces  volumes  entrent  avec  des 
signes  différents  dans  les  expressions  que  nous  avons  consi- 
dérées précédemment,  suivant  qu'ils  proviennent  d'éléments 
de  la  figure  mobile  situés  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  l'axe  de 
rotation. 

Le  théorème  de  Guldin  peut  servir,  dans  certains  cas,  à 
trouver  le  centre  de  gravité  d'une  figure  plane  ;  nous  allons 
en  voir  un  exemple.  Si  Ton  fait  tourner  un  arc  de  cercle  au- 
tour d'un  diamètre  du  même  cercle,  mené  parallèlement  à  sa 
corde ,  il  engendre  une  zone  sphérique  à  deux  bases,  qui  a 
pour  surface 

en  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle,  et  par  c  la  corde  de 
l'arc  mobile;  d'après  le  théorème  de  Guldin,  si  Ton  divise 
celte  surface  par  la  longueur  /  de  l'arc  qui  l'a  décrite,  on 
aura  pour  quoiieiil  la  circonférence  parcourue  par  le  centre 
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de  gravité  de  cet  arc  :  on  eu  conclut  que  la  distance  de  ce 
centre  de  gravité  au  centre  du  cercle  est  égale  à 

rc 

ainsi  qu'on  Ta  déjà  trouvé  précédemment  (§  168). 

§  172.  ExtensloD  de  la  notion  du  centre  de  gravité 
au  cas  d'un  système  matériel  quelconque.  —  Quel  que 
soit  le  système  matériel  dont  on  s'occupe,  que  ses  diverses 
parties  soient  en  repos  ou.bien  en  mouvement  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  si  Ton  prend  ce  système  tel  qu'il  existe,  à 
un  instant  quelconque,  et  si  l'on  imagine  qu'il  devienne  inva- 
riable de  forme,  on  pourra  lui  appliquer  ce  qui  a  été  dit 
précédemment;  le  système,  ainsi  transformé  en  un  solide 
invariable,  aura  un  centre  de  gravité  qu'on  pourra  déter- 
miner par  les  moyens  indiqués  :  ce  point  est  ce  qu'on  nomme 
le  centre  de  gravité  du  système  matériel  à  l'instant  considéré. 
Il  est  clair  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  dire  que  le  centre  de  gra- 
vité, ainsi  défini,  est  le  point  d'application  de  la  résultante 
des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  parties  dont  le 
système  matériel  se  compose  ;  car  il  n'est  pas  possible  de 
composer  entre  elles  des  forces  qui  agissent  ainsi  sur  des 
corps  différents,  isolés,  et  pouvant  se  mouvoir  indépendam- 
ment les  uns  des  autres.  Ce  centre  de  gravité  ne  peut  avoir 
pour  nous,  jusqu'à  présent,  aucune  signification  ;  mais  nous 
verrons  bientôt  que  sa  considération  est  très-utile  dans  di*- 
verses  circonstances. 

§  HZ,  Travail  de  la  pesanteur^  dans  le  mouvement 
d'un  système  matériel  quelconque.  —  La  considération 
du  centre  de  gravité  permet  de  simplifier  beaucoup  l'expres- 
sion du  travail  dû  aux  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses 
parties  d'un  système  matériel  en  mouvement.  Soient  p  le 
poids  d'une  molécule  quelconque  du  système ,  z  la  distance 
de  cette  molécule  à  un  plan  horizontal  supérieur,  au  com- 
mencement du  temps  pendant  lequel  on  veut  évaluer  le  tra- 
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vail,  et  z'  ce  que  devient  cette  distance  à  la  fin  du  temps 
dont  il  s'agit;  soient  de  même  P  le  poids  total  du  système, 
et  Z,  11  les  distances  de  son  centre  de  gravité  (§  172)  au 
plan  horizontal  dont  il  vient  d'être  question,  aux  mêmes 
instants.  On  aura  (§  16A) 

et  aussi 

2p:5'=PZ': 

en  retrancbapt  ces  deux  équations  l'une  de  rautre,  on  trouve 

2p(^'-«);ï=P(Z'— Z). 

Qfpiz* — x)  est  évidemment  le  travail  du  poids  p  pendant 
le  temps  que  l'on  considère  (§118);  et,  par  conséquent, 
Z/>(^' — ^^)  6s(  1^  somme  des  travaux  dus  à  l'action  de  la 
pesanteur  sur  les  diverses  parties  du  système  matériel  pendant 
ce  temps  :  cette  somme  de  travaux,  que  l'on  nomme  simple- 
ment le  travail  de  la  pesanteur  sur  le  système,  pendant  le 
temps  dont  il  s'agit,  est  donc  égaie  au  travail  que  développe- 
rait, pendant  ce  temps,  une  force  égale  au  poids  total  P  du 
système,  appliquée  à  son  centre  de  gravité.  On  peut  énoncer 
ce  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir,  en  disant  que  le 
travail  de  la  pesanteur,  sur  un  système  matériel  quelconque 
en  mouvement,  est  le  même  que  si  toute  la  matière  dont  le 
système  se  compose  était  concentrée  à  son  centre  de  gravité. 


CHAPITRE  III. 


ÉQUILIBRA  d'un  Suicide  invariable. 


S  17/1.  CondilUn  d'équilibre  d'un  ««Ude  Invariable, 

— -  Nous  avons  vu  (§  159)  qu'un  système  quelconque  de 
forces  Ff  F',  F'', . . . . ,  appliquées  à  un  solide  invariable  en 
équilibre,  peut  toujours  être  remplacé  par  deux  forces  Ri ,  Rs, 
dont  Fune  agit  sur  un  point  choisi  à  volonté.  Pour  que  ie 
solide  soit  en  équilibre  sous  Taction  des  seules  forces 
F,  t'y  F'f . . . . ,  il  faut  que  l'équilibre  existe  également,  lors- 
que ces  forces  sont  remplacées  par  les  deux  forces  Ri ,  R2  qui 
peuvent  en  tenir  lieu.  Or,  si  nous  considérons  le  solide  en 
équilibre  sous  Faction  de  ces  deux  dernières  forces,  il  est 
clair  que  nous  ne  troublerons  pas  Féquilibre  en  supposant 
que  Fun  des  points  du  solide ,  situé  sur  la  direction  de  la 
force  Ri,  est  fixe  dans  Fespace,  et  que  ie  solide  ne  peut  que 
tourner  autour  de  ce  point 5  mais  alors  la  force  Ri,  qu'on 
peut  supposer  appliquée  à  ce  point  fixe  pris  sur  sa  direction, 
n'est  capable  de  produire  aucun  effet,  en  raison  de  la  fixité 
absolue  du  point  sur  lequel  elle  agit,  et  peut,  en  consé^ 
quence,  être  supprimée  sans  que  Féquilibre  cesse  d'exister  : 
donc  la  direction  de  la  force  R2,  qui  reste  seule,  doit  passer 
par  le  point  qu'on  a  rendu  fixe,  sans  quoi  cette  force  R^  ten- 
drait évidemment  à  faire  tourner  le  solide  dans  un  certain 
sens  autour  de  ce  point ,  et  le  solide  ne  serait  pas  en  équi- 
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libre.  On  voit  par  là  que  la  direction  de  la  force  R2  doit 
passer  par  un  quelconque  des  points  pris  sur  la  direction  de 
la  force  Ri,  c'est-à-dire  que  ces  deux  forces  doivent  être  diri- 
gées suivant  la  même  ligne  droite.  Dès  lors,  ces  deux  forces 
Ri,  R2  ont  une  résultante  égale  à  leur  somme  ou  à  leur  dif- 
férence, suivant  qu'elles  agissent  dans  le  même  sens  ou  dans 
des  sens  opposés.  Cette  résultante  devant  évidemment  être 
nulle,  pour  que  le  solide  soit  en  équilibre,  il  s'ensuit  que  les 
deux  forces  Ri,  R2  doivent  être  égales  et  de  sens  contraires. 
Ainsi,  pour  qu'un  solide  invariable  soit  en  équilibre  sous 
l'action  d'un  système  quelconque  de  forces  F,  F',  F", . . . . ,  il 
est  nécessaire  que  les  deux  forces  Rt,R2  par  lesquelles  on 
peut  les  remplacer,  soient  égales  et  directement  opposées. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  condition  est  suffisante  pour 
que  le  solide  soit  en  équilibre.  Eu  effet,  les  deux  forces 
Ri,  R^z,  par  lesquelles  on  a  remplacé  toutes  les  forces  don- 
nées F,  F',  F", . . . ,  étant  égales  et  directement  opposées ,  il 
est  clair  que  le  solide,  soumis  à  ces  deux  forces  seulement, 
sera  en  équilibre;  donc  l'équilibre  subsistera  encore  lors- 
qu'on reviendra  de  ces  deux  forces  au  système  des  forces 
F,  F',  F", . . . ,  en  effectuant  des  opérations  inverses  de  celles 
qu'on  avait  dû  faire  pour  passer  du  système  des  forces 
F,  F',  F", ....  aux  deux  forces  Ri ,  R^. 

§  175.  Liemme  relatif  aax  travaux  de  deax  foreeit 
égales  et  dlreetement  opposées,  agissant  sar  deax 
points  différents.  —  Avant  de  rechercher  les  équations 
par  lesquelles  on  peut  exprimer  la  condition  d'équilibre  à 
laquelle  nous  venons  de  parvenir,  nous  allons  établir  une 
proposition  qui  nous  servira  plusieui's  fois  dans  la  suite, 
et  dont  nous  avons  besoin,  en  particulier,  dans  la  question 
qui  nous  occupe. 

Soient  A  et  B,  fig,  89,  deux  points  sur  lesquels  agissent 
deux  forces  égales  F,  dirigées  suivant  la  droite  A  B,  et  en 
sens  contraire  l'une  de  l'autre.  Si  ces  points,  en  se  dépla- 
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çant   simultanément.,   parcourent  les  chemins  infiniment 

petits  A  A',  BB',  chacune  des 

,         K  ~7\         deux  forces  dont  il  s'agit  dé- 

_.    „       '      '     veloppera  un   certain   travail 

(§  117)  :  nous  allons  chercher 
la  somme  de  ces  deux  travaux.  Soient  a,  &,  les  projections 
des  points  A'  et  B'  sur  la  droite  A  B.  Le  travail  de  la  force 
appliquée  en  B  a  pour  valeur  FxBi6;  celui  de  la  force  ap- 
pliquée en  A  a  pour  valeur  —  Fx  Aa  :  leur  somme  est  donc 
égale  à 

FX(B*— Aa), 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

Fx(a6  — AB). 

Désignons  par  r  la  distance  primitive  A  B  des  points  d'appli- 
cation des  deux  forces,  par  r+  cfr la  distance  A'B'  de  ces 
deux  points  après  leur  déplacement,  et  par  a  Tangle  infini- 
ment petit  que  A'B'  fait  avec  AB.  Nous  aurons 

a6=(r+rfr)cosa  ; 

et  par  suite  la  somme  des  travaux  des  deux  forces  deviendra 

Fx  [(r-l-rfr)cosa  —  rj, 

quantité  qui  se  réduit  à 

F.rfr, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  d*uu  ordi*e  supérieur  au 
premier. 

Ainsi  la  somme  des  travaux  développés  par  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  agissant  sur  deux  points 
différents,  pendant  que  ces  deux  points  se  déplacent  Tun  et 
Tautre  de  quantités  infiniment  petites,  s'obtient  en  multi- 
pliant Tune  des  deux  forces  par  l'accroissement  infiniment 
petit  de  la  distance  de  leurs  points  d'application.  Il  est  clair 
que,  pour  que  cette  somme  des  travaux  des  deux  forces 
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appliquées  aux  points  Â  et  B  ait  le  signe  qu'elle  doit  avoir, 
on  devra  regarder  la  force  F  qui  entre  dans  son  expression 
comme  négative^  si  les  deux  forces  dont  il  s'agit  tendent  à 
rapprocher  leurs  points  d'application  l'un  de  l'autre,  au  lieu 
de  tendre  à  les  éloigner,  comme  on  l'avait  supposé  sur  la 
fig.  89. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  distance  des  deux  points  A  et  B 
ne  change  pas,  dans  le  mouvement  dont  ils  sont  animés 
simultanément,  on  a  dr^Oy  et,  par  conséquent,  la 
somme  des  travaux  des  deux  forces  appliquées  à  ces  points 
est  nulle;  en  d'autres  termes,  les  travaux  de  ces  deux 
forces  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

§  176.  Théorème  du  travail  virtaei,  pour  le  eas 
d'un  liollde  Invariable.  — Nous  avons  dit  (§  174)  que 
la  condition  nécessaire  et  sufiisaute  pour  qu'un  solide  inva* 
riable  soit  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système  quelconque 
de  forces  F,F',  F",  — ,  c'est  que  les  deux  forces Rt,  Ra,  par 
lesquelles  on  peut  toujours  remplacer  ce  système  de  forces, 
soient  égales  et  directement  opposées.  Nous  allons  voir 
comment  cette  condition  peut  s'exprimer,  sans  qu'on  ait  be- 
soin de  chercher  les  deux  forces  Rj,  R^. 

Si  les  deux  forces  Ri,  Ra,  que  l'on  peut  toujours  supposer 
appliquées  à  deux  points  différents  A,B  du  solide,  sont 
égales  et  directement  opposées  l'une  à  l'autre,  la  somme  des 
travaux  de  ces  deux  forces  sera  nulle  pour  tout  déplacement 
infiniment  petit  attribué  au  solide  sur  lequel  elles  agissent, 
puisque,  dans  ce  mouvement  du  solide,  les  points  d'appli* 
cation  A,B  de  ces  deux  forces  resteront  à  une  môme  distance 
l'un  de  l'autre  (§  175).  Il  est  aisé  de  voir  d'ailleurs  que, 
réciproquement,  si  la  somme  des  travaux  des  deux  forces 
Ri  ,  Ra  est  nulle,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attri- 
bué au  solide  auquel  elles  sont  appliquées,  ces  deux  forces 
•ont  nécessairement  égales  et  directement  opposées.  En 
efièt,  si  l'on  déplace  le  solide  de  manière  que  le  point  A  reste 
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immobîley  le  Iravail  de  la  force  Ri  appliquée  à  ce  point  sera 
nul  de  lui-même  ;  le  travail  de  la  force  Ra  sera  donc  aussi 
nul,  puisque  la  somme  de  ces  deux  travaux  est  nulle  par 
hypothèse  :  donc  la  force  R3  est  dirigée  perpendiculairement  ' 
au  cbemio  élémentaire  que  son  point  d'application  B  par-*- 
court,  lorsque  le  solide  tourne  infiniment  peu  autour  du 
point  A|  et  cela  a  lieu  de  quelque  manière  que  s'effectue  le 
mouvement  du  solide  autour  de  ce  point.  On  en  conclut  né- 
cessairement que  la  force  B3  est  dirigée  normalement  à  la 
surface  spbérique  décrite  du  point  A  comme  centre  avec  AB 
pour  rayon  y  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  direction  de  cette 
force  coïncide  avec  la  droite  A  B.  On  reconnaîtra  de  la  même 
manière  que  la  force  Ri  est  également  dirigée  suivant  la 
droite  AB.  Cela  étant  établi,  imaginons  que  nous  donnions 
au  solide  un  mouvement  de  translation  infiniment  petit,  sui* 
vant  la  droite  AB  elle-même  \  la  somme  des  travaux  des  deux 
forces  Ri,R3,  correspondant  à  ce  mouvement  du  solide,  est 
encore  nulle,  par  hypothèse  :  or  cela  ne  peut  avoir  lieu,  sans 
que  ces  deux  forces  soient  égales  et  de  sens  contraires. 
Ainsi,  dire  que  les  deux  forces  Ri,R!i,  appliquées  en  deux 
points  différents  d'un  solide  invariable,  sont  égales  et  direo- 
tement  opposées,  ou  bien  dire  que  la  somme  des  travaux  de 
ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  infiniment 
petit  attribué  au  solide,  c'est  exactement  la  même  chose.  Il 
est  facile  de  voir,  d'ailleurs,  que  cette  proposition  serait  en* 
core  vraie  si  les  deux  forces  Ri,  R»  étaient  appliquées  à  un 
même  point  du  solide. 

Revenons  maintenant  au  système  des  forces  F,  F',  F'', . . . ., 
auxquelles  nous  avons  substitué  les  deux  forces  Ri,  R2,  et 
considérons  la  somme  des  travaux  développés  par  ces 
forces  F, F', F",....,  lorsqu'on  imagine  que  le  solide  sur 
lequel  elles  agissent  prenne  un  mouvement  infiniment  petit 
quelconque.  Si  nous  passons  en  revue  la  série  des  opérations 
qui  doivent  être  effectuées  successivement  pour  passer  des 
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forces  données  F,  F,  F",  —  aux  forces  équivalentes  Ri ,  R2, 
nous  verrons  qu'aucune  des  modifications  que  l*on  foit  ainsi 
subir  à  ce  système  de  forces  ne  change  la  valeur  de  ia  somme 
de  travaux  dont  on  vient  de  parler;  en  sorte  que  cette  somme 

de  travaux  des  forces  F,  F',  F", est  égale  à  la  somme  des 

travaux  des  deux  forces  Ri,  R2,  quel  que  soit  le  mouvement 
infiniment  petit  qu'on  ait  attribué  au  solide  auquel  ces  forces 
sont  appliquées.  En  effet,  ces  opérations  consistent,  soit  à 
transporter  une  force  d'un  point  à  un  autre  de  sa  direction  ; 
soit  à  composer  entre  elles  plusieui*s  forces  appliquées  à  un 
même  point,  suivant  des  directions  différentes;  soit,  au  con- 
traire, à  décomposer  une  force  en  deux  ou  en  trois  compo- 
santes, suivant  des  droites  données,  passant  par  son  point 
d'application.  Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  fig.  72  (page  265), 
où  les  trois  forces  F,  F',  F",  sont  supposées  égales  entre  elles, 
on  verra  que,  pour  tout  déplacement  du  solide,  le  travail  de 
la  force  F'  est  égal  et  de  signe  contraire  au  travail  de  la 
force  F"  ;  mais  le  travail  de  la  force  F  est  aussi  égal  et  de 
signe  contraire  au  travail  de  la  force  F"  (§  175)  :  les  travaux 
des  deux  forces  F,  F'  sont  donc  égaux  et  de  même  signe ,  ce 
qui  montre  que  le  travail  d'une  force  ne  change  pas,  quand  on 
transporte  cette  force,  du  point  auquel  elle  était  appliquée 
d'abord,  à  un  autre  point  quelconque  pris  sur  sa  direction. 
D'un  autre  côté,  on  sait  que  le  travail  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces  appliquées  à  un  même  point  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  des  composantes,  quel  que  soit  le  dépla- 
cement que  prenne  leur  point  d'application  commun  (§  117). 
D'après  ce  qui  précède,  on  peut  dire  que,  pour  qu'un  so- 
lide invariable  soit  en  équilibre  sous  l'action  d'un  système 
quelconque  de  forces  F,  F,  F", ,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  la  somme  des  travaux  de  ces  forces  soit  nulle,  pour 
tout  déplacement  infiniment  petit  attribué  à  ce  solide.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  théorème  du  travail  virtuel,  pour 
le  cas  d'un  solide  invariable. 
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On  donne  souvent  le  nom  (}e  déplacement  virtuel^  au 
déplacement  idéal  et  infiniment  petit  dont  il  est  question 
dans  renoncé  précédent,  pour  le  distinguer  du  déplacement 
réel  qu'éprouverait  le  solide  pendant  un  élément  du  temps, 
»'il  était  en  mouvement.  Ce  déplacement  virtuel  est  un  mou- 
vement purement  géométrique,  que  l'on  imagine  être  donné 
an  solide,  ou  plutôt  à  l'ensemble  des  points  d'application  des 
forces  considérés  comme  formant  entre  eux  une  figure  in- 
variable, afin  d'arriver  à  exprimer  par  une  équation  la  con- 
dition d'équilibre  qui  afait  été  obtenue  tout  d'abord.  On 
donne,  par  la  même  raison,  le  nom  de  travail  virtuel slu 
travail  infiniment  petit  d'une  force  correspondant  à  un  pa- 
reil déplacement  idéal  de  son  point  d'application,  pour  le 
distinguer  du  travail  réel  de  la  force  correspondant  à  un 
déplacement  effectif  et  infiniment  petit  de  son  point  d'appli- 
cation. C'est  de  la  que  vient  le  nom  attribué  au  théorème 
lui-même. 

§  177.  Équations  qui  expriment  l'équilibre  d'un 
fiellde  Invariable.  —  Si  nous  appliquons  le  théorème  du 
travail  virtuel,  en  attribuant  successivement  au  solide  des 
déplacements  virtuels  différents  les  uns  des  autres,  ce  théo- 
rème nous  fournira  autant  d'équations,  auxquelles  les  forces 
F,  F',  F", —  devront  satisfaire.  Le  nombre  des  équations 
qu'on  peut  obtenir  ainsi  est  illimité;  mais  il  n'y  en  a  que 
quelques-unes  qui  soient  réellement  distinctes,  et  toutes  les 
autres  peuvent  s'en  dédnire  par  des  combinaisons  algébri- 
ques. Nous  allons  nous  occuper  d'établir  ces  équations  dis- 
tinctes, qui,  à  elles  seules,  expriment  complètement  l'équi- 
libre du  solide. 

Concevons  que  les  divers  points  du  solide  soient  rapportés 
à  trois  axes  rectangulaires  OX,OY,OZ,  fig,  90.  Soit  A  le 
point  d'application  d'une  force  quelconque  F,  dont  les  com- 
posantes parallèles  aux  axes  seront  représentées  par  X,  Y,  Z. 
Si  nous  donnons  au  solide  un  mouvement  de  translation  in- 
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Animent  petit  parallèlement  à  Taxe  OX,  et  si  nous  désignons 

par  e  le  déplace- 
ment commun  à 
tous  les  points  dan$ 
ce  mouvement ,  le 
travail  virtuel  de 
la  force  FseraXe; 
en  exprimant  que 
la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de 
toutes  les  forces 
appliquées  au  so- 
lide ,  correspon  - 
*^ï»-'  ^  dant  à  ce  mouve- 

ment particulier,  est  égale  à  zéro,  nous  aurons  Téquation 

2Xe  =  o; 

ou  bien  )  en  observant  que  le  facteur  e^  commun  à  tous  les 
termes  de  la  somme,  peut  être  supprimé, 

2X=o. 

Deux  autres  mouvements  virtuels  de  translation ,  dirigés , 
Tun  suivant  Taxe  OY,  l'autre  suivant  Taxe  OZ,  conduiraient 
de  même  aux  deux  équations 

2Y=:0,  2Z  =  o. 

Imaginons  maintenant  que  le  solide  tourne  d'un  angle  0 
autour  de  Taxe  OX.  Ce  nouveau  déplacement  virtuel  va  nous 
coiiduire  à  une  équation  d'une  autre  forme.  Désignons  par 
p  la  plus  courte  distance  MN  de  la  direction  de  la  force  F 
et  de  Taxe  OX,  et  par  a  l'angle  que  ces  deux  directions  de 
F  et  de  OX  font  entre  elles.  Pour  évaluer  le  travail  virtuel 
de  la  force  F,  nous  pouvons  supposer  qu'elle  est  appliquée 
au  point  N  de  sa  direction.  Si  par  ce  point  N  nous  menons 
NX'  parallèle  à  l'axe  OX,  puis  NK  perpendiculaire  au  plan 
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M  NX',  cette  droite  NK  sera  la  direction  du  déplacement 
virtuel  f^  du  point  N;  et  la  force  F,  située  dans  le  plan  KNX^ 

TU 

fera  avec  NK  un  angle  égal  à a.  D'après  cela  le  tra- 
vail virtuel  de  la  force  F  sera  égal  à 

F;;68inat. 

Si  nous  égalons  à  zéro  la  somme  de  tous  les  travaux  virtuels 
des  diverses  forces  F,  F,  F", . . .,  analogues  à  celui  que  nous 
venons  de  déterminer  et  correspondant  à  la  rotation  6  autour 
de  Taxe  des  x^  et  si  nous  supprimons  le  facteur  6  commun 
à  tous  les  termes,  nous  aurons  Téquation 

2Fpsin0(=ro. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  exprime  que  la  somme 
des  moments  des  forces  F,F',F", .  i  »  »  par  rapport  à  Taxe  OX 
(§  103)  est  égale  à  zéro.  Nous  aurons  évidemment  deux 
autres  équations  analogues ,  qui  nous  seront  fournies  par 
la  considération  de  deux  rotations  virtuelles  autour  des  axes 
OY,  OZ.  Nous  allons  écrire  ces  équations,  en  y  introduisant 
les  composantes  X,  Y,  Z  de  chacune  des  forces  F. 

Pour  évaluer  le  moment  d'une  fbrce  par  rapport  à  un  des 
axes  OX,  OY,  OZ,  convenons  de  le  regarder  comme  positif, 
si  la  force  tend  à  faire  tourner  le  solide  autour  de  cet  axe, 
dans  le  sens  de  la  flèche  tracée  sur  le  plan  qui  lui  est  per- 
pendiculaire, fig.  90.  Le  moment  de  la  force  F,  par  rapport 
à  Taxe  OX,  étant  égal  à  la  somme  des  moments  de  ses  trois 
composantes  X,  Y,  Z  par  rapport  à  cet  axe  (§  103),  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  moment  de  la  force  F  aura  pour  valeur 

en  déMgUdtit  pat»  j?,  y,  i  les  coordonnées  du  point  A  auquel 
la  (brce  F  est  appliquée.  D'après  cela  l'équation  qui  exprime 
que  la  somme  des  moments  des  forces  F,  F',  F", ....  par  rap- 
port à  l'axe  OX  est  nulle  sera 
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2(Zy-.Y2;)=o. 

Les  équations  analogues,  relatives  aux  axes  OY,  OZ,  seront 
de  même 

2(X2  — Za;)  =  o,  2(Yx  — Xy)=o. 

Ainsi,  en  donnant  au  solide  six  mouvements  virtuels  diffé- 
rents, savoir ,  trois  translations  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés ,  et  trois  rotations  autour  de  ces  axes ,  nous  avons 
obtenu  les  six  équa'tions  suivantes  : 


2X==o,  2Y  =  o,  2Z=o, 

2(Zy— Y;j)  =  o.    2(X2— Zx)=o,   2(Yar— Xy)=o. 


(«) 


Nous  allons  voir  que  ces  six  équations  sont  suffisantes  pour 
exprimer  Téquilibre  du  solide  soumis  aux  actions  des  forces 

FF'    F" 
9  9  ,*••• 

§  178.  D'après  la  manière  dont  les  équations  (n)  ont  été 
obtenues,  on  peut  dire  qu'elles  expriment  que  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F',  F",  —  est  nulle  pour  cha- 
cun des  six  déplacements  virtuels  particuliers  que  nous  avons 

considérés.  Si  nous  remplaçons  ces  forces  F,  F',  F", par 

deux  forces  seulement  R|,  R^z,  dont  Tune  Bi  agisse  sur  le 
point  du  solide  qui  est  à  Torigine  des  coordonnées  (§  159), 
nous  savons  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux 
forces  Ri ,  R^  est  la  même  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
des  forces  F,  F',  F", —  dont  elles  tiennent  lieu,  quel  que 
soit  le  déplacement  virtuel  que  Ton  attribue  au  solide  (§  i  76). 
Nous  devons  nécessairement  conclure  de  là  que,  si  les  forces 

F,  F',  F", satisfont  aux  équations  (a),  les  deux  forces 

R  t ,  Rs  satisfont  aussi  à  des  équations  analogues.  Il  s'ensuit  que  : 
1*  en  vertu  des  trois  premières  de  ces  équations,  les  projec- 
tions de  Ri  et  de  R?  sur  les  axe»  OX,  OY,  OZ  sont  respec- 
tivement égales  et  de  signes  contraires  ;  S"*  en  vertu  des  trois 
dernières,  si  Ton  désigne  par  X?,Ya,Z2  les  composantes  de 
Ki  suivant  des  parallèles  aux  axes,  et  par  ar-^,  y^,  z?,  les 
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coordonnées  du  point  d'application  de  cette  force  R2,  et  si 
Ton  observe  que  les  coordonnées  du  point  d'application  de 
R4  sont  nulles  par  hypothèse,  on  a 

Zîjfî— Yî2a=o,       Xi22— ZîiP'i^o,       YîiJ»— X2yi=0| 

d'où  l'on  tire 

X2       Y^       Z^ 

«2  ~  ya  "~  2« 

ce  qui  montre  que  la  Torce  Rs  agit  suivant  la  droite  qui  joint 
son  point  d'application  à  celui  de  la  force  Rt.  Ainsi ,  de  ce 

que  les  forces  F,  F\  F" satisfont  aux  six  équations  (a), 

il  résulte  que  les  deux  forces  Ri,  R^  par  lesquelles  on  peut 
remplacer  les  forces  données  F,  F',  F", ....  sont  égales  et 
directement  opposées  :  donc  les  six  équations  (a)  suffisent 
pour  exprimer  que  le  solide  soumis  aux  actions  de  ces  forces 
F,  F',  F", ....  est  en  équilibre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  Ton  supprimait  une  quel- 
conque des  six  équations  (a),  les  cinq  équations  restantes 
ne  suffiraient  plus  pour  exprimer  l'équilibre.  Il  est  facile  en 
eflét  de  trouver  un  système  de  forces  qui  satisfasse  à  ces 
cinq  équations,  sans  que  l'équilibre  existe.  Si  c'est,  par 
exemple, 

2X=o 

qu'on  a  supprimée ,  on  verra  qu'une  force  unique  appliquée 
au  solide  suivant  l'axe  OX  satisferait  bien  aux  cinq  équa- 
tions restantes  ;  si  c'est  l'équation 

2(Zy-Yi)=0, 

un  couple  (§  156)  dirigé  dans  le  plan  YOZ  satisferait  de 
même  aux  cinq  équations  conservées  :  cependant  le  solide 
ne  serait  en  équilibre,  ni  sous  l'action  de  la  force  dont  on  a 
parlé  dans  le  premier  de  ces  deux  cas ,  ni  sous  l'action  du 
couple,  dans  le  second  cas. 

24 
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Une  considération  d'un  autre  genre  permet  encore  de 
montrer  qoe  les  six  équations  (a)  suffisent  pour  exprimer 
l'équilibre  du  solide,  en  établissant  que  toutes  les  équations 
en  nombre  infini  que  Ton  peut  trouver  par  Tapplicalioii  du 
théorème  du  travail  virtuel  sont  des  conséquences  de  ces 
équations  (a).  Nous  savons  qu'un  mouvement  infiniment 
petit  quelconque  du  solide  peut  toiyours  se  décomposer  en 
trois  translations  pai*sillèles  aux  axes  OX,  OY,  OZ,  et  en 
trois  rotations  autour  de  ces  axeft  (§  58).  Il  est  9isé  de  voir 
eu  outre  que»  si  le  déplacement  iofinimeut  petit  du  point 
d'application  d'une  force  résulte  de  la  composition  de  plu- 
sieurs autres  déplacements  infiniment  petits,  le  travail  de  la 
force  correspondant  au  mouvement  résultant  est  égal  à  la 
somme  des  travaux  de  cette  force  correspondant  aux  divers 
mouvements  composants  :  car  la  projection  du  déplacement 
résultant  sur  la  direction  de  la  force  est  égaie  à  la  somme  des 
projections  des  déplacements  composants  sur'  la  même  di- 
rection. D'après  cela,  si  nous  attribuons  au  solide  un  mou- 
vement virtuel  quelconque,  et  que  nous  décomposions  ce 
mouvement  en  trois  translations  e^  e',  e",  suivant  les  axes, et 
en  trois  rotations  6, 0'jff'^  autour  de  ces  axes,  nous  aurons 

Xe-|-Ye'-hZe"+{Zy-Y2)94-(X2— Za:)e'  +  (Ya:— Xy)e" 

pour  le  travail  virtuel  de  la  force  F  ;  et  en  exprimant  que  la 
somme  des  travaux  virtuels  des^diverses  forces  F,  F',  F', . . . 
est  égale  à  zéro,  nous  trouverons  l'équation 

€SX-|-€'2Y+e"2Z  1  _ 

-|-e2(Zy-.Y;î)  +  G"2(X«— Za:)-|-e"S(Ya?— Xy)  |   ""^' 

qui  est  évidemment  satisfaite,  quels  que  soient  e,  e',  e",  6,  B\  9", 
si  les  équations  (a)  le  sont. 

D'après  la  signification  des  équations  (a),  il  est  clair  que 
l'on  peut  dire  que,  pour  qu'un  solide  invariable  soit  en  équi- 
libre sous  l'action  d'un  système  de  forces  F,  F',  F", . . . .,  il  est 
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nécessaire  et  suffisant  qne  ta  somme  des  projections  de  ces 
forces  sur  nne  droite  quelconque  soit  nulle,  et  que  la  somme 
des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque soit  également  nulle. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  toujours  supposé 

que  les  forces  F,  F,  F", étaient  appliquées  à  un  solide 

iRTanable  primitivement  en  repos,  et  nous  avons  cherché 
les  conditions  auxquelles  ces  forces  devaient  satisfaire  pour 
que  le  solide  restât  en  repos  malgré  leur  action  ;  c'est-à-dire 
que  nous  nous  sommes  occupés  d'établir  les  conditions  d'é- 
quilibre du  solide.  Nous  avons  vu  que  ces  conditions  d^équî- 
libre  sont  complètement  exprimées  par  les  six  équations  (a). 
Il  peut  arriver  qu'un  solide  invariable  en  mouvement  soit 
soumis  à  des  forces  qui  satisfassent  à  ces  six  équation^.  Dans 
ce  cas,  le  solide  n'est  pas  en  équilibre;  mais  on  dit  toujours 
que  les  forces  se  font  équilibre  sur  ce  solide. 

§  179.  Le  système  des  six  équations  (a)  se  simplifie  dans 
diverses  circonstances,  ainsi  que  nous  allons  le  voir. 

Supposons  d'abord  que  toutes  les  forces  F,  F',  F", ....  ap- 
pliquées au  solide  invariable  soient  parallèles  entre  elles. 
Si  nous  choisissons  les  axes  auxquels  nous  rapportons  le 
solide,  de  telle  manière  que  l'axe  OZ  soit  parallèle  à  ces 
forces,  les  composantes  X  et  Y  de  chacune  d'elles  seront 
nulles,  et  la  composante  Z  sera  égale  à  la  force  elle-même. 
D'après  cela,  trois  des  six  équations  (a)  se  réduiront  à  des 
identités,  et  il  ne  restera  plus  que  les  trois  autres  qui  de- 
viendront 

2t==o,        2Fa:=:o,        2Fy=o. 

Ces  trois  équations,  nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer 
l'équilibre  d'un  solide  invariable  soumis  à  un  système  de 
forces  parallèles,  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  1*^  la  somme  des 
foi*ces  doit  être  nulle  ;  T  les  sommes  des  moments  de  ces 
forces,  par  rapport  à  deux  plans  rectangulaires  menés  pa- 
rallèlement à  leur  direction  (§  158),  doivent  être  nulles 
24. 
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chacune  séparément.  Cette  seconde  condition ,  correspon- 
dant au\  deux  dernières  équations,  peut  encore  être  énoncée 
d'une  autre  manière,  en  disant  que  la  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à  un  plan  quelconque  parallèle  à  leur 
direction  doit  être  nulle. 

Considérons  encore  le  cas  où  toutes  les  forces  F,  F',  F", .... 
seraient  dirigées  dans  un  même  plan.  Si  nous  prenons  ce 
plan  pour  plan  des  ary^  la  composante  Z  de  chacune  des 
forces  sera  nulle,  et  il  en  sera  de  même  de  la  coordonnée  z 
de  chacun  de  leurs  points  d'application.  Les  six  équations  (a) 
se  réduiront  donc  encore  à  tvois,  qui  seront 

2X=0^  -  lYrrrOf  *   .2.(#Y^^Xy)=o. 

Ce^lMf|f^^u^fî<>i>s  peuvent  s'énoncer  en  disant  que  :  l"*  les 
ïHres  des  projections  des  forces  F,  F',  F",  —  sur  deux 
droite»  rectangulaires,  prises  à  volonté  dans  le  plan  de  ces 
tjfirces,  doivent  être  nulles  chacune  séparément;  2''  que  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  un  point 
quelconque  du  pian  doit  être  aussi  nulle.  La  première  de  ces 
deux  conditions,  qui  correspond  aux  deux  premières  des 
équations  précédentes,  peut  être  remplacée  par  celle-ci  :  la 
somme  des  projections  des  forces  F,  F',  F'',  —  sur  une  droite 
quelconque,  située  dans  leur  plan,  doit  être  nulle. 

Enfin,  si  nous  supposons  que  tous  les  points  d'application 
des  diverses  forces  F,  F',  F", ....  coïncident ,  les  coordon- 
nées s,  y,  z  étant  les  mêmes  pour  tous  ces  points,  pourront 
sortir  des  signes  1  dans  les  trois  dernières  équations  (a)  : 
dès  lors,  il  est  clair  que  ces  trois  dernières  équations  ne  sont 
que  des  conséquences  des  trois  premières ,  en  sorte  que  le 
système  des  équations  (a)  se  réduit  à  ces  trois  premières 
équations.  Dans  ce  cas,  les  équations  auxquelles  les  forces 
F,  F',F",.  •  ••  doivent  satisfaire,  pour  que  le  solide  soit  en 
équilibre,  sont  exactement  les  mêmes  que  celles  que  nous 
avons  trouvées  précédemment  pour  exprimer  l'équilibre 
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d'un  simple  point  matériel  (§  104);  et  c'est,  en  effet,  ce  qui 
doit  évidemment  avoir  lieu. 

§  180.  Équivalence  de  deux  systèmes  de  forées*  — 

Un  système  de  forces  S  est  dit  équivalent  à  un  autre  système 
de  forces  S',  lorsque  ces  deux  systèmes,  considérés  comme 
agissant  sur  un  solide  invariable,  peuvent  être  mis  en  équi- 
libre chacun  séparément  par  un  même  troisième  système  de 
forces  S".  Il  est  aisé,  d'après  cela,  d'établir  les  conditions 
d'équivalence  des  deux  systèmes  S,  S',  en  se  fondant  sur  les 
conditions  d'équilibre  que  nous  avons  étudiées  précédem- 
ment. 

Pour  que  le  système  S  et  le  système  S"  se  fassent  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  projections  des  forces  de 
ces  deux  systèmes  sur  une  droite  quelconque  soit  nulle,  et 
aussi  que  la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces^  par 
rapport  à  une  droite  quelconque,  soit  également  nulle 
(§  178).  Les  mêmes  conditions  devant  être  remplies  pour 
que  le  système  S'  et  le  système  S"  se  fassent  équilibre,  on  en 
conclut  nécessairement  que,  pour  que  les  systèmes  S  et  S' 
soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffît  :  l"*  que  la  somme  des 
projections  des  forces  du  système  S  sur  une  droite  quelcon- 
que soit  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  du  sys- 
tème S'  sur  la  même  droite  ;  2°  que  la  somme  des  moments 
des  forces  du  système  S ,  par  rapport  à  une  droite  quelcon- 
que, soit  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  du  sys- 
tème S' par  rapport  à  cette  di*oite. 

Pour  exprimer  l'équivalence  des  deux  systèmes  S  et  S',  il 
suffira  d'écrire  que  cette  égalité  des  sommes  de  projections 
et  des  sommes  de  moments  a  lieu  pour  chacun  des  trois 
axes  rectangulaires  OX,OY,OZ,  auxquels  on  rapporte  les 
directions  des  diverses  forces,  ainsi  que  les  positions  de  leurs 
points  d'application,  ce  qui  donnera  les  six  équations 
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'     2Y  =2Y\ 

IZ  =2Z'. 

2(Zy-Y^)  =  2(zy-YV) 

1  (Xz'-Zx)  =zl  (XV— ZV) , 

2  (  Yar— Xy)  =2  (YV— Xy) , 

dans  lesquelles  les  premiers  membres  se  rapportent  au  sys- 
tème S,  et  les  seconds  au  système  S'. 

Par  ]es  diverses  transformations  que  nous  avons  fait  subir 
à  un  système  quelconque  de  forces  F, F', F",.... »  pour  le 
réduire  à  deux,  forces  seulement  R  i ,  Ra  (§  1 59) ,  nous  n'avons 
fait  que  remplacer  le  système  primitif  successivement  par 
divei'S  autres  systèmes  de  forces  tous  équivalents  les  uns 
aux  autres,  jusqu'à  ce  que  nous  fussions  conduits  à  n'avoir 
plus  que  les  deux  forces  RiyRa  formant  à  elles  seules  un 
système  équivalent  à  tous  les  précédents,  et  par  conséquent 
aussi  équivalent  au  système  primitif. 

§  181.  Théorie  des  eovples.  —  Un  couple  est,  comme 
on  sait ,  le  système  de  deux  forces  égales  parallèles  et  de 
sens  contraires  (§  156).  On  donne  le  nom  de  iras  de  levier 
du  couple,  à  une  droite  quelconque  menée  perpendiculaire- 
ment aux  directions  de  ses  deux  forces,  et  terminée  aux 
points  où  elle  rencontre  ces  directions;  on  suppose  souvent 
que  les  deux  forces  d'un  couple  sont  appliquées  aux  extré- 
mités mêmes  de  son  bras  de  levier.  Si  l'on  prend  la  somme 
des  moments  des  deux  forces  d'un  couple,  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  son  plan ,  on  trouve  toujours  que  cette 
somme  de  moments  est  égale  au  produit  de  l'une  des  deux 
forces  du  couple  par  la  longueur  de  son  bras  de  levier  :  ce 
produit  est  ce  qu'on  nomme  le  moment  du  couple.  On  peut 
remarquer  que  le  moment  d'un  couple  a  la  même  valeur 
numérique  que  la  surface  du  parallélogramme  dont  les 
droites  qui  représentent  les  forces  du  couple  formeraient 
deux  côtés  opposés. 
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Si  l'oD  projette  un  couple  sur  un  plan  quelconqu6|  la  pro- 
jecUoD  sera  encore  un  couple.  Le  moment  du  couple  prqjete 
s'obtiendra  en  multipliant  le  moment  du  premier  couple  par 
le  cosinus  de  l'angle  formé  par  son  plan  avec  le  plan  de  pro* 
jection  :  cette  proposition  se  démontre  facilement,  en  substi- 
tuant au  moment  du  couple  le  parallélogramme  dont  il  vient 
d'être  question. 

La  somme  des  moments  des  deux  forces  d'un  couple,  par 
rapport  à  une  droite  quelconque,  est  égale  au  moment  du 
couple  suivant  lequel  le  couple  donné  se  projette  sur  un 
pian  perpendiculaire  à  la  droite.  Il  s'ensuit  que  la  somme 
des  moments  des  deux  forces  d'un  couple,  par  rapport  à  une 
droite,  est  la  même  que  la  somme  des  moments  de  ces  deux 
forces,  par  rapport  à  une  autre  droite  quelconque,  parallèle 
à  la  première.  Cette  somme  de  moments  est  nulle,  si  la 
droite  à  laquelle  les  moments  se  rapportent  est  parallèle 
au  plan  du  couple  ^  elle  est  maximum  si  la  droite  est  perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

Deux  couples  sont  équivalents  (§  180)  lorsque  leurs  plans 
sont  parallèles  ou  coïncident,  que  leurs  moments  sont  égaux, 
et  qu'ils  tendent  à  faire  tourner  leurs  bras  de  levier  dans  le 
même  sens.  On  voit,  en  effçt,  que,  d'une  part,  la  somme  des 
projections  des  deux  forces  du  premier  couple,  sur  une 
droite  quelconque,  est  égale  à  la  somme  des  projections  des 
deux  forces  du  second  couple  sur  la  même  droite,  puisque 
chacune  de  ces  deux  sommes  est  nulle;  et  que,  d'une  autre 
part,  la  somme  des  moments  des  deux  forces  du  premier 
couple,  par  rapport  à  une  droite  quelconque,  est  égale  à  la 
somme  des  moments  des  deux  forces  du  second  couple,  par 
rapport  à  la  même  droite,  ainsi  que  cela  résulte  des  propo- 
sitions qui  viennent  d'être  établies.  Deux  couples,  qui  ne 
satisferaient  pas  aux  conditions  énoncées  ici,  ne  seraient 
évidemment  pas  équivalents  :  la  somme  des  moments  des 
forces  du  premier  couple,  par  rapport  à  une  droite,  ne  serait 
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pas  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  du  second 
couple,  par  rapport  à  la  même  droite,  quelle  que  fût  la  po- 
sition de  cette  droite  dans  l'espace. 

Il  résulte  de  là  qu'un  couple  appliqué  à  un  solide  inva- 
riable en  équilibre  peut  être  transporté  parallèlement  à  lui- 
même,  comme  on  voudra,  dans  son  plan  ou  dans  un  plan 
parallèle  ;  qu'on  peut  le  faire  tourner,  comme  on  voudra , 
dans  son  plan,  après  qu'on  l'a  ainsi  transporté;  qu'on  peut 
même  changer  la  grandeur  commune  de  ses  deux  forces,  en 
faisant  varier  en  même  temps  son  bras  de  levier  dans  un 
rapport  inverse,  sans  qu'il  cesse  d'être  équivalent  à  ce  qu'il 
était  primitivement.  Si  l'on  se  reporte  à  la  définition  qui  a 
été  donnée  précédemment  (§161)  du  moment  résultant 
d*un  système  quelconque  de  forces ,  par  rapport  à  un  point, 
on  verra  que,  dans  le  cas  où  le  système  de  forces  consiste 
simplement  en  un  couple,  ce  moment  résultant  est  tongours 
le  même,  quel  que  soit  le  point  auquel  on  le  rapporte,  et  a 
pour  valeur  le  moment  même  du  couple  :  en  effet,  on  peut 
toujours  transporter  le  couple  parallèlement  à  lui-même,  de 
manière  que  le  point  d'application  de  l'une  de  ses  deux  forces 
vienne  coïncider  avec  le  point  par  rapport  auquel  on  veut 
évaluer  son  moment  résultant  ;  de  sorte  que  ce  moment  ré- 
sultant est  égal  au  produit  de  la  seconde  force  du  couple 
par  sa  distance  au  point  d'application  de  la  première. 

Si  l'on  considère  un  système  quelconque  de  couples  appli- 
qués à  un  solide  invariable  en  équilibre,  les  forces  qui  com- 
posent ces  couples  peuvent  toujours  être  remplacées  par 
deux  forces  seulement  Ri ,  R2  (§  159).  Ces  deux  forces  Ri ,  Ri 
forment  nécessairement  un  couple  ;  car  elles  constituent  un 
système  équivalent  au  système  des  couples  donnés,  et,  par 
conséquent,  la  somme  de  leurs  projections  sur  une  droite 
quelconque,  doit  être  nulle  comme  la  somme  des  projections 
des  forces  de  ces  couples  donnés  sur  la  même  droite  (§  180), 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  qu'elles  sont  égaies,  pa- 
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raUèles,  et  de  sens  contraires.  Ainsi  un  système  quelconque 
de  couples  peut  toujours  être  remplacé  par  un  couple  unique, 
auquel  on  donne  le  nom  de  couple  résultant  \  par  opposi- 
sition,  les  couples  auxquels  il  peut  être  substitue  sont  sou- 
vent désignés  sous  le  nom  de  couples  composants.  Pour 
trouver  le  couple  résultant  K  d'un  système  de  couples 
donnés  C,  C,  C, — ,  transportons  ces  couples  donnés  pa- 
rallèlement à  eux-mêmes,  de  manière  que  le  point  d'appli- 
cation de  Tune  des  forces  de  chacun  d'eux  coïncide  avec  un 
certain  point  0  ;  imaginons,  en  outre,  que  le  couple  cher- 
ché K  soit  dans  une  position  analogue,  c'est-à-dire  que  l'une 
de  ses  deux  forces  ait  également  son  point  d'application  en  0  ; 
enfin  appliquons  au  système  des  couples  C,C,C", —  pris 
dans  cette  position,  le  théorème  établi  précédemment  (§161) 
relativement  à  la  composition  des  moments  d'un  système 
quelconque  de  forces  par  rapport  à  un  point,  et  considérons 
.  les  moments  des  forces  des  couples  C,  G',C", — ,K,  par 
rapport  au  point  0  :  en  effectuant  une  construction  analogue 
an  polygone  des  forces  sur  les  axes  des  moments  des  forces 
de  C,C',C", ....  qui  n'agissent  pas  sur  le  point  0,  on  trouvera 
l'axe  du  moment  de  la  force  de  K  qui  n'est  pas  appliquée  à 
ce  point  0,  et,  par  conséquent,  on  aura  à  la  fois  la  direction 
du  plan  du  couple  résultant  K,  la  grandeur  de  son  moment, 
et  le  sens  dans  lequel  il  tend  à  faire  tourner  son  bras  de 
levier. 

Lorsqu'on  prend  ainsi  le  moment  de  l'une  des  deux  forces 
d'un  couple ,  par  rapport  au  point  d'application  de  l'autre 
force,  et  qu'on  détermine  l'axe  qui  représente  ce  moment 
(S  160),  on  a  ce  qu'on  nomme  Va^e  du  couple.  Cet  axe, 
qu'on  peut  mener  par  un  point  quelconque  de  l'espace , 
suffit  pour  représenter  complètement  le  couple  auquel  il 
correspond;  il  fait  connaître  la  direction  du  plan  du  couple, 
la  grandeur  du  moment  de  ce  couple,  et  le  sens  dans  lequel 
il  agit.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que,  pour  composer  un 
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système  quelconque  de  couples,  on  n'a  qu*à  considérer  les 
axes  de  ces  couples  menés  par  un  même  point  de  Tespace, 
et  à  composer  ces  axes  entre  eux  comme  si  c'étaient  des 
forces  :  Taxe  résultant  de  cette  composition  est  Taxe  du 
couple  résultant  cherché. 

§  182.  UMge  de  U  ihéorie  des  cesplcsy 
pe«r  \m  eempoElilea  des  forées  «ppll^aées 
à  vB  solide  Invariable.  —  Une  force  F  appli- 
quée en  un  point  A  d'un  solide  invariable,  fig* 
91 ,  peut  être  transportée  parallèlement  à  elle- 
même  en  un  autre  point  B  du  même  solide, 
pourvu  qu'on  lui  ad^loigne  un  couple  situé  dans 
le  plan  F  A  B  et  ayant  pour  moment  le  produit 
de  la  force  F  par  la  distance  du  point  B  à  sa  di- 
rection primitive.  En  effet,  si  l'on  applique  en 
^'^•^'  B  deux  forces  F',  F",  toutes  deux  égales  à  F, 
suivant  une  même  droite  parallèle  à  la  direction  de  la  force 
F,  et  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre ,  ces  deux  forces  se 
feront  équilibre  $  et ,  par  conséquent ,  le  système  des  u*ois 
forces  F,  F',  F",  sera  équivalent  à  la  force  F  :  or  ce  système 
peut  êti*e  regardé  comme  se  composant  de  la  force  F'  et  du 
couple  formé  par  les  deux  forces  F,  F",  ce  qui  estcoofonne 
à  la  proposition  énoncée. 

Considérons  un  système  quelconque  de  foi*oeft  appliquées 
à  un  solide  invariable.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir, 
chacune  de  ces  forces  peut  être  transportée  parallèlement  à 
elle-même  en  un  point  0,  pris  à  vcdonté  dans  le  solide  ou  lié 
invariablement  avec  lui ,  pourvu  qu'à  la  force  ainsi  trans- 
portée on  joigne  le  couple  du  à  cette  translation  ;  le  système 
des  forces  données  peut  donc  toujours  être  remplacé  par  un 
système  de  forces  égales  et  parallèles  aux  premières,  et  ap- 
pliquées au  point  0 ,  joint  à  un  système  de  couples.  Toutes 
les  forces  appliquées  au  point  0  peuvent  se  composer  en  une 
seule  force  ;  tous  les  couples  peuvent  également  se  composer 
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eo  un  seul  couple  (§181)  :  donc  le  système  donné  se  trouvera 
remplacé  par  une  force  unique  appliquée  au  point  0  et  un 
couple  unique.  On  peut  toujours  supposer  que  le  point  d'ap- 
plication de  Tune  des  deux  forces  du  couple  coïncide  avec  le 
point  0;  dès  lors,  deux  des  trois  forces  auxquelles  le  sys- 
tème vient  d'être  réduit  sont  appliquées  au  même  point  0, 
et  peuvent  se  composer  en  une  seule  agissant  également  sur 
ce  point  :  donc  le  système  des  forces  données  se  trouve ,  en 
définitive ,  remplacé  par  deux  forces  dont  une  agit  sur  un 
point  0  choisi  à  volonté.  Nous  retombons  ainsi  sur  un  ré- 
sultat que  nous  avions  déjà  obtenu  par  d'autres  considéra- 
Uons  (§  159). 

§  1S3.  Applieatlon  deis  théories  précédente§  a  Téqul- 
libre  d'un  système  matériel  qoeleonque.  —  Nous  ne 
devons  pas  oublier  que  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  ce  chapitre 
et  dans  les  deux  précédents  se  rapporte  à  un  solide  inva- 
riable considéré  à  l'état  d'équilibre.  Voyons  comment  les 
théories  que  nous  avons  établies  dans  ces  trois  chapitres 
peuvent  s'appliquer  à  un  système  matériel  quelconque. 

Nous  observerons  d'abord  qu'il  existe  dans  la  nature  un 
grand  nombre  de  corps  solides  qui  ne  se  déforment  que  de 
quantités  tout  à  fait  inappréciables ,  sous  l'action  des  forces 
qui  leur  sont  habituellement  appliquées  :  tels  sont  la. plupart 
des  matériaux  qui  entrent  dans  les  constructions  et  dans  les 
machines.  On  peut  donc  appliquer  approximativement,  à 
ces  solides  naturels,  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  des  solides 
invariables;  il  n'en  résultera  qu'une  erreur  extrêmement 
faible,  et  d'autant  plus  faible  que  ces  solides  naturels  se 
rapprocheront  plus  de  la  rigidité  absolue  des  solides  inva- 
riables. 

D'un  autre  côté ,  lorsqu'un  système  matériel  est  en  équi- 
libre, quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  nature,  on  peut  évidem- 
ment supposer  qu'il  soit  rendu  invariable  de  forme  sans  que 
l'équilibre  soit  troublé  :  dès  lors,  les  forces  qui  sont  appli- 
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quées  aux  diverses  parties  du  système  matériel,  et  qui  se 
foDt  équilibre  sur  ce  système  transformé  en  un  solide  inva- 
riable, doivent  satisfaire  aux  conditions  d'équilibre  que  nous 
avons  trouvées  précédemment.  Les  six  équations  que  nous 
avons  obtenues  pour  exprimer  cet  équilibre  (§  177),  et  qui 
étaient  suffisantes  dans  le  cas  d'un  solide  invariable,  sub- 
sistent donc  encore  dans  le  cas  de  Téquilibre  d'un  système 
matériel  quelconque.  Quoiqu'elles  ne  suffisent  plus  pour 
exprimer  complètement  l'équilibre  dans  ce  cas,  on  n'en  est 
pas  moins  en  droit  de  s'en  servir  pour  en  tirer  les  valeurs 
de  quelques-unes  des  forces  qui  y  entrent  comme  inconnues  ; 
et  les  résultats  auxquels  on  arrive  ainsi  sont  rigoureusement 
exacts,  tout  aussi  bien  que  si  le  système  matériel  était  réel- 
lement un  solide  invariable  ayant  la  forme  de  ce  système 
pris  à  l'état  d'équilibre.  D'après  cela,  quand  il  ne  s'agit  que 
d'arriver  à  ces  six  équations  d'équilibre,  ou  bien  à  des  rela- 
tions qui  en  soient  dès  conséquences  nécessaires,  on  peut 
appliquer  aux  forces  qui  agissent  sur  un  système  matériel 
quelconque  en  équilibre,  tout  ce  qui  a  été  dit  relativement  à 
la  composition  des  forces  appliquées  à  un  solide  invariable 
et  au  remplacement  d'un  système  de  forces  par  un  autre 
système  équivalent;  mais  cette  composition  des  forces,  et  eu 
général  la  substitution  d'un  système  de  forces  à  un  autre,  ne 
doivent  pas  être  considérées  comme  pouvant  s'effectuer  réel- 
lement, sans  que  l'état  d'équilibre  du  système  matériel  soit 
changé ,  à  moins  cependant  que  les  forces  dont  il  s'agit  ue 
soient  appliquées  à  un  même  point  du  système  matériel. 


■♦f>*- 


CHAPITRE   IV. 


ÉQUILIBRE  d'un   SYSTÈME   MATÉRIEL  QUELCONQUE. 


§  18&.  Théarine  da  travail  virtuel ,  pour  an  «ys- 
téaie  atatérlel  qaeleoniiae.  —  P^ous  avons  vu  (§  iOW) 
que,  pour  qu'un  point  matériel  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  lui  sont  appli- 
quées soit  nulle.  Nous  pouvons  évidemment  exprimer  cette 
condition  en  disant  que  le  travail  virtuel  (§  176)  de  la  résul- 
tante est  nul,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
au  point  matériel  :  car,  si  cette  résultante  est  nulle,  son 
travail  est  aussi  nul ,  quel  que  soit  le  déplacement  de  son 
point  d'application  ;  et  réciproquement,  si  le  travail  de  cette 
force  est  nul  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
au  point  sur  lequel  elle  agit,  elle  est  nécessairement  nulle 
elle-même.  Mais  nous  savons  que  le  travail  de  la  résultante 
de  plusieurs  forces,  appliquées  à  un  même  point,  est  égal  à 
la  somme  des  travaux  des  composantes  (§  117)  :  donc  on 
peut  dire  que,  pour  qu'un  point  matériel  soit  en  équilibre,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces  qui  lui  sont  appliquées  soit  nulle  pour  tout  dépla- 
cement infiniment  petit  attribué  à  ce  point. 

Nous  pouvons  remarquer  que  la  proposition  qui  vient 
d*étre  établie  est  comprise ,  comme  cas  particulier,  dans  le 
théorème  du  travail  virtuel  que  nous  avons  démontré  pré- 
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cédemment  pour  un  solide  invariable  ;  car  un  point  matériel 
peut  être  regardé  comme  étant  un  solide  invariable  dont 
toutes  les  dimensions  sont  nulles. 

Considérons  maintenant  un  système  quelconque  de  points 
matériels,  soumis  aux  actions  de  diverses  forces ,  tant  inté- 
rieures qu'extérieures  (§  151).  Si  un  pareil  système  est  en 
équilibre,  c'est-à-dire  reste  en  repos  malgré  l'action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées,  chacun  des  points  matériels 
qui  le  composent  est  luir-méme  en  équilibre  ;  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  qui  agissent  sur  chaque  point  est 
donc  nulle,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  attribué 
à  ce  point.  Il  résulte  de  là  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points  maté- 
riels du  système  est  égale  à  zéro,  quels  que  soient  les  dépla- 
cements infiniment  petits  et  indépendants  les  uns  des  autres 
que  l'on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  ces  différents 
points.  Réciproquement,  si  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  toutes  les  forces  appliquées  au  système  est  nulle ,  pour 
tous  les  déplacement^  possibles  attribués  aux  divers  points 
qui  le  composent,  le  système,  supposé  prîmitivement  en 
repos,  ne  sortira  pas  de  cet  état  de  repos  :  car,  si  Ton  ne 
déplace  qu'un  seul  de  ces  points  matériels,  ce  qui  revient  à 
supposer  que  les  déplacements  de  tous  les  autres  sont  nuls, 
on  en  conclura  que  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces 
appliquées  à  ce  point  est  égale  à  zéro,  quel  que  soit  d'ailleurs 
le  déplacement  qu'on  lui  attribue ,  c'est-à-dire  que  ce  point, 
considéré  seul,  est  en  équilibre;  le  même  raisonnement, 
appliqué  successivement  aux  divers  points  du  système,  mon- 
trera que  tous  ces  points  sont  en  équilibre,  chacun  séparé- 
ment; et,  par  conséquent,  le  système  tout  entier  est  en  équi- 
libre. Ainsi,  l'on  peut  dire  que,  pour  qu'un  système  matériel 
quelconque  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ses 
divers  points  soit  nulle ,  quels  que  soient  les  déplacements 
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ffifimment  petits  et  indépendants  les  uns  des  antres,  qne 
i*on  imagine  être  pris  en  même  temps  par  ces  différents 
points.  C'est  en  cela  que  consiste  Ye  iJiéorème  du  travaii 
virtuel  pour  un  système  matériel  quelconque. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  le  théorème  du  tra- 
Tail  Yirtnd  s'applique,  non-seulement  à  la  totalité  d\m  sys- 
tème matériel  en  équilibre,  mais  aussi  à  une  portion  quel- 
conque  de  ce  système  considérée  à  part.  Les  actions  que  les 
divers  points  matériels  de  cette  portion  du  système  éprouvent 
de  la  part  de  tous  les  autres  points  du  système  matériel , 
jonent  alors  le  rAle  de  forces  extérieures;  tandis  qu'elles 
rentrent  dans  la  catégorie  des  forces  intérieures,  quand  on 
considère  le  système  tout  entier. 

§  185.  Parmi  tous  les  déplacements  virtuels,  en  nombre 
infini,  que  nous  pouvons  attribuer  simultanément  aux  divers 
points  d'un  système  matériel,  choisissons  en  particulier  des 
déplacements  tels  que  les  distances  mutuelles  de  tous  les 
points  du  système  restent  les  mêmes;  c'est-à-dire,  conce- 
vons que  nous  déplacions  le  système  matériel  tout  d'une 
pièce,  comme  si  c'était  un  solide  invariable.  L'équation 
fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel ,  pour  un  penreil 
déplacement  de  l'ensemble  des  points  matériels  du  système, 
ne  contiendra  aucun  terme  dépendant  des  forces  intérieures  : 
les  forces  extérieures  y  entreront  seules.  En  effet,  les  forces 
intérieures  d'un  système  matéridi  sont  deux  à  deux  égales  et 
directement  opposées;  d'ailleurs ,  dans  le  déplacement  par-' 
ticnlier  que  nous  considérons,  la  distance  de  deux  quelcon- 
ques des  points  matériels  du  système  ne  change  pas  :  il  s'en- 
suit que  les  travaux  virtuels  des  forces  intérieures  sont  deux 
à  deux  égaux  et  de  signes  contraires  (§  175),  et  que,  par 
conséquent,  ces  travaux  disparaissent  tous  de  l'équation 
fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel. 

Si  nous  rapportons  les  divers  points  du  système  matériel 
à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  nous  pourrons  attri- 
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buer  en  particulier  à  ce  système  un  mouvement  d'ensemble 
qui  soit ,  ou  bien  un  mouvement  de  translation  parallèle  à 
l'un  des  trois  axes,  ou  bien  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  Tun  des  trois  axes.  En  appliquant  le  théorème  du  travail 
virtuel ,  pour  chacun  de  ces  six  mouvements,  on  trouvera 
évidemment  des  équations  identiques  aux  équations  (a)  du 
S 177;  puisque  ces  équations  (a)  ont  été  obtenues  en  donnant 
au  solide  invariable  dont  on  s'occupait,  précisément  les  six 
mouvements  virtuels  qui  viennent  d'être  indiqués.  Ainsi  les 
forces  extérieures,  appliquées  à  un  système  matériel  quel- 
conque en  équilibre,  satisfont  nécessairement  aux  six  équa- 
tions qui  exprimeraient  l'équilibre  de  ce  système,  s'il  deve- 
nait un  solide  invariable  sans  changer  de  forme.  Nous  avions 
déjà  été  conduits  à  cette  conséquence  par  d'autres  considé- 
rations (§  183). 

Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit ,  à  l'occasion  de  l'équilibre 
d'un  solide  invariable  (§  178),  qu'un  mouvement  virtuel 
d'ensemble  du  système  matériel,  qui  serait  différent  de 
chacun  des  six  mouvements  particuliers  dont  on  vient  de 
parler,  ne  conduirait  à  aucune  relation  nouvelle  entre  les 
forces  extérieures  :  l'équation  que  l'on  obtiendrait  en  appli- 
quant le  théorème  du  travail  virtuel  à  ce  mouvement  d'en- 
semble, quel  qu'il  soit,  ne  serait  qu'une  conséquence  des  six 
équations  auxquelles  on  arrive  en  considérant  successive- 
ment trois  translations  parallèles  aux  axes,  et  trois  rotations 
*autour  de  ces  axes. 

Les  six  équations  auxquelles  les  forces  extérieures  doivent 
satisfaire  dans  tous  les  cas,  et  qui  suffiraient  pour  exprimer 
l'équilibre  du  système,  s'il  était  rendu  invariable  de  forme, 
ne  suffisent  évidemment  pas  pour  exprimer  cet  équilibre, 
lorsque  les  divers  points  matériels  qui  composent  le  sys- 
tème sont  libres  de  se  rapprocher  ou  de  s'éloigner  les  uns 
des  autres,  comme  nous  le  supposons  ici.  On  ne  peut  expri- 
mer complètement  l'équilibre  du  système  qu'en  joignant  à 
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ces  six  équations,  toujours  nécessaires,  d'autres  équations 
que  l'ou  obtiendra  en  attribuant  aux  divers  points  du  systènie 
des  déplacements  tels,  quils  ne  restent  pas  aux  mêmes  dis- 
tances les  uns  des  autres,  équations  qui  renfermeront  géné- 
ralement les  forces  intérieures  en  même  temps  que  les  forces 
extérieures. 

§  186.  Théorème  du  travail  virtuel,  pour  «n  sys* 
tente  matériel  dans  lequel  on  Imagine  des  liaisons.  — 
Il  est  souvent  utile  de  sîitTplifier  les  conditions  dans  lesquelles 
se  trouve  un  système  matériel  dont  on  veut  étudier  Téqui- 
libre ,  en'  imaginant  des  liaùong  établies  dans  diverses 
parties  de  ce  système.  On  entend  par  liaisons  des  conditions 
que  le  système  doit  nécessairement  remplir,  et  que  nous 
supposerons  rentrer  dans  les  trois  suivantes,  savoir  : 

l""  Que  certains  points  du  système  restent  à  des  distances 
invariables  les  uns  des  autres; 

^  Que  certains  points  soient  obligés  de  rester  sur  des 
courbes  fixes,  ou  sur  des  surfaces  fixes,  sans  éprouver  de 
frottement  de  la  part  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces, 
conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  pour 
un  simple  point  matériel  (§§  126  et  134); 

3*"  Enfin,  que  certaines  parties  du  système,  considérées 
comme  des  solides  invariables,  soient  assujetties  à  rester  en 
contact  les  unes  avec  les  autres,  sans  qu'il  se  développe  de 
frottement  entre  leurs  surfaces. 

On  peut  concevoir  que  ces  liaisons,  que  l'on  imagine  dans 
un  système  matériel ,  soient  remplacées  par  des  forces  ca- 
pables d'obliger  le  système  à  satisfaire  aux  mômes  condi- 
tions. Dans  !e  cas  où  deux  points  doivent  rester  à  une  même 
distance  l'un  de  l'autre,  des  forces  égales  et  contraires  déve- 
loppées entre  ces  deux  points,  et  d'une  intensité  convenable, 
pourront  maintenir  cette  invariabilité  de  distance.  Dans  le 
cas  où  un  point  est  obligé  de  rester  sur  une  courbe  fixe,  ou 
sur  une  surface  fixe,  sans  frottement,  une  force  égale  à  la 

2î 
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réaction  normale  de  la  courbe  ou  de  la  surface  sur  le  point, 
peut  produire  le  même  effet.  Dans  le  cas  où  deux  parties 
du  système,  considérées  comme  deux  solides  invariables, 
sont  assijyetties  à  rester  en  contact,  sans  qu'il  y  ait  de  frot- 
tement enire  leurs  surfaces,  on  peut  regarder  ce  résului 
comme  produit  par  deux  forces  égales  et  contraires,  agissant 
sur  les  deux  solides,  aux  points  par  lesquels  ils  se  touchent, 
et  suivant  la  normale  commune  à  leui*s  surfaces  ;  ces  deux 
forces  doivent  agir  comme  des  forces  atti-actives  entre  les 
points  auxquels  elles  sont  appliquées ,  ou  bien  comme  des 
forces  répulsives,  suivant  que  les  deux  solides  tendent  à  se- 
carter  Tun  de  l'autre ,  ou  au  contraire,  à  pénétrer  Tun  dans 
Tautre. 

En  substituant  aux  liaisons  les  forces  qui  peuvent  en  tenir 
Heu ,  on  fait  rentrer  le  système  matériel  dans  le  cas  génénil 
pour  lequel  le  théorème  du  travail  virtuel  a  été  établi  pré- 
cédemment (  §  184).  Pour  que  ce  système  soit  en  équilibre, 
il  faut  et  il  sufQt  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces,  compris  celles  qui  remplacent  les  liaisons,  soit 
égale  à  zéro,  quels  que  soient  les  déplacements  virtuels  qu*on 
attribue  aux  différents  points  matériels  dont  il  est  formé. 
Mais  si,  parmi  tous  les  déplacements  infiniment  petits  qu'on 
peut  attribuer  à  ces  divers  points  matériels,  on  choisit  spé- 
cialement ceux  qui  sont  compatibles  avec  les  liaisons,  on 
verra  que  les  forces  qui  tiennent  lieu  des  liaisons  disparaî- 
tront d'elles-mêmes  dans  les  équations  fournies  par  le  théo- 
rème du  travail  virtuel.  En  effet,  si  Ton  considère  eu  premier 
lieu  les  deux  forces  capables  de  maintenir  Tinvariabilité  de 
distance  de  deux  points  du  système ,  la  somme  des  travaux 
de  ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel 
en  vertu  duquel  la  distance  des  deux  points  ne  change  pas 
(§  176).  Si  Ton  considère  en  second  lieu  la  force  capable 
d'empêcher  un  point  de  sortir  d'une  courbe  fixe  ou  d'une 
sur^ace  fixe,  le  travail  de  celle  force  correspondant  à  un  dé- 
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placement  virtuel  du  point  dirigé  suivant  la  courbe  fixe  ou 
sur  la  surface  fixe  est  égal  à  zéro ,  puisque  ce  déplacement 
virtuel  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force.  Enfin, 
jj.  si  Ton  considère  les  deux  forces  capables 

j  de  maintenir  les  surfaces  S,  S',  fi^,  92, 

de  deux  solides  invariables  en  contact 
Tune  avec  Tautre,  la  somme  des  travaux 
de  ces  deux  forces  est  nulle  pour  tout 
I  mouvement  virtuel  du  système  en  vertu 

N  duquel  ces  deux  surfaces  ne  cessent  pas 

Fig.  92.  (Je  se  toucher  ;  car  les  positions  Ai ,  A'i , 

où  les  points  des  deux  surfaces  qui  coïncidaient  primitive- 
ment en  A ,  viennent  se  placer  par  suite  de  ce  mouvement 
vii*tuel,  sont  toutes  deux  situées  sur  le  plan  tangent  com- 
mun à  ces  surfaces  après  leur  déplacement,  plan  tangent 
qui  ne  fait  qu'un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  tan- 
gent commun  en  A;  les  déplacements  A  Ai,  AA'i  des  points 
d'application  des  deux  forces,  que  nous  supposons  appli- 
quées aux  deux  solides  pour  les  maintenir  en  contact  Tun 
avec  Tauti^e,  ont  donc  une  même  projection  sur  la  direction 
commune  NN'  de  ces  forces,  puisque  NN'  est  la  normale 
commune  aux  deux  surfaces  en  A;  et  par  conséquent  la 
somme  des  travaux  virtuels  de  ces  deux  forces  égales  et 
contraires  est  nulle  pour  un  pareil  mouvement  virtuel.  Ou 
peut  dire  d'après  cela  que ,  si  Ton  met  de  côté  toutes  les 
forces  capables  de  remplacer  les  liaisons,  pour  ne  s'oc- 
cuper que  des  autres  forces  directement  appliquées  aux  di- 
verses parties  du  système  matériel,  et  si  Ton  suppose  que  le 
système  soit  en  équilibre ,  la  somme  des  travaux  virtuels  de 
ces  dernières  forces  est  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons» 

Nous  allons  voir  que ,  réciproquement ,  si  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F',  F'',...,  directement  appli- 
quées au  système  matériel ,  est  égale  à  zéro,  pour  tout  dé- 
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placement  iiiGninieiit  petit  compatible  avec  les  liaisons ,  ce 
système  est  en  équilibre.  En  eflfet,  s'il  n'y  avait  pas  «'équilibre, 
le  système  matériel  dont  jl  s'agit  se  mettrait  en  mouvement 
sous  l'action  des  forces  F,  F',  F",.-»  >  et  son  mouvement  s  ef- 
fectuerait conformémeut  aux  liaisons  auxquelles  il  est  assu- 
jetti ;  on  pourrait  évidemment  s'opposer  à  ce  mouvement  en 
appliquant  à  chacun  des  points  matériels  du  système  une 
force  convenable  dirigée  en  sens  contraire  de  la  direction 
suivant  laquelle  ce  point  matériel  tendrait  à  se  déplacer  ;  dès 
lors  le  système  matériel  serait  en  équilibre  sous  l'action  des 
forces  Q,Q',Q",.... ,  que  l'on  devrait  ainsi  appliquer  à  ses 
divers  points ,  et  des  forces  F, F, F",.-  ?  que  l'on  avait  déjà. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  établi  il  n'y  a  qu'un  instant ,  la 
somme  des  travaux  de  cet  ensemble  de  forces  Q,0',Q",..., 
F,  F',  F",..-  devrait  être  nulle,  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons,  et  en  particulier  pour  le  dépla- 
cement infiniment  petit  que  le  système  aurait  pris  tout  d'a- 
bord sous  l'action  des  forces  F,  F,  F",.-  seules ,  si  l'on  n'a- 
vait pas  appliqué  les  forces  Q,Q',Q",....  pour  s'y  opposer. 
Mais ,  par  hypothèse ,  la  somme  des  travaux  virtuels  des 
forces  F,  F',  F", —  est  nulle  pour  tout  déplacement  com- 
patible avec  les  liaisons,  et  par  conséquent  pour  le  mou- 
vement particulier  dont  il  s'agit  :  donc ,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  des  forces  Q,  Q',  Q", devrait  aussi  «Hre 

nulle  pour  ce  mouvement  particulier,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  y  dans  ce  mouvement,  le  point  d'application  de  cha- 
cune de  ces  forces  Q  se  déplace  précisément  en  sens  con- 
traire du  sens  dans  lequel  lu  force  agit  j  ce  qui  fait  que  les 
travaux  virtuels  des  forces  Q,Q',Q ",....  sont  tons  né- 
gatifs. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que ,  pour  qu'un  sys- 
tème matériel ,  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons,  soit  en 
équilibre  sous  l'action  de  divei-ses  forces  F,  F,  F", ... ,  di- 
rectement appliquées  à  ses  différents  points ,  il  faut  et  il 


ÉQI'ILIBRE    d'un   système    MATÉRIEL    QtELCOrtQUE.       ^M 

siiflit  que  la  somme  des  travaux  virliicls  de  ces  forces  soit 
nulle  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  compatible 
avec  les  liaisons. 

§  187.  Un  solide  invariable  est  un  cas  particulier  d*un 
système  matériel  dans  lequel  existent  des  liaisons,  puis- 
qu'un pareil  solide  n'est  autre  chose  qu'un  système  matériel 
dont  les  divers  points  sont  supposés  à  des  distances  inva- 
riables les  uns  des  autres.  D'après  cela ,  donner  au  solide 
un  mouvement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons  qu'on 
imagine  à  son  intérieur,  c'est  le  déplacer  tout  d'une  pièce , 
sans  qu'il  éprouve  aucun  changement  de  forme  dans  ses  di- 
verses parties.  Il  résulte  de  là  que,  pour  qu'un  solide  inva- 
riable soit  en  équilibre  sous  l'action  de  diverses  forces,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux  virtuels  de  ces 
forces  soit  nulle  pour  tout  mouvement  infiniment  petit  attri- 
bué au  solide ,  la  forme  du  solide  restant  d'ailleurs  toujours 
la  même,  malgré  le  changement  de  position  qu'on  lui  fait 
subir.  Nous  retrouvons  ainsi  le  théorème  du  travail  virtuel , 
dans  le  cas  d'un  solide  invariable ,  tel  que  nous  l'avons  éta- 
bli précédemment  (§  176)  par  des  considérations  directes. 
Il  est  important  de  remarquer  cependant  que,  pour  arriver 
à  l'établir  ainsi  directement ,  nous  avons  dû  admettre  tout 
d'abord  (§  15S)  que  deux  forces  égales  et  contraires  appli- 
quées à  deux  points  différents  d'un  solide  invariable ,  et  sui- 
vant la  droite  qui  les  joint ,  se  font  mutuellement  équilibre; 
tandis  que  nous  venons  en  dernier  lieu  de  démontrer  ce  même 
théorème  du  travail  virtuel,  sans  rien  admettre  de  plus  que  les 
principes  énoncés  dans  le  chapitre  premier  du  livre  ii ,  et 
les  conséquences  que  nous  en  avons  déduites  par  une  suite 
de  raisonnements  rigoureux  .Cette  proposition  que  nous  avons 
admise  relativement  à  deux  forces  égales  et  directement 
opposées,  appliquées  à  deux  points  différents  d'un  solide 
invariable ,  et  qu'on  peut  regarder  comme  évidente  par  elle- 
même  ,  se  trouverait  donc  justifiée  par  ce  qui  précède ,  si 
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l'on  voyait  quelque  difliculié  a  la  coiisidënT  comme  évi- 
dente. 

£n  appliquant  le  théorème  du  travail  virtuel  y  dans  le  cas 
d'un  solide  invariable  soun)is  à  l'action  de  divei*S€*s  forces , 
nous  avons  trouvé  les  six  équations  (a)  du  §  177,  équations 
qui  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  exprimer  l'équilibre 
du  solide  sous  l'action  de  ces  forces.  Le  solide  dont  il  s'agit 
nVtait  assujetti  à  aucune  autre  condition  que  l'invariabilité 
des  distances  mutuelles  des  divers  points  matériels  qui  le 
composent;  sauf  cette  invariabilité,  il  était  entièrement  li- 
bre de  céder  à  l'action  des  forces.  Nous  pouvons  mainte- 
nant aller  plus  loin  en  nous  appuyant  sur  le  théorème  du 
travail  virtuel  que  nous  venons  d'établir  pour  un  système 
matériel  contenant  des  liaisons.  Nous  pouvons  trouver  les 
équations  d'équilibre  d'un  solide  invariable  qui  n'est  pas 
complètement  libre  de  céder  aux  actions  des  forces  qui  lui 
sont  appliquées. 

Considérons  en  premier  lieu  un  solide  invariable  qui  ne 
peut  que  tourner  autour  d*nn  point  fixe  :  si  nous  prenons  ce 
point  pour  origine  des  coordonnées,  cl  que  nous  donnions 
au  solide  successivement  trois  rotations  infiniment  petites 
autour  de  chacun  des  trois  axes,  le  théorème  du  travail  vii^ 
tucl  nous  fournira  les  trois  équations 

2{Zy— Y2)=o.       2;(X5-Z^)=o.         2;(Ya?— Xy)  =o. 

Un  mouvement  infiniment  petit  quelconque  du  solide, 
compatible  avec  la  liaison  à  laquelle  il  est  assujetti ,  ne  peut 
être  qu'une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le  point 
fixe  ;  ce  mouvement  peut  donc  toujours  se  décomposer  en 
trois  rotations  autour  des  axes  coordonnés ,  et  par  suite  l'é- 
quation fournie  par  le  théorème  du  travail  virtuel  pour  ce 
mouvement  (inelconque  sera  une  conséquence  des  trois 
équations  précédentes  :  il  résulte  de  là  que  ces  trois  équa- 
tions sont  suffisantes  pour  exprimer  ré(|uilibrc  du  solide. 


r 
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On  peut  comprendre  ces  équations  d'équilibi*e  dans  un  seul 
énoncé ,  en  disant  que,  pour  qu'un  solide  invariable  qui  ne 
peut  que  tourner  autour  d*un  point  fixe  soit  en  équilibre 
sous  Taction  de  divei*ses  forces,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  une  droite 
quelconque  menée  par  te  point  fixe  soit  égale  à  zéro. 

Dans  le  cas  où  un  solide  invariable  ne  peut  que  tourner 
autour  d*un  axe  fixe ,  il  est  aisé  de  voir  qu'une  seule  équa- 
tion exprimera  l'équilibre  de  ce  solide  sous  l'action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées  :  pour  que  le  solide  soit  en 
équilibre ,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments  des 
forces  par  rapport  à  l'axe  fixe  soit  nulle. 

Enfin ,  dans  je  cas  où  un  solide  invariable  ne  peut  se 
mouvoir  que  parallèlement  à  un  plan  fixe,  on  trouve  les 
équations  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ce  solide  soit 
en  équilibre,  en  exprimant  ç|ue  la  somme  des  travaux  vii** 
tuels  des  forces  qui  lui  sont  appliquées  est  nulle  pour  trois 
déplacements  différents,  savoir  :  pour  deux  translations 
suivant  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  fixe, 
et  pour  une  rotation  autour  d'un  axe  mené  perpendiculai- 
rement à  ce  plan  par  le  point  de  rencontre  des  deux  pre- 
miers. Ces  équations  d'équilibre  sont  les  mêmes  que  celles 
que  Ton  trouverait  si  l'on  projetait  toutes  les  forces  sur  le 
plan  fixe ,  et  qu'on  exprimât  ensuite  que  le  solide  est  en 
équilibre  sous  l'action  de  ces  forces  projetées  (§  179). 

§  188.  Équilibre  relatif  d^on  système  matériel.  — 
Ce  que  nous  avons  dit  pour  M'équilibre  relatif  d'un  point 
matériel  (§  1/iO)  peut  s'étendre  immédiatement  à  l'équilibre 
relatif  d'un  système  quelconque  de  points  matériels  ;  cet 
équilibre  se  ramène  à  un  équilibre  absolu  par  l'adjonction 
dos  forces  apparentes  correspondant  aux  divers  points  du 
système,  aux  forces  qui  sont  réellement  appliquées  à  ces  dllfé- 
i-ents  points.  En  prenant  l'ensemble  de  ces  forces  apparentes 
et  réellesr,  et  leur  appliquant  le  théorème  du  travail  virtuel , 
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on  trouvera  dans  tous  les  cas  les  équations  auxquelles  elles 
doivent  satisfaire  pour  que  le  système  soit  en  équilibre  relatif, 
c*est-à-dire  pour  qu'il  ne  sorte  pas  de  Tétat  de  repos  relatif 
dans  lequel  on  le  suppose  primitivement  placé. 

Les  corps  qui  nous  paraissent  en  équilibre  autour  de 
nous  sont  seulement  en  équilibre  relatif,  puisque  la  terre 
n'est  pas  immobile.  Nous  pouvons  traiter  cet  équilibre  rela- 
tif comme  sll  était  absolu ,  en  considérant  pour  chaque  nio- 
lécule ,  non-seulement  les  forces  qui  lui  sont  réellement  ap- 
pliquées, mais  encore  la  force  d'inertie  correspondant  au 
mouvement  réel  de  cette  molécule  supposée  en  repos  par 
rapport  à  la  terre.  Mais  si,  parmi  les  forces  qui  agissent 
réellement  sur  les  molécules ,  nous  pi*enons  spécialement 
les  attractions  qu'elle  éprouve  de  la  paît  de  la  masse  en* 
tière  de  la  terre ,  ainsi  que  de  la  part  du  soleil  et  de  la  lune, 
et  si  nous  composons  la  force  d'inertie  dont  nous  venons  de 
parler  avec  ces  attniclions ,  nous  aurons  une  résultante  qui 
sera  précisément  ce  (|ue  nous  nommons  le  poids  de  cette 
molécule  (§  1^6),  et  la  direction  de  cette  force  résultante 
sçra  la  verticale  correspoudant  au  point  oit  la  moléciilt;  est 
située.  Nous  voyons  par  là  que  Ton  peut  assimiler  l'étiit  de 
repos  des  corps  sur  la  terre  à  un  équilibre  absolu ,  eu  re- 
gardant le  poids  de  chaque  molécule  comme  si  c'était  une 
force  qui  lui  fût  réellement  appliquée  suivant  la  verticale , 
et  exprimant  que  ce  poids ,  joint  aux  forces  réelles  auti*es 
que  les  attractions  dont  il  vient  d'être  question ,  forme  un 
système  de  forces  qui  satisfait  aux  c^quations  d'équilibre 
fournies  par  le  théorème  du  travail  virtuel. 

Pour  trouver  la  grandeur  de  ce  poids  de  chaque  molécule 
d'un  corps,  et  par  suite  le  poids  total  du  corps  considéré 
comme  un  solide  invariable ,  nous  n'avons  pas  besoin  d'ail- 
leurs de  nous  préoccuper  de  la  définition  que  nous  en  avons 
donnée,  et  de  chercher  à  effectuer  la  composition  des  atti*ac- 
fions  que  la  molécule  éprouve  de  la  part  de  la  terre ,  du  so- 
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leil  et  de  la  lune,  avec  la  force  d*îiiertie  correspondant  à  son 
mouvement  d'entrainenoeiit  :  rexpérience  nous  fournit  di- 
reclenient  la  grandeur  du  poids  d*un  corps ,  et  de  même  elle 
nous  fait  connaître  la  veiticale ,  qui  est  la  direction  suivant 
laquelle  ce  poids  doit  être  i*egardé  comme  exerçant  son 
action. 

D'après  les  explications  que  nous  avons  données  précé- 
demment (§  149),  le  poids  d'un  corps  change  périodique- 
ment de  grandeur  aux  diverses  heures  d'une  même  journée , 
et  de  même  la  verticale  correspondant  a  un  point  quel- 
conque cbaioge  périodrcfiifiment  de  direction.  Il  s'ensuit  que 
l'état  d'équilîhre  des  corps  sur  ht  tfirre  doit  changer  conti- 
nuellement ,  par  suite  de  ces  circonstances.  Mais  ces  chan- 
gements sont  tellenoent  faibles  qu'il  n'est  généralement  pas 
possible  d'en  apercevoir  les  effets ,  et  qu'il  n'y  a  lieu  de  s'en 
préoccuper  que  dans  des  cas  extrêmement  restreints  :  nous 
regarderons  donc  habituellement  les  poids  des  molécules 
des  corps  situés  sur  la  terre  comme  des  forces  constantes 
en  grandeur  et  en  direction. 

§  189.  Equilibre  den  systèmes  pesants  dans  lesquels 
e!iListent  des  liaisons.  —  Considérons  un  système  matériel 
assujetti  à  certaines  liaisons,  telles  que  celles  que  nous 
avons  définies  précédemment  (§  186),  et  supposons  que  ses 
diverses  molécules  ne  sont  d'ailleurs  soumises  qu'à  l'action 
de  la  pesanteur.  Pour  qu'un  pareil  système  soit  en  équilibre , 
il  faut  et  il  suffit  que,  pour  tout  mouvement  virtuel  compa- 
tible avec  les  liaisons,  le  centre  de  gravité  du  système  reste 
dans  le  plan  horizontal  dans  lequel  il  se  trouvait  d'abord. 
En  effet,  la  condition  d'€M|uilibre ,  telle  que  la  fournit  le 
Ihéorème  du  travail  virtuel ,  c'est  que  la  somme  des  tiiivaux 
virtuels  des  poids  des  diverses  molécules  du  système  soit 
nulle,  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons 
(§186);  mais  nous  avons  vu  (§  173)  que  cette  somme  de 
travaux  a  toujoui*s  pour  valeur  le  travail  d'une  force  égale 
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au  [)oî(ls  total  du  système  appliquée  à  sou  centre  de  gra- 
vité :  donc,  on  exprimera  l'équilibre  du  système  en  disant 
que  ce  deniier  travail  est  nul  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons ,  c'est-à-dire  que ,  de  quelque 
manière  qu'on  effectue  ce  déplacement,  le  centre  de  gravité 
du  système  ne  sort  pas  du  plan  horizontal  dans  lequel  il 
était  primitivement  situé. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  positions  cpie  peut  prendre  le  centre  de  gravité 
d'un  système  pesant,  lorsqu'on  donne  à  ee  système  tous  les 
mouvements  compatibles  avec  les  liaisons  auxquelles  il  est 
assujetti ,  soit  une  ligne  courbe  ou  bien  une  surface  :  le  sys- 
tème sera  en  équilibre  toutes  les  fois  que  son  centre  de  gra- 
vité se  trouvera  au  point  le  plus  élevé  ou  au  point  le  plus  bas 
de  la  courbe  ou  de  la  surface,  et  en  général  toutes  les  fois  qu'il 
sera  en  un  point  tel  que  la  tangente  à  la  courbe ,  ou  le  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point  aura  une  direction  horizon- 
tale. S'il  arrivait  que  le  centre  de  gravité  d'un  système  pe- 
sant restât  constamment  dans  un  même  plan  horizontal ,  de 
quelque  manière  qu'on  changeât  les  positions  de  ses  diver- 
ses parties,  en  ayant  égard  aux  liaisons,  on  devrait  en  con- 
clure nécessairement  que  le  système  est  en  équilibre  dans 
toutes  ces  positions  :  ou  dit  alors  que  l'équilibre  est  indiffé- 
rent. C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier,  si  le  centre  de 
gravité  du  système  reste  toujours  au  môme  point  de  l'es- 
pace, de  quelque  manière  que  l'on  déplace  les  diverses  par- 
ties de  ce  svstème. 

§  190.  On  trouve  une  application  de  ce  qui  précède 
dans  la  construction  des  ponts-levis  à  flèche.  Le  tablier  AR 
du  pont,  fig.  95,  est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  A; 
deux  chaînes  BC  paitent  des  deux  côtés  du  tablier,  et  vont 
s'attacher  aux  extrémités  de  deux  flèches  CD  formant  un 
cadre  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  E;  un  contres- 
poids  Q,  supporté  par  les  deux  flèches ,  sert  à  équilibrer  le 
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poids  du  liiWicp.  On  prend  la  distance  EC  égale  à  AB,  et 
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Fig.  93. 

on  donne  aux  deux  chaînes  BC  une  longueur  égale  à  AE;  de 

■ 

sorte  que  la  figure  ABCE  est  w\\  parallélograninie  dans  toutes 
les  positions  que  Ton  peut  donner  au  système,  en  faisant 
tourner  les  flèches  autour  de  Taxe  E,  et  le  tablier  autour  de 
Taxe  A,  sans  que  les  chaînes  BC  cessent  d'être  tendues;  il 
en  résulte  que,  dans  un  pareil  mouvement,  Tangle  dont  le 
tablier  tourne  autour  de  Taxe  A  est  toujours  égal  à  Tangle 
dont  les  flèches  tournent  en  même  temps  autour  de  Taxe  E. 
Pour  trouver  le  centre  de  gravité  du  système  tout  entier, 
formé  du  tablier,  des  chaînes,  des  flèches  et  du  cpntre* 
poids ,  nous  pouvons  concevoir  que  chaque  chaîne  soit  rem- 
placée par  deux  masses  égales  chacune  à  la  moitié  de  sa 
masse ,  et  placées  à  ses  deux  extrémités  ;  soient  G  et  G'  les 
centres  de  gravité  du  tablier  d'une  part,  et  des  flèches 
avec  le  contre- poids  Q  d'une  autre  part,  en  y  comprenant 
de  part  et  d'autre  les  masses  qui  tiennent  lieu  des  moitiés 
des  chaînes  ;  soient,  en  outre ,  P  et  F  les  poids  de  ces  deux 
parties  du  système  :  le  point  d'application  de  la  résultante 
des  forces  parallèles  et  de  même  sens  P,  F,  appliquées  aux 
points  G,  G',  sera  le  centre  de  gravité  du  système  tout  en- 
tier. On  détermine  le  contre-poids  Q,  et  sa  position  sur  la 
charpente  formée  par  les  flèches ,  de  manière  à  satisfaire  à 
deux  conditions,  savoir  :  l"*  que  la  ligne  £  G' soit  parallèle  à 
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A  G,  pour  une  position  particulière  du  système;  S'^ciue  Ton 
ait  la  proportion 

V       KG' 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  parallélisme  de  EG'et  de  A  G  se 
conserve  dans  toutes  les  positions  que  Ton  peut  donner  :m 
système,  et  que,  par  conséquent,  d'après  la  seconde  des 
conditions  qui  viennent  d'être  indiquées ,  le  centre  de  gra- 
vité de  tout  le  système  se  trouve  toujours  en  un  point  O,  si- 
tué sur  la  droite  A£,  de  telle  manière  qu  on  ait 

AO_AG        F 

Il  résulte  de  là  que  le  pont-levis,  ainsi  constitué,  est  en 
équilibre  indifiërent  dans  toutes  les  positions  qu*on  peut  lui 
donner,  eu  faisant  tourner  les  flèches  autour  de  Taxe  E,  et 
par  suite  le  tablier  autour  de  Taxe  A. 

Au  lieu  d'accrocher  les  chaînes  qui  supportent  \v  tablier 
d'un  pont-levis  à  des  flèches  munies  d'un  contre -poids, 
comme  nous  venons  de  le  6uv,  on  peut  faire  passer  ces 
chahies  sur  des  poulies  placées  au-dessus  du  tablier,  et  sus- 
pendre à  leurs  extrémités  des  contre-poids  destinés  à  équi- 
librer le  poids  de  ce  tablier.  On  peut,  en  outre-,  obliger  ces 
contre-poids  a  glisser  le  long  de  courbes  flxes,  afin  que  la 
tension  de  chaque  chaîne  due  à  faction  du  contre-poids  qui 
la  termine  varie  suivant  que  le  tablier  du  pont  est  plus  ou 
moins  relevé.  Si  Ton  détermine  ces  courbes  fixes  de  telle 
manière  que  le  centre  de  gravité  du  tablier,  des  chaînes  et 
des  contre-poids  reste  toujours  sur  un  même  plan  horizon  <- 
tal,  le  pont-levis  sera  en  équilibre  indifférent  dans  toutes 
les  positions  qu'on  pourra  lui  faire  prendre. 

Vn  pont-levis  a  flèches ,  ou  bien  à  contre-poids  mobiles 
le  long  de  courbes  fixes ,  est  loin  de  rentrer  complètement 
dans  le  cas  des  systèmes  à  liaisons  que  nous  avons  consi- 
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dérés.  Les  tourillons  du  tablier,  et  ceux  des  flèch(»s ,  <'»prou- 
vent  des  frottemenls  de  la  part  des  ouvertun^s  ou  coussi- 
nets dans  lesquels  ils  tournent;  les  contre-poids  glissant  le 
long  de  courbes  fixes  éprouvent  également  des  frottements 
de  la  part  de  ces  courbes.  Mais  il  est  clair  qu'on  peut  faire 
abstraction  de  ces  frottements  divei^  dans  la  théorie  de  ré- 
tablissement des  ponts-levis ,  et  raisonner  comme  nous  Ta- 
vous  fait ,  en  faisant  rentrer  ces  appareils  dans  les  systèmes 
à  liaisons  que  nous  avons  considérés  d'une  manière  géné- 
rale :  si  un  pont-levis  est  disposé  de  manière  à  être  en  équi- 
libre indifférent  dans  toutes  les  positions  qu'on  peut  lui  don- 
ner, dans  le  cas  où  il  ne  se  développerait  de  frottement  dans 
aucune  de  ses  parties ,  il  restera  à  plus  forte  raison  en  équi- 
libre dans  chacune  de  ses  positions  lorsque  ces  frottements 
exerceront  leur  action. 

^  191.  Dans  la  construction  des  appareils  de  diverses 
espèces  destinés  à  peser  les  corps,  on  cherche  à  réaliser  au- 
l;mt  que  possible  les  liaisons  idéales  que  nous  avons  défi- 
nies précédemment  (§  186);  ces  appareils  sont  d'autant 
meilleurs  à  ce  point  de  vue,  qu'ils  sont  plus  près  de  rentrer 
complètement  dans  les  systèmes  à  liaisons ,  pour  lesquels 
nous  avons  établi  le  théorème  du  §  186.  Ainsi,  on  dispose 
les  diverses  pièces  susceptibles  de  fléchir  sous  l'action  des 
forces  qui  leur  sont  appliquées ,  telles  que  les  fléaux  de  ba- 
lances ,  de  manière  que  leur  flexion  soit  toujours  très-faible 
et  qu'on  puisse  les  regarder  comme  étant  des  solides  inva- 
riables; on  fait  en  sorte  que  les  diverses  pièces  solides  qui 
doivent  se  mouvoir  les  unes  par  rapport  aux  autres ,  ne  se 
touchent  que  par  des  couteaux  à  arêtes  déliées ,  de  manière 
que  les  mouvements  relatifs  soient  des  rotations  autour  des 
arêtes  de  ces  couteaux ,  etc.  Les  frottements  que  l'on  peut 
laisser  subsister  dans  certains  appareils ,  tout  en  en  faisant 
abstmction  dans  les  considérations  théoriques  sur  lesquelles 
repose  leur  construction  (§  190),  parce  qu'ils  ne  nuisent 
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pag  à  l'effet  qn*on  veut  obtenir,  seiaîenl  au  coutraîrc  ici  très- 
nuisibles  ,  eu  ce  qu'ils  diminiieraieut  la  mobilité,  et  par  con- 
séquent la  seusibilité ,  des  appareils  dont  nous  nous  oc- 
cupons 

Le  plus  ordinairement  ces  appareils ,  dont  on  se  sert  pour 
peser  les  corps,  se  composent  de  deux  plateaux  mobiles  re- 
liés Tun  à  Tautre  par  un  système,  de  pièces  solides  articu- 
lées entre  elles  ;  de  sorte  que  le  mouvement  ascendant  ou 
descendant  de  Tun  des  plateaux  détermine  nécessairement 
le  mouvement  de  Tautre  plateau  en  sens  contraire.  Le  corps 
à  peser  étant  placé  sur  Tun  des  plateaux,  on  lui  fait  équi- 
libre au  moyen  de  poids  connus  placés  en  quantité  conve- 
nable sur  l'autre  plateau ,  et  la  quantité  de  ces  poids  con- 
nus ,  qu'on  a  du  employer,  fait  connaître  le  poids  du  corps. 
{1  est  aisé  de  voir  qu'un  appareil  de  ce  genre  doit  nécessai- 
rement satisfaire  à  celle  condition ,  que  le  mouvement  de 
chacun  des  deux  plateaux  soit  un  mouvement  de  transla- 
tion ,  c'est-à-dire  que  ses  diverses  parties  s'élèvent  ou  s*a- 
baissent  en  même  temps  d'une  même  quantité.  Car,  en 
supposant  que  l'équilibre  soit  établi,  comme  nous  venons  de 
le  dire,  il  faut  que  cet  équilibre  ne  soit  pas  troublé  par  un 
simple  changement  de  position  d'un  des  corps  pesants  sur 
la  surface  du  plateau  qui  le  supporte;  il  faut  donc  que  le 
(rentre  de  gravité  de  ce  corps  se  déplace  verticalement  de 
la  même  quantité,  quelle  que  soit  sa  position  sur  le  plateau, 
pour  un  même  mouvement  virtuel  attribué  au  système  et 
compatible  avec  les  liaisons,  sans  quoi  la  somme  des  travaux 
virtuels  de  toutes  les  actions  de  la  pesanteur  sur  ce  système 
changerait  de  valeur  p|ir  le  changement  de  position  du 
corps ,  et  cette  somme  ne  pourrait  pas  être  nulle  dans  tous 
les  cas. 

La  condition  que  nous  venons  de  faire  connaître ,  et  qui 
consiste  en  ce  que  chacun  des  deux  plateaux  doit  s'éle\^r 
ou  s'abaisser  d'uji  mouvement  de  translation  pour  un  mou- 
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Yomeiit  iiifiuimeiU  petit  des  pièces  articulées  qui  les  relient 
Tuii  à  Taiitre ,  suffit  pour  que  l'appareil  puisse  iHre  employé 
à  la  détei*uûnation  des  poids  des  corps ,  eu  supposant,  bien 
entendu ,  qu*il  satisfasse  d'ailleurs  à  la  condition  de  mobilité 
dont  nous  avons  parlé  tout  d'abord.  L'équilibre  qu'on  éta- 
blit en  mettant  le  corps  à  peser  sur  l'un  des  plateaux,  et  des 
poids  connus  sur  l'autre  plateau ,  est  tel  que  les  diverses 
pièces  mobiles  de  l'appareil  sont  dans  les  mêmes  positions 
que  si  les  plateaux  n'étaient  chargés  ni  l'un  ni  l'autre;  en 
sorte  que,  pour  tout  déplacement  virtuel  du  système,  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  actions  de  la  pesanteur  sur 
les  diverses  parties  qui  constituent  l'appareil  lui-même  est 
égale  à  zéro  :  il  faut  doue  que  la  somme  des  travaux  virtuels 
de  la  pesanteur,  sur  le  coi'ps  qu'on  veut  peser  d'une  part , 
et  sur  les  poids  connus  d'une  autre  part,  soit  séparément 
nulle ,  c'est-à-dire  que  le  poids  inconnu  et  l'ensemble  des 
poids  connus  sont  entre  eux  dans  le  rapport  inverse  des 
quantités  dont  les  deux  plateaux  se  déplacent  en  même 
temps  suivant  la  verticale.  Ainsi,  il  suffît  de  connaître  le 
rapport  qui  existe  entre  ces  déplacements  simultanés  des 
deux  plateaux ,  estimés  suivant  la  verticale ,  pour  en  con  - 
dure  le  rapport  du  poids  inconnu  à  l'ensemble  des  poids 
connus  qui  lui  font  équilibre,  et  par  conséquent  pour  ti'ou- 
ver  la  valeur  de  ce  poids  inconnu.  Dans  la  balance  ordi- 
naire ,  où  les  deux  plateaux  sont  suspendus  aux  extrémités 
d'un  fléau  mobile  autour  de  son  milieu ,  les  déplacements 
simultanés  des  plateaux  suivant  la  verticale  sont  égaux 
l'un  à  l'autre ,  et  par  suite  le  poids  du  corps  que  l'on  pèse 
est  égal  à  l'ensemble  des  poids  connus  avec  lesquels  on  lui 
fait  équilibre.  Il  en  est  de  même  de  la  balance  de  Roberval , 
ou  balance  à  plateaux  supérieurs ,  qui  est  si  répandue  de- 
puis quelque  temps  dans  le  commerce.  Dans  les  bascules 
diverses  employées  à  peser  les  corps  un  peu  lourds ,  les  dé- 
p'acements  simultanés  des  deux  plateaux  sont  ordinaire- 
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ment  eoire  oux  dans  le  rapport  de  1  à  10,  oa  même  dr  1  à 
100,  de  sorte  qa1l  faut  pivodre  10  fois  on  100  fois  Ten- 
sembie  des  poids  conoos  mis  dans  le  petit  plateau  pour 
avoir  le  poids  du  corps  que  1  on  pèse. 

^  192.  É^alllbrc  ém  p«lyg«ac  faBlcalalre.  -  Suppo- 
sons qu'un  fil  parfaitement  flexible  et  inextensible  soit  sol- 
licité par  des  forces  F,  F,  F'\  F",  F'\  fig.  94,  appliquées  à 
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ses  extrémités  A,  E,  et  à  divers  points  B,  C,  D,  do  sa  lon- 
gueur; ce  fil  étant  on  équilibre  sous  raction  dos  forces  dont 
il  s'ajçit,  affectera  la  forme  d'un  polygone  ayant  pour  som- 
mets les  divers  points  d*application  de  ces  forces  :  on  donne 
à  un  pareil  fil  le  nom  do  polygone  funiculaire,  Xous  al- 
lons voir  en  quoi  consistent  les  conditions  de  son  équilibre. 

Chacun  des  cordons  AB,  BC, éprouve  une  cerUiino 

tension ,  et  l'on  conçoit  que  colto  tension  peut  être  évaUiét^ 
en  nombre  à  Taide  d'un  dynamomètre  (§  86)  qu'on  inter- 
poserait entre  deux  parties  de  ce  cordon ,  préalablement 
coupé  en  un  point  quelconque  do  sa  longueur.  La  tension 
du  cordon  AB  est  évidemment  égale  à  la  force  F,  et  la  di- 
rection de  ce  cordon  est  la  même  que  celle  de  cette  force. 
Il  en  est  de  même  du  cordon  DE,  qui  est  dirigé  suivant  la 
direction  de  la  force  F  ',  et  dont  la  tension  est  égale  à  cette 
force.  Soient  T  et  T,  les  Icmisîoiis  dos  cordons  intermédiaires 
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BC,  CD;  le  point  B  est  en  équilibre  sous  Taction  des  forces 
F',  F,  T,  dont  les  deux  dernières  agissent  respectivement 
suivant  les  lignes  BA,  BC;  il  s'ensuit  que  Tune  quelconque 
de  ces  trois  forces  est  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  des  deux  autres  :  donc  Ici  cordon  BC  doit  être  di- 
rigé dans  le  plan  des  deux  forces  F,  F',  suivant  le  prolorï* 
gement  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur 
ces  deux  forces,  appliquées  toutes  deux  au  point  B,  et 
la  longueur  de  cette  diagonale  détermine  la  gran(j(eur  de  la 
tension  T  du  cordon  BC.  De  même,  Téquilibre  du  point  C, 
soumis  aux  actions  des  forces  F",  T,  T',  exige  que  CD  soit 
dirigé  dans  le  plan  mené  par  F'  et  par  BC ,  suivant  le  pro- 
longement de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  F",  T,  appliquées  au  point  C  ;  et  la  lon- 
gueur de  cette  diagonale  détermine  la  grandeur  de  la  ten- 
sion T'  du  cordon  CD.  Enfin,  la  force  F'^  qui  a  la  même 
direction  que  le  cordon  DE,  doit  être  située  dans  le  plan 
mené  par  F'" et  CD,  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  forces  F"' et 
T',  appliquées  au  point  D,  et  égale  à  la  force  que  représente 
cette  diagonale. 

Ces  conditions  d'équilibre  du  polygone  funiculaire  peu- 
vent s'exprimer  simplement  à  l'aide  d'une  construction  géo- 
métrique ,  ainsi  que  nous  allons  le  voir.  Par  un  point  quel- 
conque 0  de  l'espace,  fig,  9/i,  menons  une  droite  OM  égale 
et  parallèle  à  celle  qui  représente  la  force  F,  et  dans  le  sens 
dans  lequel  cette  force  agit  ;  par  le  point  M  ainsi  obtenu , 
menons  de  même  une  droite  MN  égale  et  parallèle  à  celle 
qui  représente  la  force  F';  la  droite  ON  est  égale  et  parallèle 
à  celle  qui  représente  la  résultante  des  deux  forces  F,  F':  le 
cordon  BC  doit  donc  être  parallèle  à  la  droite  ON,  et  la 
tension  T  de  ce  cordon  doit  être  égale  à  la  force  que  repré- 
sente luette  droite.  On  verra  de  même  que  si  l'on  mène  N  P 
égale  et  parallèle  à  la  droite  qui  représente  la  force  F",OP 
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Mra  égale  et  parallèle  à  la  droite,  qui  représente  la  résul- 
tante des  forces  F"  et  T,  appliquées  au  point  C  :  le  cordon 
OC  doit  donc  être  parallèle  à  la  di'oite  OP,  et  la  tension  T' 
de  ce  cordon  doit  être  égale  à  la  force  que  représente  cette 
droite.  Enfin ,  si  Ton  mène  P  Q ,  égale  et  parallèle  à  F",  la 
force  F*  doit  être  parallèle  à  OQ  et  égale  à  la  force  que 
cette  droite  0  Q  représente  ^  de  sorte  que,  si  Ton  mène  par  le 
point  Q  une  droite  égale  et  parallèle  à  celle  qui  représente 
la  force  F%  Textrémité  de  cette  droite  doit  coïncider  avec 
le  point  0.  Il  suit  de  là  que,  si,  à  partir  d'un  point  quelcon- 
que 0,  on  mène  à  la  suite  les  unes  des  autres  les  droites 
OM,  MN,  N  P,  PQ,  QR,  respectivemeni  égales  et  parallèles 
aux  forces  F,  F',  F",  F'",  F'\  les  conditions  d'équilibre  du 
polygone  funiculaire  consistent  en  ce  que  :  1*  Textrémité  K 
du  polygone  auxiliaire  ainsi  formé  doit  coïncider  avec  sou 
point  de  départ  0  ;  2""  les  cordons  intermédiaires  BC ,  CD  du 
polygone  funiculaire  doivent  être  parallèles  aux  diagonales 
ON,  UP  de  ce  poygone  auxiliaire.  Quant  aux  tensions  de 
ces  cordons  intermédiaires ,  elles  sont  déteiminées  par  les 
longueurs  des  diagonales  ON,  OP.  Il  est  bon  d'ajouter  que, 
outre  les  conditions  d'équilibre  qui  viennent  d'être  indi- 
quées ,  il  faut  encore  que  les  valeurs  que  l'on  trouve  ainsi 
pour  les  tensions  des  cordons  BC,  CD  ne  soient  pas  néga- 
tives ,  c'est-à*dire  qu'il  ne  faut  pas  que  les  forces  appliquées 
aux  deux  extrémités  de  l'un  de  ces  cordons  tendent  à  rap* 
procher  ces  extrémités  l'une  de  l'autre ,  au  lieu  de  tendre  à 
les  éloigner  :  si  l'on  trouvait  une  valeur  négative  pour  la 
tension  d'un  cordon ,  l'équilibre  ne  pourrait  pas  avoir  lieu , 
à  moins  que  ce  cordon  ne  fut  remplacé  par  une  tige  rigide 
eapable  de  résister  aux  actions  des  forces  qui  tendent  à  rap- 
procher ses  extrémités  l'une  de  l'autre. 
.    Dans  le  cas  particulier  où  les  divei^es  forces  F,  F',  F", . . . 
qui  agissent  sur  le  polygone  funiculaire  sont  toutes  paral- 
lèles à  un  même  plan,  il  est  aisé  de  voir  que  le  polygone 
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auxiliaire  OMNP est  situé  tout  entier  dans  uu  plan 

parallèle  au  précédent;  le  polygone  funiculaire  dont  les 

divers  cordons  sept  parallèles  aux  lignes  OM,  ON,  OP, , 

est  donc  également  situé  tout  entier  dans  un  plan,  qui  con- 
tient en  môme  temps  les  directions  des  forces  F,  F',  F', .... 
Il  en  est  encore  de  même  lorsque  toutes  les  forces  intermé- 
diaires F',  F",  F'"  sont  parallèles  entre  elles,  quelles  que 
soient  les  directions  des  forces  extrêmes  F,  F'^-  car  alors 
les  côtés  M  N,  NP,  PQ  du  polygone  auxiliaire  sont  dirigés 
suivant  une  même  ligne  droite,  et  par  conséquent  ce  poly- 
gone auxiliaire  prend  dans  son  ensemble  la  forme  d'un 
triangle  :  le  polygone  funiculaire  est  donc  nécessairement 
situé  tout  entier  dans  un  plan  parallèle  au  plan  de  ce 
triangle, 

§  193,  Nous  pouvons  appliquer  oe  qui  précède  à  la  dé- 
termination de  la  forme  des  cbatnes  qui  supportent  un  pont 
suspendu.  Ces  chaînes  sont  reliées  au  tablier  du  pont  par 
des  barres  verticales  équidistantes.  Dans  la  construction 
d'un  pareil  pont,  on  s'impose  la  condition  que  ces  barres  ver- 
ticales soient  également  tendues,  c'est-à-dire  que  chacune 
d'elles  ait  à  supporter  une  même  portion  du  poids  total  du 
tablier  :  c'est  d'après  cette  condition  que  l'on  cherche  la 
forme  que  doit  prendre  chacune  des  chaînes,  considérée 
comme  constituant  un  polygone  funiculaire. 


n 
« 


>i"" 


Fig.  •». 

Soient  ABCDE,  fig,  95,  une  portion  quelconque  de  Tune 
iz. 
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de  ces  chaînes,  et  A  A',  BB',  CC,  DD', . . . .  lesban-es  verti- 
cales qai  relient  cette  chaîne  au  tablier.  Construisons  le  po- 
lygone auxiliaire  OMN  PQ  du  paragraphe'précédent.  Pour 
cela,  nous  mènerons  par  un  point  quelconque  0,  une  droite 
0  M  parallèle  à  A  B  et  égale  en  longueur  à  la  ligne  qui  re- 
présente la  tension  de  AB  supposée  connue  ;  par  le  point  M, 
nous  mènerons  une  ligne  MN  verticale  et  égale  à  celle  qui 
représente  la  charge  supportée  par  la  barre  B  B'  ;  par  le  point 
N,  nous  mènerons  de  même  une  ligne  N  P  verticale  et  égale 
à  celle  qui  représente  la  charge  de  la  barre  CC  ;  et  ainsi  de 

suite.  Les  barres  BB',  CC,  DD', devant  être  également 

chargées,  les  lignes  MN,  NP, PQ,  ....  seront  toutes  de 
même  longueur.  Nous  savons  que  les  côtés  BC,  CD,  DE,  — 
doivent  être  respectivement  parallèles  aux  lignes  ON,  OP, 
OQ,  ....  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  conséquences 
que  nous  pourrons  tirer  de  cette  construction. 

Traçons  une  ligne  mnpq  parallèle  à  MNPQ,  et  passant 
à  une  distance  du  point  0  égale  à  la  distance  constante  A'  B' 
qui  sépare  deux  barres  consécutives  ;  les  portions  mn,  np, 
pqy-»>.  de  cette  ligne  comprises  entre  les  points  où  elle 

coupe  OM,  ON,  OP,  OQ , seront  égales  entre  elles.  Pour 

étudier  la  forme  de  la  chaîne  ABCD, . . . ,  rapportons  ses  di- 
vers sommets  à  deux  axes  O'X^  OT^  dont  l'un  est  dirigé  sui- 
vant le  côté  AB,  et  l'autre  est  la  verticale  menée  par  le  mi- 
lieu 0'  de  ce  côté.  Menons,  en  outre,  par  les  points  G,  D,.... 
des  lignes  Cd,  Le  y  —  parallèles  à  O'X.  Il  est  aisé  de  voir 

que  les  lignes  Bc,  Cd,  Le, sont  toutes  égales  à  Om  ; 

d'ailleurs  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE, étant  respective- 
ment parallèles  k  Om,  On,  Op,  Oq,...^  les  angles  CBe, 
LCd,  ED«;....  sont  respectivement  égaux  aux  angles 

mOn,  mOp,  mOq , . . . ,  et  les  angles  BcC,  CcCD,  DeE , 

sont  tous  égaux  à  l'angle  Omn  :  donc  les  triangles  BCe, 
CLd,  DE^, —  sont  respectivement  égaux  aux  triangles 
Omn,  Omp,  Om^,...,  et  par  suite  los  lignes  Ce,  Ld,  Ee,.... 
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sont  respectivement  égales  à  mn,  mp,  mq, . . .,  c'est-à-dire 

à  mn,  2mn,  ^mn, Désignons  Bc  par  a,  et  Ce  par  b. 

Nous  aurons  évidemment  pour  les  coordonnées  du  point  B , 

a?  =  ia,         y  =  o; 
pour  celles  du  point  C, 

pour  celles  du  point  D , 

pour  celles  du  poiat  £ , 

et  en  général ,  pour  les  coordonnées  d'un  sommet  quelcon- 
que de  rang  n , 

2«— 1 
^=-2-0, 

Si  nous  éliminons  n  entre  ces  deux  dernières  formules, 
nous  trouvons  l'équation 

,      2a»  a» 

qui  est  celle  d'une  courbe  passant  par  tous  les  sommets 
A,  By  C,  D, . . .  :  on  voit  que  cette  courbe  est  une  parabole 
du  second  degré ,  ayant  l'axe  des  y  pour  un  de  ses  diamè- 
tres \  et  par  conséquent  ayant  son  axe  de  figure  dirigé  verti- 
calement. 

Supposons  y  ce  qui  a  lieu  habituellement ,  que  l'un  des 
cAtés  de  la  chaîne  soit  horizontal ,  et  que  nous  connaissions 
l'inclinaison  d'un  autre  côté  quelconque ,  du  côté  extrême 
par  exemple;  nous  pourrons  facilement  déterminer  la  forme 
de  la  chaîne  entre  ces  deux  côtés,  ainsi  que  les  rapports 
des  tensions  de  ses  diverses  parties  à  la  charge  constante 
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que  chacun  de  ses  sommets  doit  supporter.  Pour  cela ,  tin-" 
çons  une  ligne  horizontale  ST,  fig.  96,  puis  menons  par  Ip 


s 

c 

^ 

^ 

f 

e 

Fig.  M. 

point  S  une  terticaie  sur  laquelle  nous  porterons  autant  de 
longueurs  égales  SR,  RQ,  — ,  NM,  qu'il  y  a  de  sommets  de 
la  chaîne  entre  le  côté  horizontal  et  le  côté  dont  rinclinaison 
nous  est  donnée  ;  menons  ensuite  par  le  point  M  une  ligne 
MO,  inclinée  comme  ce  dernier  côté  :  nous  pourrons  re- 
garder les  longueurs  S  R,  RQ , ...  M  N,  comme  représentant 
les  charges  égales  des  divers  sommets ,  et  alors  la  longueur 
MO  représentera  la  tension  du  côté  auquel  cette  ligne  est 
parallèle,  SO  représentera  la  tension  du  côté  horizontal,  et 
enfin  les  lignes  RO,  QO,  • . . .  feront  connaître  à  la  fois  les 
directions  des  côtés  intermédiaires  et  les  tensions  de  ces 
côtés.  Si ,  après  avoir  mené  une  série  de  parallèles  équi- 
distantes  destinées  à  représenter  les  directions  des  diverses 
barres  verticales  de  suspension ,  on  trace  le  côté  horizontal 
F 6  entre  deux  éè  ces  parallèles,  il  suflSra  de  mener  par  le 
point  F  une  ligne  FE  parallèle  à  OR,  puis  par  le  point 
E  une  ligne  ED  parallèle  à  OQ,  et  ainsi  de  suite,  pour  avoir 
la  figure  ABCDEFG  de  la  partie  de  chaîne  comprise  entre 
le  côté  horizontal  F  G  et  le  côté  AB^  dont  Tinclinaison  est 
donnée. 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'en  dire  davantage  pour  faire 
comprendre  l'usage  du  polygone  auxiliaire  dans  là  solution 
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des  divei*ses  questions  qu'on  pourrait  se  proposer  reliiiive-^ 
ment  à  la  chaîne  des  ponts  suspendus. 

§  194.  Éqnlllbre  d'nn  fil  henogène  fiesânt.  —  Sup- 
posons qu'un  fil  inextensible  et  parfaitement  flexible  soit  at- 
taché par  ses  deux  extrémités  à  deux  points  fixes ,  et  chet^ 
chons  la  figure  d'équilibre  qu'il  pi*endra  sous  l'action  dé  h 
pesanteur.  Nous  admettrons  que  ce  fil  est  homogène ,  c'est- 
à-dire  que  les  diverses  portions  de  même  longueur  dans 
lesquelles  on  pourra  le  décomposer  ont  toutes  même  masse. 

Imaginons  que  le  fil ,  pris  à  l'état  d'équilibre ,  soit  divisé 
en  une  infinité  d'éléments  ayant  tous  une  même  longueur 
infiniment  petite  ds  ;  nous  pourrons  regarder  ces  divers  élé- 
ments comme  étant  les  côtés  d'un  polygone  infinitésimal 
suivant  lequel  le  fil  est  dirigé.  Désignons  parp  le  poids  de 
l'unité  de  longueur  du  fil  ;  le  poids  de  chacun  des  éléments 
sera  égal  à  pdê.  Il  est  aisé  de  voir  qu'au  lieu  de  regarder  la 
pesanteur  comme  agissant  sur  toute  la  longueur  de  chacun 
des  éléments  du  fil ,  on  peut  supposer  que  le  polygone  infi- 
nitésimal formé  par  la  succession  de  ces  éléments  soit  uni- 
quement soumis  à  des  forces  verticales,  toutes  égales  à 
pdê ,  appliquées  à  ses  différents  sommets  :  la  forme  que  l'on 
trouvera  pour  ce  polygone  infinitésimal  sera  précisément 
celle  qu'affectera  le  fil  homogène  pesant  que  nous  considé- 
rons. La  question  d'équilibre  dont  nous  nous  occupons  n*est 
plus  dès  lors  qu'un  cas  particulier  de  l'équilibre  du  poiy- 
gone  funiculaire. 

Toutes  les  forces  appliquées  aux  divers  sommets  du  po- 
lygone infinitésimal  dont  il  s'agit  étant  parallèles  entre  elle^ , 
nous  savons  déjà  j  d'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment 
(§  ^92)9  Qu^  ^  polygone  doit  être  situé  tout  entier  dans  un 
plan ,  qiîi  sera  le  plan  vertical  mené  par  les  deux  points 
d'attache  du  fil.  Rapportons  les  divers  points  du  fil  à  deux 
axes  coordonnés  dirigés  dans  ce  plan ,  et  pi*enons  pour  axe 
des  X  une  ligne  horizontale,  et  pour  axé  des  y  une  verticale^ 
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supposons ,  en  outre ,  que  les  y  se  comptent  positivement 
de  bas  en  haut.  Soient  T  la  tension  d'un  côté  quelconque  du 
polygone  infinitésimal  dont  nous  cherchons  la  forme,  et 
tUp,  dy,  les  projections  de  ce  côté  dur  les  axes  coordonnés; 
les  composantes  de  la  tension  T,  suivant  des  parallèles  aux 
axes  y  auront  pour  valeurs 

ds'  ds' 

Si  nous  considérons  les  composantes  analogues  de  l'élément 
suivant,  il  est  clair  qu'elles  auront  pour  valeurs 

D'après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  l'équilibre  du  sommet 
commun  à  ces  deux  éléments  consécutifs  du  polygone  infi- 
nitésimal, on  doit  avoir  les  équations 

qui  expriment  que  les  sommes  des  projections  des  foi*ces 
appliquées  à  ce  sommet  sur  chacun  des  deux  axes  coor- 
donnés sont  séparément  nulles  (§  106).  L'intégration  de 
ces  deux  équations  différentielles  va  nous  faire  connaître  la 
forme  d'équilibre  du  fil. 

La  première  des  équations  (a)  s'intègre  iminédiatemeut 
et  donne 

dx      ^ 

Q  étant  une  x^onstante  arbitraire  ;  cette  constante  Q  est  évi- 
demment la  valeur  de  la  tension  T,  au  point  le  plus  bas  du 
fil ,  c'est-à-dire  qu'elle  représente  la  tension  de  l'élément 
horizontal  qui  se  trouve  à  ce  point  le  plus  bas,  puisque, 
pour  cet  élément ,  dx  est  égal  à  d^.  Si  l'on  tire  de  là  la  va- 
leur de  T,  pour  la  substituer  dans  la  seconde  des  équations 
(a),  cette  équation  devient 
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Qd/£=pds; 


OU  bien  en  remplaçant  ds  par  sa  valeur  ^-^  V  *  +  (  1^  )  > 


dx^  p       1 


\/-(l)' 


a  étant  mis  pour  simplifier  à  la  place  de  — .  La  lettre  a  dé- 
signe évidemment  la  longueur  d'une  portion  du  fil ,  dont  le 
poids  pa  est  égal  à  la  tension  Q,  au  point  le  plus  bas. 
En  intégrant  Téquation  (A),  on  trouve 

La  constante  que  nous  devrions  ajouter  à  Tun  des  deux 

membres  est  nulle,  si  nous  convenons  de  prendre  pour  axe 

des  y  la  verticale  menée  par  le  point  le  plus  bas  du  fil ,  de 

dy 
lelie  sorte  que,  pour  a  =  o,  on  doit  avoir  ;7^  =  <>•  L'équation 

dy 
(c),  résolue  par  rapport  à  -~ ,  donne 


d'où,  en  intégrant  de  nouveau,  et  supposant  que  Taxe  des  of 
soit  choisi  de  manière  que  la  constante  soit  nulle, 


flf    tt    ,       11] 


Telle  est  l'équation  de  la  courbe  qu'affecte  un  fil  homogène 
et  parfaitement  flexible ,  sous  l'action  de  la  pesanteur.  Cette 
courbe,  que  l'on  nomme  chai  nette,  jouit  de  propriétés  re- 
marquables ;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper. 


CHAPITRE  V. 


ÉQUILIBRE   DES   SOLIDES   NATURELS. 


§  195.  Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  (§  185),  les  con- 
ditions d'équilibre  d'un  solide  invariable  peuvent  être  ap- 
pliquées à  un  solide  naturel ,  soit  en  prenant  ce  solide  avec 
la  forme  qu'il  possédait  avant  qu'il  fût  soumis  à  l'action  des 
forces  que  l'on  considère,  soit  en  lui  attribuant  la  forme 
qu'il  a  prise  sous  l'action  de  ces  forces.  Dans  le  premier  cas, 
on  ne  commet  génénilement  qu'une  erreur  très-petite ,  et 
d'autant  plus  petite  que  le  solide  est  moins  déformable; 
dans  le  second  cas ,  on  ne  commet  absolument  aucune  ei^ 
reur.  Mais  cette  seconde  manière  d'appliquer  les  conditions 
d'équilibre  d'un  solide  invariable  à  l'équilibre  d'un  solide 
naturel ,  ne  peut  êtixî  employée  qu'autant  que  l'on  a  à  étu- 
dier un  équilibre  existant  réellement ,  et  que  l'on  veut  Uou- 
ver  les  grandeurs  de  quelques-unes  des  forces  qui  agissent 
sur  le  solide  considéré.  Si  l'on  donne  un  solide  naturel ,  et 
qu'on  demande  s'il  pourra  être  en  équilibre  sous  l'action  de 
diverses  forces  données,  en  les  supposant  appliquées  à  cer- 
tains poinu  de  ce  solide ,  on  ne  connaît  pas  d'avance  la 
forme  qu'affectera  ce  solide  lorsque  l'équilibre  dont  il  s'agit 
sera  établi,  si  toutefois  il  peut  s'établir;  il  faut  alors,  ou 
bien  qu'on  néglige  la  déformation  que  les  forces  feront  su- 
bir au  solide,  ou  bien  qu'on  sache  comment  il  se  déforme 
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SOUS  l'action  do  forces  données.  Dans  la  plupart  des  cas,  on 
opère  de  la  première  manière  ;  e'est-à-dire  que,  dans  la  re- 
cherche des  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces 
appliquées  au  solide  pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  on  regarde 
ce  solide  comme  ayant,  sous  l'action  des  forces,  exactement 
la  forme  qu'il  avait  avant  d'être  soumis  à  cette  action.  Seu- 
lement,  quand  on  suit  cetle  marche,  on  doit  ensuite  se 
préoccuper  de  déterminer  les  tensions  et  pressions  qui  se 
développent  dans  les  diverses  parties  du  solide ,  afin  de  voir 
s'il  peut  supporter  ces  tensions  ou  ces  pressions  sans  se 
briser.  Les  questions  que  nous  allons  traiter  dans  ce  cha- 
pitre suffiront  pour  donner  hne  idée  nette  de  cette  manière 
d'opérer. 

§  196.  Résidlanee  ë^nn  sollëe  prismatique  à  iVx- 
tcBsioB  et  à  la  coiii|ireftslaii.  —  Lorsqu'un  solide  homo- 
gène de  forme  prismatique,  tel  qu'une  pièce  de  bois  de 
charpente  ou  une  barre  de  fer,  est  fixé  à  l'une  de  ses  extré- 
mités, et  soumis  à  son  autre  extrémité  à  l'action  d'une  force 
F,  qui  tend  à  l'allonger,  il  éprouve  en  eflct  un  certain  allon- 
gement qui  varie  avec  l'intensité  de  la  force  F.  Si  l'on  dé- 
signe par  /  la  longueur  primitive  du  solide,  par  i  l'allon- 
gement produit  par  l'action  de  la  force  F,  et  par  m  l'aire  de 
sa  section  transvei*sale ,  l'expérience  indique  que  Ton  a 

■ 

E  étant  une  constante  ;  c'est-à-dire  que  la  force  F  est  pro- 
portionnelle à  Faire  ûi>  de  la  section  transversale  du  solide , 

et  aussi  à  l'allongement  -z  de  l'unité  de  longueur  de  ce  so- 
lide. Le  coefficient  E ,  qui  dépend  uniquement  de  la  nature 
du  corps,  est  habituellement  désigné  sous  le  nom  de  co- 
efficient d'élaêticité.  Cette  relation  entre  la  force  F  et  l'al- 
longement t  qu'elle  détermine,  n'est  vraie  d'ailleurs  qu'au- 
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tant  que  i  ne  dépasse  pas  une  certaioe  limite;  en  sorte 
qu'on  ne  doit  en  faire  usage  qu'avec  cette  restriction. 

Si  le  même  solide  prismatique,  fixé  à  Tune  de  ses  extrémi- 
tés, est  soumis  à  Tautre  extrémité  à  l'action  d'une  force  qui 
tend  à  le  raccourcir,  l'intensité  de  la  force  et  le  raccourcis- 
sement qu'éprouve  le  solide  sont  encore  liés  l'nn  à  l'autre 
par  la  relation  précédente  ;  en  sorte  qu'on  peut  y  regarder  i 
comme  représentant  un  allongement  positif  on  négatif, 
suivant  que  la  force  F  agit  dans  le  sens  convenable  pour  al- 
longer le  solide ,  ou  bien  dans  le  sens  opposé.  Cette  relation 
ne  peut  également  s'appliquer  au  cas  où  F  et  •  sont  tous 
deux  négatifs  qu'autant  que  la  valeur  absolue  de  t  n'est  pas 
trop  grande  ;  la  limite  du  ra<u?ourcissement  au  delà  de  la- 
quelle la  formule  cesse  d'être  vraie ,  diffère  d'ailleurs  en  gé- 
néral de  la  limite  analogue  correspondant  à  l'allongement. 

La  relation  expérimentale  que  nous  venons  de  faire  con- 
naître va  nous  permettre  d'étudier  l'équilibre  des  solides 
naturels  dans  diverses  circonstances. 

§  197.  Équilibre  d'un  solide  «lUngé  sollicité  ipar 
des  forces  qui  tendent  k  le  faire  fléchir  transversa- 
lement. —  Considérons  d'abord  un  solide  ayant  la  forme 
d'un  prisme  symétrique  par  rapport  à  un  plan ,  et  supposons 
que  ce  solide  soit  soumis  à  des  forces  qui  tendent  à  le  faire 
fléchir  parallèlement  à  ce  plan.  Nous  allons  chercher  4  dé- 
terminer la  forme  que  prendra  le  solide  sous  l'action  des 
forces  qui  lui  sont  appliquées ,  en  admettant  tout  d'abord 
que  la  déformation  qu'elles  lui  font  éprouver  est  très- 
petite. 

Soit  mn,  fig,  97,  une  section  normale  du  solide  pris  à 
l'état  d'équilibre  ;  cette  section  divise  le  solide  en  deux  par- 
ties A  et  B.  Nous  admettrons  que  les  molécules  qui  sont 
dans  le  plan  de  celte  section  normale  étaient  déjà  dans  nu 
même  plan  perpendiculaire  aux  arêtes  du  prisme  avant  s;i 
flexion.  Nous  admettrons ,  en  outre ,  que  les  forces  cxté- 
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rieui'cs  qui  agissent  sur  la  partie  B  du  solide  se  réduiseut, 

*»     ,511  soit  à  un  couple  C  dont    le 

___l!ZÎÎÎl7'  ^""""^^^    plan  est  parallèle  au  plan  de 

A  î      /        ,  /  symétrie,  soit  à  une    seule 

j      ;*^^"^^^/      force  F  dirigée  dans  le  plap 
î     /  de  symétrie  parallèlement  à  la 

j    I    "  section  mn. 

\    j  Considérons  la  partie  B  du 

î  /  solide  toute  seule ,  et  regar- 

!  ;  dons-la  comme  étant  un  solide 

invariable  (§  183).    Il  y    a 
équilibre  entre  toutes  les  for- 
ces qui  lui  sont  appliquées  , 
f*  c'est-à-dire  entre  le  couple  C 

^'*fi-  ^'  ou  la  force  F,  et  les  diverses 

forces  moléculaires  qui  proviennent  de  Faction  de  la  partie 
A  du  solide  sur  cette  partie  B.  Chacune  de  ces  dernières 
forces,  agissant  sur  une  des  molécules  de  B  situées  dans  le 
voisinage  de  la  section  mn,  peut  être  décomposée  en  deux 
composantes,  dont  l'une  agit  perpendiculairement  à  mn,  et 
l'autre  agit  dans  le  plan  mn.  D'après  les  conditions  d*équilibre 
établies  précédemment  (§§  177  et  178),  on  peut  dire  que  : 
l^'La  somme  des  composantes  normales  à  mn  des  actions 
moléculaires  exercées  par  A  sur  B  est  nulle,  puisque  la 
somme  des  projections  des  autres  forces  sur  une  perpendi- 
culaire à  mn  est  nulle  par  hypothèse  ; 

^  La  somme  des  composantes  de  ces  mêmes  actions  mo- 
léculaires suivant  mn  est  nulle ,  si  les  autres  forces  qui 
agissent  sur  B  se  réduisent  à  un  couple  C  ;  cette  somme  est 
égale  à  la  résultante  F  de  ces  autres  forces,  si  elles  en  ont 
une,  puisque  nous  avons  admis  que  la  résultante  F  est  diri- 
gée parallèlement  à  mn  ; 

8"*  Enfin ,  la  somme  des  moments  des  composantes  nor- 
males à  mn  do  ces  mêmes  actions  moléculaires,  pris  par 
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rapport  à  un  axe  quelconque  dirigé  dans  le  plan  mn  per- 
pendiculairement au  plau  de  symétrie,  est  égale,  soit  au 
moment  de  la  force  F  pris  par  rapport  au  même  axe ,  soit 
au  momeut  du  couple  C. 

Pour  tirer  de  ces  trois  propositious  les  conséqueDces 
qu^elles  renferment ,  et  qui  vont  nous  conduire  à  la  déter- 
mination de  la  forme  d'équilibre  du  solide  prismatique  dont 
il  s*agit,  considérons  une  seconde  section  normale  9nn, 
infiniment  voisine  de  la  section  mn ,  et  concevons  que  la 
portion  mnm'n  du  solide  soit  divisée  en  une  infinité  de 
prismes  élémentaires ,  ayant  leurs  arêtes  dirigées  perpen- 
diculairement à  mn.  Ces  prismes  élémentaires  peuvent  être 
regardés  comme  étant  des  portions  infiniment  petites  d'au- 
tant de  fibres  dont  l'ensemble  constitue  le  solide  tout  entier, 
et  qui  s'étendent  dans  toute  sa  longueur,  parallèlement  à 
ses  arêtes.  Parmi  ces  portions  de  fibres  comprises  entre  les 
sections  mn,  m'n,  il  y  en  a  nécessairement  qui  se  sont 
allongées  et  d'autres  qui  se  sont  raccourcies  par  suite  de  la 
déformation  du  solide  j  car  si  elles  s'étaient  toutes  allongées 
ou  toutes  raccourcies ,  la  somme  des  composantes  normales 
à  mn  des  actions  moléculaires  exercées  par  À  sur  B  ne 
pourrait  pas  être  nulle ,  comme  l'indique  la  première  des  trois 
propositious  précédentes.  On  comprend  donc  que ,  entre  les 

fibres  qui  se  sont  allongées  et  celles 
qui  se  sont  raccourcies,  il  doit  y  eu 
avoir  qui  n'ont  subi  ni  allongement  ni 
raccourcissement  :  ces  fibres  intermé- 
diaires, dont  les  éléments  a'ont  pas 
changé  de  longueur,  malgré  la  dé- 
formation du  solide,  se  nomment  fibres 
V'  neutres.  Nous   admettrons  que  les 

Fig.  98.  points  où  les  fibres  neutres  rencon- 

trent le  plan  de  la  section  mn  sont  tous  situés  sur  une  même 
ligne  droite  UU',  fig.  98,  peipcndiculaire  au  plan  de  syiné- 


V'— 
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irie;  nous  prendrons  cette  droite  et  une  droite  YV»  dirigée 
suivant  i^intersection  de  mn  avec  le  plan  de  symétrie ,  pour 
axes  coordonnés  dans  le  plan  de  la  section  mn,  et  nous  dési- 
gnerons par  ueiv  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
par  rapport  à  ces  axes. 

Soit  pp'j  fig.  97,  la  fibre  neutre  située  dans  le  plan  de 
symétrie  j  désignons  par  p  le  rayon  de  courbure  je»  G  de  cette 
fibre  en  p,  après  que  le  solide  a  subi  sa  déformation.  Consi* 
dérons  un  élément  qq'  d'une  fibre  quelconque,  dont  le  point 
de  rencontre  avec  le  plan  mn  a  pour  coordonnées  u,  v, 
dans  ce  plan ,  et  dont  la  section  transversale  a  pour  aire  ci). 
La  longueur  de  cet  élément  était  primitivement  p/>^  puisque 
les  plans  mn,  m'n  étaient  parallèles.  Après  la  déformation 

du  solide,  elle  est  devenue  égale  ixpp'  ^ :  cet  élément 

P 

V  V 

s'est  donc  allongé  de  pp  -  ,  et  par  conséquent  -  est  le  rap- 
port de  son  allongement  à  sa  longueur  primitive.  D'après 
cela,  si  nous  nommons  f  la  force  normale  à  mn,  qui  pro- 
duit rallongement  de  l'élément  qq',  nous  aurons  (§  196) 

„       V 

©=  Eot)  — . 

^  P 

Nous  pouvons  regarder  la  force  f  comme  étant  une  des 
composantes  normales  à  mn  des  actions  moléculaires  exer- 
cées par  la  partie  A  du  solide  sur  la  partie  B  ;  la  somme  de 
ces  composantes  ayant  pour  valeur 

E„ 

P 
et  devant  être  nulle  d'après  ce  qui  précède ,  il  s'ensuit 
qu'on  a 

2û)o=o. 

Ce  résultat  nous  montre  que  le  centre  de  gravité  de  la  sec- 
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lion  ftm  est  situé  sur  Taxe  UU'  (§  166);  et  commo  d'ail- 
leurs, en  raison  de  la  symétrie,  ce  centre  de  gravité  se 
trouve  nécessairement  sur  VV,  il  en  résulte  qu'il  est  au 
point  d'intersection  0  de  ces  deux  axes  :  donc,  déjà  la  fibre 
neutre  située  dans  le  plan  de  symétrie  passe  par  le  centre 
de  gravité  d'une  section  normale  quelconque  mn. 

D'après  la  troisième  des  propositions  énoncées  ci-dessus 
relativement  à  l'équilibre  de  la  partie  B du  solide,  la.  somme 
des  moments  des  forces  telles  que  o  par  rapport  à  l'axe  UU' 
est  égale  au  moment  de  la  force  F,  par  rapport  à  cet  axe , 
ou  bien  au  moment  du  couple  C  ;  cette  somme  de  moments 

a  pour  valeur 

£ 

P 
on  lui  donne  le  nom  de  mometit  d'élasticité.  En  égalant  le 

moment  d'élasticité  au  moment  du  couple  C,  ou  bien  au  mo- 
ment de  la  force  F  par  rapport  à  UU',  on  aura  une  équation 
qui  fera  connaître  le  rayon  de  courbure  p  de  la  fibre  neutre 
pp'  an  point  p,  et  qui  déterminera  par  conséquent  la  forme 
de  cette  fibre  dans  toute  sa  longueur,  ce  qui  est  précisément 
le  but  que  nous  nous  proposons  d'atteindre.  Nous  savons 
que,  si  la  fibre  neutre  est  rapportée  à  des  axes  coordonnés 
rectangulaires  tracés  dans  son  plan ,  on  a  pour  p  la  valeur 


_Mm 


dx" 

Mais  nous  avons  admis  que  la  déformation  du  solide  est 
très-petite  ;  de  sorte  que,  si  nous  prenons  pour  axe  des  x  la 
ligue  droite  suivant  laquelle  la  Q)[>re  neutre  était  primitive- 

dy 
ment  dirigée,  j-  est  nne  petite  quantité  dont  nous  pouvons 

négliger  le  carré  à  côté  de  Tuniié.  Nous  pouvons  donc  pi*en- 

dre  pour  p  la  valeur  simple  - — — 

'- —  \    "^ 

—         \ 
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S. 


dx 

ei  si  nous  désignons  par  p  le  facteur  2  c*)?'^,  l'expression 
du  moment  d'élasticité  deviendra 

^  ^y 

La  quantité  jtx,  ou  2 coi;',  dépend  uniquement  de  la 
forme  de  la  section  transversale  mn  du  solide;  on  peut  la 
déterminer  en  prenant  pour  élément  ct)  de  cette  section  ,  le 
rectangle  infiniment  petit  dont  les  côtés ,  parallèles  aux 
axes  OU,  OV,  fig.  98,  sont  égaux  à  du  et  dv,  en  sorte  que 
Ton  aura 

lJL=^ffv^dudvj 

les  limites  de  l'intégrale  double  étant  fournies  par  la  forme 
du  contour  de  la  section  mn.  Cette  quantité  fji  est  ce  qu'on 
nomme  le  montefit  d'inertie  de  la  section  mn  par  rapport 
à  Taxe  OU.  Nous  verrons  plus  tard  d'où  vient  ce  nom ,  et 
nous  établirons  des  théorèmes  importants  sur  les  moments 
d'inertie.  Pour  le  moment ,  nous  nous  contenterons  de  faire 
connaître  la  valeur  de  ^  pour  diverses  formes  simples  attri- 
buées à  la  section  m,n.  Si  mn  est  un  rectangle  de  base  b  et 
de  hauteur  2  a,  la  base  b  étant  parallèle  à  UU',  on  a 

en  désignant  par  û  la  surface  du  rectangle.  Si  mn  est  un 
triangle  isocèle  de  base  b  et  de  hauteur  hy  la  base  étant  pa- 
rallèle à  UUS  on  a 

û  étant  encore  la  surface  du  triangle.  Si  mn  est  un  cercle 
plein  de  rayon  r^  on  a 

a  =  -;7rr*=-iÛr«. 

ik 
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Enfin ,  si  mn  est  l'espace  compris  entre  deux  circonférences 
de  cercle  concentriques  de  rayons  r  et  r',  on  a 

p=i7r(r*-r'*)  =  îû(r»+r'^-)- 

§  198.  Nous  allons  donner  plusieurs  exemples  de  rappli- 
cation  de  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  à  la  détermi- 
nation de  la  forme  d'équilibre  d'un  solide  prismatique  sou- 
mis à  l'action  de  forces  qui  le  font  fléchir  transversalement. 

Supposons  d'abord 
que  le  solide  soit  en- 
castré à  l'une  de  ses 
extrémités ,  fig.  99, 
de    telle  sorte  qae, 
non -seulement  l'ex- 
trémité 0  de  la  fibni 
neutre  soit  fixe,  mais 
encore  que   la  tan- 
gente à  cette  fibre  en 
0  ne  puisse  pas  chao- 
gttr  de  direction.  Si  le  prisme  est  soumis  à  l'action  d'une 
seule  force  F,  agissant  à  l'autre  extrémité  et  perpendicu- 
laii*emeut  à  la  direction  primitive  OX  de  la  fibre  neutre, 
on  devra  exprimer  que  le  moment  de  la  force  F  par  rap- 
port  au  point  p,  où  la  fibre  neutre  perce  le  plau  m#i-  d'une 
section  transversale  quelconque,  est  égal  au  moment  d'é- 
lasticité du  prisme  correspondant  à  cette  section. 

D'après  cela ,  si  â?  et  y  sont  les  coordonnées  du  point  p 
par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  et  si  /  est  la  longueur  pri- 
mitive du  prisme,  longueur  qu'on  peut  prendre  sans  erreur 
appréciable  pour  l'abscisse  du  point  d'application  de  la  force 
F,  on  aura 

Ef*0  =  F(<-*); 


Fig.   99. 
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dy 
d'où,  en  intégrant  et  observant  que  y  ^^  ^  sont  nuls  pour 

dP=0, 

telle  est  l'équation  de  la  courbe  formée  par  la  fibre  neutre , 
par  suite  de  l'action  de  la  force  F.  La  flèche/,  produite  par 
l'action  de  la  force  F,  c'est-à-dire  la  quantité  dont  l'extré- 
mité de  la  fibre  neutre  s'est  écartée  de  l'axe  OX,  s'obtient 
en  faisant  x^=^l  dans  la  valeur  de  y,  ce  qui  donne 

F 

Supposons  maintenant  que,  le  prisme  étant  dans  les 
mêmes  conditions  que  précédemment ,  il  soit  soumis  uni- 
quement à  l'action  de  la  pesanteur  dirigée  parallèlement  à 
l'axe  OY.  La  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
diverses  molécules  de  la  portion  du  prisme  qui  se  trouve  à 
droite  de  la  section  mn  a  pour  valeur  p  (/  —  ar),  en  dési- 
gnant par  p  le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  prisme ,  et 
son  point  d'application  est  situé  au  milieu  de  cette  portion 
du  prisme  ;  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au  point 
p  est  donc  égal  à      * 

il  s'ensuit  qu'on  a 

dy 
d'où ,  en  intégrant  et  observant  que  y  ^t-f-  doivent  être 

nuls  pour  ar  =  o, 

On  en  déduit  pour  la  flèche  f,  produite  par  l'action  de  la  pe- 
santeur, 
24. 
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s= 


8Ëa 


Si  le  prisme ,  toujours  dans  les  mêmes  conditions  que  pré- 
cédemment, est  soumis  à  la  fois  à  la  pesanteur,  et  à  une 
force  F  appliquée  à  son  extrémité  et  agissant  dans  le  même 
sens  que  la  pesanteur,  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  obtiendra 
l'équation  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  dirige  la  libre 
neutre,  en  égalant  y  à  la  somme  des  deux  valeurs  que  nous 
V  venons  de  trouver  pour  cette  variable  dans  les  deux  cas 
précédents;  la  valeur  de  la  flèche/ sera  également  la  somme 
des  flèches  correspondant  à  ces  deux  cas. 

^  Considérons  en- 

core un  prisme  repo- 
sant simplement  sur 
deux  appuis  â,  B, 
V     1         /  .f  flg,  100,  et  soumis 

à  l'action  d'une  force 
^  F  dirigée  perpendi- 

culairement à  sa  Ion- 
Fig.  100.         gueur.  Les  résistan- 
ces parallèles  Q  et 


X'- 


^^ 


i 


Q',  que  les  deux  appuis  A,  B,  exercent  sur  le  solide,  com- 
posées entre  elles  comme  si  le  solide  était  invariable  de 
forme,  doivent  évidemment  avoir  pour  résultante  une  force 
égale  et  directement  opposée  à  la  force  F;  elles  ont  donc 
pour  valeurs 

Fr  F/ 

en  désignant  par  /  et  /'  les  distances  des  points  A ,  B  à  la 
verticale  OY,  ou  bien ,  ce  qui  est  à  très-peu  près  la  même 
chose,  les  longueurs  des  deux  portions  du  solide  situées  de 
part  et  d'autre  du  point  d'application  0  de  la  force  F.  Si 
nous  nous  occupons  d'abord  de  la  partie  du  solide  qui  se 
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trouve  à  droite  du  point  0,  et  qui  est  soumise  à  l'action  de 
la  force  Qà  son  extrémité,  nous  aurons  pour  un  point*quel- 
conque  de  la  fibre  neutre  de  cette  portion  rapportée  aux 
axesOX,OY, 

d'où,  en  intégrant,  et  observant  que  y  est  nul  pour  jr=  o, 

dy 
La  constante  C  est  la  valeur  de  ■—  correspondant  à  j?=o. 

€1)  OC 

On  aura  de  même  pour  l'autre  partie  du  solide  rapportée 
auxaxesOX',  OY, 

Ou  doit  observer  que  C  est  égal  à  —  C  ;  et  que,  en  outre, 
y  et  y'  doivent  être  égaux  pour  or  =  /,  et  a?'  =  /'  :  on  en  con- 
clut, en  tenant  compte  des  valeurs  de  Q  et  de  Q', 

Les  deux  équations  précédentes,  qui  définissent  la  forme  de 
chacune  des  deux  portions  de  la  fibre  neutre,  sont  donc 
complètement  déterminées. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  force  F  agissant  en  un  point  quel- 
conque de  la  longueur  du  prisme  soutenu  par  deux  appuis  à 
ses  extrémités,  on  a  deux  forces  F,  F',  égales,  parallèles  et 
appliquées  en  deux  points  également  éloignés  du  milieu  du 
prisme,  ces  deux  forces  étant  d'ailleurs  dirigées  perpendicu- 
lairement à  sa  longueur,  il  est  clair  que  les  résistances  Q  et 
Q'  des  deux  appuis  seront  égales  chacune  à  l'une  des  deux 
Torccs  F,  F'  dont  il  s'agit.  Entre  les  points  d'application  de 
ces  deux  forces  F,  F',  le  moment  d'élasticité  dr.  prisme  doit 
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être  partout  égal  au  moment  du  couple  formé  par  la  force  F 
et  la  fésistance  Q  situées  d'un  même  côté  de  la  section  trans- 
versale pour  laquelle  on  considère  ce  moment  d*élasticité  ; 

d'après  la  valeur  —  du  moment  d'élasticité,  le  rayon  de 

P 
courbure  p  de  la  fibre  neutre  est  donc  constant  dans  toute 

la  partie  comprise  entre  ces  deux  points  d'application  des 
forces  F,  F',  c'est»à-dire  que  cette  partie  de  la  fibre  neutre 
affecte  la  forme  d'un  arc  de  cercle.  Quant  aux  deux  autres 
portions  du  prisme,  situées  en  dehors  des  points  d'appli- 
cation des  forces  F,  F',  on  en  déterminera  facilement  la 
forme,  en  opérant  comme  précédemment  et  exprimant 
qu'elles  se  raccordent  avec  la  partie  moyenne  aux  points  où 
ces  forces  F,  F'  sont  appliquées. 
Si  le  prisme,  reposant  sur  deux  appuis  de  même  hauteur, 

est  uniquement  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  les  résis- 

pi 

tances  des  deux  appuis  sont  égales  l'une  et  l'autre  à  ^ ,  en 

désignant  parp  le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  prisme, 
et  par  /  sa  longueur  totale.  En  plaçant  l'origine  des  coor- 
données au  point  milieu  de  la  fibre  neutre,  et  exprimant  que 
la  partie  du  prisme  située  à  droite  d'une  section  transversale 

quelconque  est  en  équilibre,  sous  les  actions  simultanées  de 

pi 
la  pesanteur  et  de  la  force  -^  appliquée  à  son  extrémité 

verticalement  et  de  bas  en  haut,  on  trouve  facilement 

B.â=-=.(-:-.>+s,<a-.)=-:p  (?-.), 

d'où  Ton  déduit 

eu  observant  que  y  est  nul  pour  jr=  o,  et  que  -j^  est  éga- 
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lement  nul  pour  cette  valeur  de  »^  en  raison  de  la  symétrie. 

Les  divers  cas  que  nous  venons  de  considérer  suffisent 
pour  montrer  la  marche  que  Ton  doit  suivre  pour  résoudre 
toutes  les  questions  de  ce  genre  qui  peuvent  se  présenter. 

§  199.  Désignons  par  R  la  force  qui  serait  capable  de 
rompre  un  prisme  ayant  une  section  égale  à  Tunité  de  sur- 
face, en  agissant  à  Tune  des  extrémités  de  ce  prisme,  et 
dans  le  sens  de  sa  longueur,  de  manière  à  l'allonger.  La  force 
capable  de  rompre  une  fibre  de  section  co,  en  agissant  de 
la  même  manière,  sera  égale  à  Ro».  Pour  qu'un  prisme, 
soumis  à  l'action  de  forces  qui  le  font  fléchir  transversale- 
ment, ne  se  rompe  dans  aucune  de  ses  parties,  il  faut  que, 
pour  une  fibre  quelconque,  la  force  <f  (§  197)  soit  plus 
petite  que  Ro).  Si  nous  nous  reportons  à  la  valeur  de  cette 
force  (f ,  nous  vendons  que  cette  condition  revient  à  celle-ci  : 

E  -  <  R  ; 

P 

et  il  est  clair  qu'il  suffit  qu'elle  soit  satisfaite,  dans  chaque 
section  transversale,  pour  la  fibre  correspondant  à  la  plus 
grande  valeur  de  i?,  valeur  que  nous  désignerons  par  V  : 
ainsi  on  devra  avoir,  pour  une  section  quelconque  du 

prisme, 

V 
E-  <R. 

P 

Si  nous  représentons  par  M  le  moment  d'élasticité  corres- 
pondant à  cette  section,  nous  savons  qu'on  a 


M  =  5i^, 


p 

la  condition  précédente  peut  donc  être  remplacée  par  cette 
antre 

V 
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Pour  que  le  prisme  que  nous  consîdérous  ne  se  rompe  dans 
aucune  de  ses  parties,  sous  l*action  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées,  il  suffit  évidemment  que  la  conditiou  que  nous 
venons  d'obtenir  soit  satisfaite  pour  la  section  à  laquelle 
correspond  le  plus  grand  moment  d'élasticité  M  ;  c'est  dans 
cette  section  que  le  prisme  commencerait  à  se  rompre  si  les 
forces  qui  le  font  fléchir  étaient  suffisamment  grandes,  et 
c'est  pour  cela  qu'on  lui  donne  le  nom  de  jfecti&n  de  rup- 
ture. 

Il  est  aisé ,  dans  chacun  des  cas  que  nous  avons  considé- 
rés, de  trouver  la  section  pour  laquelle  le  moment  d'élasti- 
cité est  le  plus  grand;  en  effet,  on  sait  que,  pour  une  section 
quelconque,  ce  moment  d'élasticité  est  égal  au  moment  de 
la  résultante  F  des  forces  appliquées  à  la  partie  du  solide  qui 
se  trouve,  d'un  côté  de  la  section,  pris  par  rapport  au  centre 
de  gravité  de  la  section  même,  ou  bien  au  moment  du  cou- 
ple C  auquel  ces  forces  se  réduisent  (§  197).  Dans  le  c;)s 
d'un  prisme  encastré  à  l'une  de  ses  extrémités  et  soumis  à 
son  poids  ou  à  l'action  d'une  force  appliquée  à  son  autre 
extrémité,  la  section  de  rupture  est  celle  qui  se  trouve  à 
l'extrémité  encastrée.  Dans  le  cas  d'un  prisme  reposant  sur 
deux  appuis  et  soumis  :i  une  force  qui  agit  en  un  point 
quelconque  de  sa  longueur,  la  section  de  rupture  est  celle 
qui  contient  le  point  d'application  de  cette  force. 

§  200.  Ce  qui  précède  peut  évidemment  s  appliquer  sans 
erreur  sensible  à  un  solide  allongé  non  prismatique  dont  les 
sections  transversales  varient  très-peu  d'un  point  à  un  aiitn*, 
pourvu  que  ce  solide  soit  symétrique  par  rapport  à  un  plan, 
que  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  tendent  ;i  le  faire  flé- 
chir parallèlement  à  ce  plan,  et  que  la  fibre  neutre  située 
dans  le  plan  de  symétrie  soit  rectiligne  lorsque  le  solide  n'a 
encore  subi  aucune  déformation.  On  devra,  bien  entendu, 
tenir  compte  de  la  variation  des  dimensions  des  sertîoiis 
transversales  que  nous  avions  regardées  jusctirà  présent 
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comme  constantes  dans  toute  la  longueur  du  solide.  Un  solide 
de  ce  genre  est  dit  solide  d'égale  re'sistance,  si,  en  choi- 
sissant convenablement  les  forces  qui  lui  sont  appliquées,  on 
peut  avoir 

pour  toutesJes  sections. 

Considérons  en  particulier  un  solide  encastré  à  Tune  de 
ses  extrémités,  et  soumis  à  l'autre  extrémité  à  Taction  d'une 
force  F  diiigée  dans  son  plan  de  symétrie  perpendiculaire- 
ment à  sa  longueur,  fig,  99  (page  370).  Supposons  que  la 
section  transversale  soit  un  rectangle  dont  le  côté  b  per- 
pendiculaire au  plan  de  symétrie  conserve  partout  la  même 
longueur,  tandis  que  le  côté  2z  parallèle  à  ce  plan  varie 
d'une  section  à  une  autre.  Kous  savons  que,  pour  une  sec- 
lion  de  cette  forme,  le  moment  d'inertie  {jl  a  pour  valeur 
(S  i97) 

d'ailleurs  V  est  égal  à  z  :  on  a  donc  • 

V        ' 

D'un  autre  côté,  le  moment  de  la  force  F  par  rapport  au 
centre  de  la  section  que  nous  considérons  a  pour  valeur 

en  désignant  par  /  la  longueur  totale  du  solide  et  par  x 
l'abscisse  du  centre  de  la  section  dont  il  s'agit  ;  et  comme  ce 
moment  est  égal  au  moment  d'élasticité  M  du  solide  relatif  à 
celte  section,  il  s'ensuit  que,  pour  que  le  solide  soit  d'égale 
résistance,  il  faut  qu'on  ait,  quel  que  soit  x^ 

F(/— aj)=:|R62«, 

pour  une  valeur  convenable  de  la  force  F.  Cette  équation, 
que  l'on  peut  mettre  sons  la  forme 


1 


378  LIVRE   III.  — DYNAMIQUE.    DEUXIÈME   PARTIE. 


a* 


en  désignant  par  a  une  constante  dépendant  de  F,  R,  i, 
montre  comment  l*épaîsseur  2  z  du  solide  doit  varier  avec 
Tabscisse  x  du  point  où  on  la  détermine  :  le  plan  de  symé- 
trie doit  couper  la  surface  du  solide  non  déformé  suivant 
une  parabole  du  second  degré  ayant  la  fibre  neutfe  pour  axe 
et  le  point  d'application  de  la  force  F  pour  sommet.  La  plus 
grande  épaisseur  du  solide  correspond  à  Textrémité  encas- 
trée et  a  pour  valeur  2  a. 

Cherchons  maintenant  quelle  est  la  forme  d*cquilibre  qwe 
prend  ce  solide  d'égale  résistance,  dans  le  cas  où  la  force  F 
a  une  valeur  quelconque,  inférieure  à  celle  que  nous  avons 
dû  lui  supposer  il  n'y  a  qu'un  instant  et  qui  était  capable  de 
déterminer  la  rupture  du  solide.  Nous  avons,  pour  exprimer 
l'équilibre  de  ce  solide,  l'équation 

Ef.g=F(^-x). 

Ici'  fx  n'est  plus  constant  -,  il  varie  d'une  section  transvei*s:ilc 
à  une  autre  du  solide,  et  si  nous  nous  servons  de  la  relation 
trouvée  entre  2  et  x^  nous  aurons 


^=5fe»=î6a»(^-î)\ 


D'après  cela,  l'équation  différentielle  qui  doit  nous  fournir 
la  forme  de  la  fibre  neutre  devient 

En  intégrant,  et  observant  que  y  et  -7^  doivent  être  nuls 

dx 

pour  ^  B  0,  on  trouve 
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telle  est  l'équation  de  la  courbe  suivant  laquelle  la  fibre 
neutre  est  dirigée.  Si  Fou  y  fait  ar=/,  on  trouve  pour  la 
flèche  fj  produite  par  Taciion  de  la  force  F,  la  valeur 


Eba^ 


Cette  flèche  est  double  de  celle  que  la  ni^me  force  produi- 
rait, si  le  solide  était  prismatique  et  avait- partout  la  même 
section  transversale  qu*à  Textrémité  qui  est  encastrée:  pour 
s'en  assurer,  il  sufiit  de  remplacer  j/  par  i  ba^  dans  la  for- 
mule qui  fournit  la  flèche/ relative  à  ce  cas  (§  198). 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dUine  part,  la  loi  de  variation  de 
l'épaisseur  du  solide,  d'une  extrémité  à  l'autre,  pour  que  ce 
solide  soit  d'égale  résistance,  et,  d'une  autre  part,  la  valeur 
de  la  flèche  produite  par  l'action  d'une  force  F  appliquée  à 
l'extrémité  libre,  perpendiculairement  à  la  longeur  générale 
du  solide  et  dans  le  plan  de  symétrie,  peuvent  être  considé- 
rées comme  s'appliquant  sans  grande  erreur  à  un  solide  al- 
longé dont  les  sections  transversales  n'auraient  pas  leurs 
centres  de  gravité  en  ligne  droite ,  avant  la  déformation  ; 
pourvu  toutefois  que  ces  centres  de  gravité  soient  situés 
sur  une  ligne  qui  ne  s'écarte  pas  trop  d'être  droite.  Dans  ce 
cas,  il  n'y  aurait,  parmi  les  résultats  que  nous  avons  trouvés, 
que  l'équation  qui  détermine  la  forme  de  la  fibre  neutre 
après  la  déformation,  qui  ne  pourrait  pas  être  appliquée. 

Le  dynamomètre 
^c  de  M.  Poncelet,  fig. 

101,  se  compose  de 
deux  lames  d'acier 
AB,  A'B',  dont  les 
^^'  *•*•  extrémités  sont  réu- 

nies par  le  moyen  de  chapes  articulées  A  A',  B  B'.  Chacune  des 
moitiés  C  A,  C  B,  C  A',  C  B'  de  ces  lames  a  la  forme  du  solide 
d'égale  résistance  dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Con- 
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foriiiéiiieiil  à  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  on  ne 
s'astreint  pas  à  disposer  ces  lames  de  manière  que,  pour  cha- 
cune d'elle,  les  centres  de  gravité  des  divei*ses  sections  trans- 
versales soient  exactement  en  ligne  droite;  on  les  construit 
au  contraire  de  manière  que  le  côté  intérieur  de  leur  contour 
soit  une  ligne  droite,  et  que  son  côté  extérieur  soit  formé  par 
deux  arcs  de  parabole  ayant  les  extrémités  de  la  lame  pour 
sommets  respectifs,  et  le  côté  intérieur  pour  axe  commun.  11 
est  facile  de  reconnaître  que,  par  là,  on  fait  bien  décroître 
répaisseur  de  la  lame,  depuis  son  milieu  jusqu'à  chacune 
des  extrémités,  conformément  à  la  loi  trouvée  précédem- 
ment pour  un  pareil  solide  d'égale  résistance.  Lorsque  le 
dynamomètre  est  en  équilibre,  sous  Faction  de  forces  égales 
et  contraires,  appliquées  aux  milieux  C,  C  de  ses  deux  lames 
et  tendant  à  écarter  ces  points  Fun  de  Tautre,  il  est  clair  que 
chacune  des  quatre  moitiés  CA,  CB,  C'A',  Ch'  des  lames  se 
trouve  dans  les  mêmes  conditions  que  le  solide  encastré  à 
Tune  de  ses  extrémités  que  nous  avions  considéré  tout 
d'abord  ;  l'accroissement  total  qu'('prouve  la  distance  des  mi- 
lieux C,  C  des  deux  lames  est  proportionnel  à  la  grandeur 
des  forces  qui  agissent  sur  ces  deux  points,  et  est  double  de 
ce  qu'il  serait  si  les  lames  avaient  dans  toute  leur  longueur  la 
même  épaisseur  qu'en  leurs  milieux  :  l'emploi  de  lames  à 
faces  paraboliques,  telles  que  nous  venons  de  les  définir,  au 
lieu  de  lames  prismatiques,  présente  donc  l'avantage  de  dou- 
bler la  sensibilité  de  l'appareil,  sans  diminuer  sa  résistance 
à  la  rupture. 

§  201.  Aettons  nintuelles  de  deux  soltdep  qvi  se 
tonehent.  —  Lorsque  deux  solides  naturels  en  équilibre  se 
touchent  par  un  ou  plusieurs  points  de  leurs  surfaces,  les 
molécules  de  chacun  des  deux  solides,  situées  dans  le  voisi- 
nage des  points  de  contact,  exercent  des  actions  sur  celles  de 
l'autre  solide  qui  se  trouvent  également  dans  le  voisinage  de 
ces  points.  Il  nous  est  impossible  de  considérer  séparément 
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chacune  de  ces  actions  moléculaires,  pour  la  faire  entrer 
avec  toutes  les  autres  forces  dans  les  équations  qui  expri- 
ment réquilibre  des  deux  solides;  nous  ne  pouvons  tenir 
compte  de  ces  actions  qu'en  les  prenant  dans  leur  ensemble, 
et  leur  substituant  un  petit  nombre  de  forces  capables  de 
produire  le  même  effet.  Nous  allons  voir  quelle  idée  on  peut 
se  faire  de  ces  dernières  forces,  que  nous  regarderons  comme 
représentant  les  actions  que  les  deux  solides  exercent  Tun 
sur  l'autre  aux  points  par  lesquels  il  se  touchent. 

Considérons  d*abord  un  solide  pesant,  un  boulet  de  fonte, 
par  exemple,  posé  sur  une  table  qu'il  ne  touche  que  par  un 
seul  point.  En  réalité,  le  boulet  touche  la  table  par  un  grand 
nombre  de  points  dont  l'ensemble  occupe  une  certaine  éten- 
due superficielle,  en  raison  de  la  déformation  que  la  table  et 
le  boulet  éprouvent  l'un  et  l'autre  ;  une  petite  portion  de  la 
surface  du  boulet  s'aplatit  légèrement,  et  s'applique  sur  une 
portion  correspondante  de  la  surface  de  la  fable  qui  a  été 
rendue  légèrement  concave  par  la  présence  du  boulet  :  mais 
nous  ferons  abstraction  de  celte  déformation,  dans  le  lan- 
gage, et  nous  parlerons  du  contact  du  boulet  avec  la  table 
comme  si  c'était  simplement  le  contact  d'une  surface  sphérl- 
que  avec  une  surface  plane.  Le  boulet  étant  en  repos  sur  la 
table  dont  la  surface  est  supposée  horizontale,  il  est  clair  que 
son  poids  est  mis  eu  équilibre  par  l'ensemble  des  actions 
que  ses  molécules  éprouvent  de  la  part  des  molécules  de  la 
table,  dans  le  voisinage  du  point  de  contact;  ces  forces  mo- 
léculaires, appliquées  au  boulet,  peuvent  évidemment  être 
remplacées  par  une  force  unique  égale  et  contraire  au  poids 
du  boulet,  et  par  conséquent  dirigée  verticalement  et  de  bas 
en  haut  :  cette  force  unique,  capable  de  produire  sur  le  bou- 
let le  même  effet  que  les  actions  moléculaires  dont  il  s'agit, 
constitue  ce  qu'on  nomme  la  pression  de  la  table  sur  le  bou- 
let. Les  actions  que  les  molécules  du  boulet  exercent  sur  les 
molécules  de  la  table  étant  respectivement  égales  et  con- 
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traires  à  celles  qu'elles  éproaveiit  de  la  pari  de  ces  mêmes 
molécales,  il  est  clair  qu'on  peut  également  leur  substituer 
uue  force  unique  égale  et  contraire  à  la  précédente  :  cette 
seconde  force  constitue  ce  qu'on  nomme  la  pression  du  boulet 
sur  la  table.  Ainsi,  dans  l'exemple  particulier  que  nous  con- 
sidérons ici,  on  peut  regarder  chacun  des  deux  corps  comme 
exerçant  sur  l'autre  une  pression  dirigée  suivant  la  normale 
commune  à  leurs  surfaces  menée  par  leur  point  de  contact  : 
ces  deux  pressions  sont  égales  et  de  sens  contraires,  aussi 
bien  que  les  actions  qui  se  développent  entre  deux  molécules 
quelconques. 

Lorsqu'un  corps  pesant  est  en  repos  sur  une  table  dont  il 
touche  la  surface  par  plusieurs  points,  on  peut  regarder  les 
choses  comme  se  passant,  pour  chaque  point  de  contact,  de 
la  même  manière  que  s'il  n'y  eu  avait  pas  d'autre.  On  peut 
dire  que  le  coi*ps  éprouve  de  la  part  de  ia  table,  et  à  chacun 
de  ses  points  de  contact,  une  pression  dirigée  verticalement 
et  de  bas  en  haut;  et  de  même  on  peut  dire  que  le  corps 
exerce  sur  la  table,  en  ces  divers  points,  des  pressions  égales 
et  contraires  aux  précédentes.  Si  le  corps  touche  la  surface 
de  la  table  par  une  face  plane  d'une  certaine  étendue,  on 
peut  regarder  chaque  point  de  celte  face  plane  comme  étant 
un  point  de  contact;  dans  ce  cas,  on  cousidérera  le  corps 
comme  éprouvant  de  la  part  de  la  table  une  pression  dirigée 
verticalement  et  de  bas  en  haut,  en  chaque  point  de  la  sur- 
face de  contact,  et  comme  exerçant  en  même  temps  sur  la 
table,  en  ce  point,  une  pression  égale  et  contraire  à  la  pré- 
cédente. 

§  202.  Un  corps  pesant  étant  dans  l'état  d'équilibre  où 
nous  venons  de  le  considérer,  c'est-à-dire  reposant  sur  une 
table  à  surface  horizontale  qu'il  touche  par  un  certain  nombre 
de  points,  supposons  qu'on  vienne  lui  appliquer  uue  force  de 
traction  horizontale  F,  tendant  à  le  faire  glisser  sur  la  sur- 
face  delà  table.  Si  celte  force  F  est  irc»-petilo,  elle  ne  pro- 
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duira  aucun  effet  :  le  corps  restera  immobile,  tout  aussi  bien 
que  si  elle  n'agissait  pas.  Si  Ton  augmente  progressivement 
rintensité  de  la  force  F,  il  arrivera  bientôt  un  instant  ou  Té- 
quilibre  cessera  d'exister,  et  oit  le  corps  commencera  à  se 
mettre  en  mouvement.  L'équilibre  continuant  à  subsister 
après  l'application  de  la  force  F,  tant  que  cette  force  n'a  pas 
atteint  la  valeur  pour  laquelle  le  corps  commence  à  glisser, 
il  faut  nécessairement  qu'il  se  développe,  entre  les  molécules 
du  corps  et  celles  de  la  table,  de  nouvelles  actions  qui  s'op- 
posent à  ce  que  la  force  F  produise  son  effet.  Ces  nouvelles 
actions  moléculaires,  nulles  d'abord,  lorsque  le  corps  n'était 
soumis  qu'à  la  pesanteur,  augmentent  progressivement,  en 
même  temps  que  la  force  de  traction  F  à  laquelle  elles  font 
constamment  équilibre;  mais  elles  ne  peuvent  pas  augmenter 
au  delà  d'une  certaine  limite,  de  telle  sorte  que,  si  la  force  F, 
en  croissant  continuellement,  les  amène  à  atteindre  cette  li- 
mite, le  moindre  accroissement  qu'éprouve  encore  la  force  F 
détermine  le  glissement  du  corps.  L'ensemble  des  actions 
moléculaires  qui  se  développent  ainsi  pour  s'opposer  au  glis- 
sement du  corps,  considéré  à  l'instant  où  ces  actions  ont  at- 
teint la  limite  qu'elles  ne  peuvent  pas  dépasser,  constitue  ce 
qu'on  nomme  la  résù tance  au  glisiement,  ou  simplement 
le  frottement i  ces  expressions  désignent  en  particulier  une 
force  unique  capable  de  tenir  lieu' des  actions  moléculaires 
dont  il  s'agit,  force  qui  est  dirigée  dans  le  plan  horizontal 
qui  forme  la  surface  de  la  table,  et  en  sens  contraire  de  la  di- 
rection suivant  laquelle  la  force  F  tend  à  faire  glisser  le  corps 
sur  cette  surface.  L'intensité  de  cette  résistance  au  glisse- 
ment est  évidemment  la  même  que  celle  de  la  force  de 
traction  F,  au  moment  où  elle  est  devenue  assez  grande 
pour  que  le  corps  commence  à  glisser  en  cédant  à  son 
aciion. 

L'expérience  a  fait  connaître  les  lois  que  suit  le  frottement, 
tel  que  nous  venons  de  le  définir,  lorsqu'on  fait  varier  les 
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circonslânccs  dans  lesquelles  11  se  développe.  En  se  senrant 
d'une  caisse  dans  laquelle  on  mettait  des  corps  pesants  eu 
quantité  plus  ou  moins  grande,  on  a  trouvé  que  la  force  de 
traction  F  nécessaire  pour  déterminer  sou  glissement  sur  la 
suiface  horizontale  sur  laquelle  elle  reposait,  variait  propor- 
tionnellement an  poids  total  de  la  caisse,  c'est-à-dire  pro- 
portionnellement à  la  pression  qu'elle  exerçait  sur  celte  sur- 
face horizontale.  D'un  autre  côté,  en  faisant  varier  l'étendue 
de  la  face  d'appui  de  la  caisse,  sans  rien  changer  à  la  nature 
de  cette  face  et  au  poids  total  de  la  caisse,  on  a  trouvé  que 
la  force  de  traction  nécessaire  pour  produire  le  glissement 
ne  changeait  pas  de  grandeur.  On  en  a  conclu  les  deux  lois 
suivantes  :  l""  le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression  ; 
Z"*  le  frottement  est  indépendant  de  l'étendue  des  surfaces 
frottantes. 

Soit  N  la  pression  exercée  par  le  coi*ps  que  l'on  considère 
sur  la  surface  sur  laquelle  on  cherche  à  le  faire  glisser.  Les 
deux  lois  précédentes  montrent  que  le  frottement  qui  se  dé- 
veloppe sous  l'action  de  cette  pression  N,  peut  être  repré- 
senté par  /N,  /  étant  un  coefficient  qui  dépend  uniquement 
de  la  nature  des  surfaces  entre  lesquelles  le  glissement 

tend  à  se  produire.  Ce  coef- 
cient  f,  qui  est  le  rapport 
du  frottement  à  la  pres- 
sion, se  nomme  coeffieierU 
de  frottement, 

§  203.  Noif s  pouvons  ap- 
pliquer les  notions  précé- 
dentes au  cas  de  deux  so- 
lides S,  S',  fig,  102,  qui  ne 
se  touchent  que  par  un 
point  A.  Sous  l'action  des 
forces  auxquelles  ces  deux 
solides  sont  soumis,  îlV  développe  en  A,  non-seulement  des 


Fig.  102. 


r 
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pressions  normales  N,  N',  qui  s'opposent  ù  ce  que  les  solides 
pénètrent  Tun  dans  Tautre,  mais  encore  des  réactions  tan- 
gentielles  R,  R',  qui  tendent  à  «'opposer  à  ce  que  ces  deux 
solides  glissent  Tun  sur  l'autre.  Ces  réactions  R,  R',  égales  et 
contraires  l'une  à  l'autre,  comme  les  pressions  normales 
N,  N',  ne  peuvent  pas  dépasser  en  intensité  la  valeur /N  du 
Trottement  correspondant  à  ces  pressions,  /  étant  le  coeffi- 
cient de  frottement  relatif  à  la  nature  des  surfaces  des  deux 
solides  S,  S'  ;  elles  peuvent  d'ailleurs  avoir  une  grandeur 
quelconque  comprise  entre  o  et  /N,  et  elles  peuvent  être  di- 
rigées d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  tangent  com- 
mun aux  deux  solides  au  point  A. 

Soit  AB  la  ligne  qui  représente  la  pression  N  du  solide  S' 
sur  le  solide  S.  Portons  sur  la  direction  de  la  réaction  tan- 
gentielle  R,  que  le  solide  S  éprouve  également  de  la  part  du 
solide  S',  une  longueur  AC  représentant  le  frottement /N  ; 
et  construisons  le  rectangle  ABDC,  sur  les  deux  lignes  AB, 
AC.  Construisons  de  même  le  rectangle  ABF£,dans  lequel 
le  côté  A  £  représente  la  réaction  R.  La  diagonale  A  F  du  se- 
cond rectangle  représente  la  résultante  des  deux  actions 
normale  et  tangentielle  que  le  solide  S  éprouve  de  la  part  du 
solide  S'  :  on  peut  regarder  cette  résultante  comme  étant 
l'action  totale  que  le  solide  S'  exerce  sur  le  solide  S.  Dire 
que  la  réaction  R  ne  peut  pas  dépasser/N,  cela  revient  évi- 
demment à  dire  que  l'angle  F  AB  ne  peut  pas  dépasser  l'an- 
gle D  AB.  Cet  angle  DAB,  que  nous  désignerons  par  a,  est 
déterminé  par  la  relation 

DB  /N  . 
^^"»«  =  ÂB=N-=-^' 
il  dépend  donc  uniquement  du  coefficient  de  frottement/,  et 
par  conséquent  de  la  nature  des  surfaces  des  deux  solides, 
dans  le  voisinage  du  point  A  :  on  lui  donne  le  nom  d'angle 
de  frolietnenf.  Ainsi,  l'action  totale  A  F  que  le  solide  S' 
exerce  sur  le  solide  S  fait  nécessairement  avec  la  normale 

25 
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AB  un  angle  plus  petit  que  l'angle  de  frottement.  Imaginons 
que  la  ligne  A  D  tourne  autour  de  la  normale  A  B ,  et  qu'elle 
décrive  ainsi  un  cône  de  révolution  ayant  cette  normale  pour 
axe  :  nous  pourrons  énoncer  autrement  la  condition  qui 
vient  d'être  indiquée,  et  dire  que  l'action  A  F  du  solide  S' sur 
le  solide  S,  au  point  A,  est  nécessairement  dirigée  à  Tinté- 
rieur  de  ce  cAne,  dont  l'angle  au  sommet  dépend,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  uniquement  de  la  nature  des  snrfoces 
des  deux  solides.  L'action  totale  que  le  solide  S  exerce  sur 
le  solide  S' étant  égale  et  contraire  à  celle  qu'il  en  éprouve, 
on  peut  dire  également  que  cette  action  de  S  sur  S' doit  être 
dirigée  à  l'intérieur  d'un  cône  i^al  au  précédent,  ayant  son 
sommet  en  A  et  son  axe  dirigé  suivant  AB'.  Les  deux  cônes 
dont  il  vient  d'être  question' sont  évidemment  les  deux  nap- 
pes d'une  même  surface  conique  ayant  la  normale  commune 
BAB'  pour  axe,  le  point  A  pour  sommet,  et  l'angle  de  frot- 
tement a  pour  angle  des  génératrices  avec  l'axe. 

Lorsque  deux  solides  se  touchent  par  plus  d'un  point,  on 
peut  répéter  pour  chaque  point  de  contact  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  dans  le  cas  où  il  n'y  en  avait  qu'un  seul  :  les 
actions  égales  et  contraires  que  les  deux  solides  exercent 
l'un  sur  l'autre ,  en  chacun  de  leurs  points  de  contact,  sont 
nécessairement  dirigées  à  l'intérieur  des  deux  nappes  oppo- 
sées d'une  surface  conique  ayant  pour  axe  la  normale  com- 
mune en  ce  point  de  contact,  pour  sommet  ce  point  même, 
et  pour  angle  des  génératrices  avec  l'axe  l'angle  de  fh>ue- 
ment  correspondant. 

L'angle  de  la  surface  conique,  à  l'intérieur  de  laquelle  les 
actions  mutuelles  de  deux  solides  en  un  de  leurs  points  de 
contact  doivent  nécessairement  être  dirigées,  a  une  valeur 
plus  ou  moins  petite  suivant  que  le  coefficient  de  frottement 
correspondant  aux  deux  surfaces  qui  se  touchent  en  ce  point, 
est  lui-même  plus  ou  moins  petit.  Si  l'on  supposait  que  ce 
coefficient  de  frottement  fut  nul,  la  surface  conique  se  rédui- 
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rait  à  son  axe,  et,  par  conséquent,  les  actions  mutuelles  des 
deux  solides  ne  poun*aient  avoir  qu'une  seule  direction,  celle 
de  la  normale  commune  à  leurs  suifaces  menée  par  le  point 
de  contact.  Cest  dans  ce  cas  idéal  que  nous  nous  sommes 
placés,  lorsque  nous  avons  considéré  Téquilibre  d'un  point 
matériel  assiyetti  à  rester  sur  une  courbe  fixe  ou  sur  une  sur- 
face fixe  (S§  126  et  154). 

S  204.  £qalllbre  ée  éemx  collées  q«i  se  (««elieiit.  «^ 
Si  deux  solides  S,  S'  en  équilibre  se  touchent  par  un  seul 
point,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  toutes  les  forces  qui 
agissent  sur  chacun  d'eux,  c'est-à-dire  entre  les  forces  qui 
lui  sont  directement  appliquées  et  l'action  qu'il  éprouve  de 
la  part  de  l'autre  solide,  au  point  où  ils  se  touchent.  Il  suit 
de  là  que,  si  Ton  considère  chacun  des  deux  solides  comme 
étant  invariable  de  forme,  et  si  l'on  compose  entre  elles  les 
forces  qui  lui  sont  directement  appliquées,  en  laissant  de  c()té 
l'action  qu'il  éprouve  de  la  part  de  l'autre  solide,  on  devra 
nécessairement  trouver  pour  ces  forces  une  résultante  uni- 
que égale  et  directement  opposée  à  cette  action.  D'après  cela 
il  est  aisé  de  voir  que,  pour  que  les  deux  solides  S,  S' soient 
en  équilibre,  il  faut  :  1^  que  toutes  les  forces  directement  ap- 
pliquées à  l'un  quelconque  de  ces  deux  solides  aient  une  ré- 
sultante dirigée  vers  le  point  par  leqvel  ils  se  touchent  ; 
S""  que  la  résultante  des  forces  directement  appliquées  au  so- 
lide S  soit  égale  et  contraire  à  la  résultante  des  forces  direc- 
tement appliquées  au  solide  S'  ;  S"*  que  ces  deux  résultantes 
soient  dirigées  à  l'intérieur  des  deux  nappes  de  la  surface  co- 
nique ayant  pour  sommet  le  point  de  contact  des  deux  soli- 
des, pour  axé  la  normale  commune  en  ce  point,  et  pour 
angle  des  génératrices  avec  l'axe,  l'angle  de  frottement  cor- 
respondant à  la  nature  des  surfaces  qui  se  touchent  ^  k""  enfin 
que  ces  deux  résultantes  agissent  dans  des  sens  tels  qu'elles 
tendent  à  appuyer  les  deux  solides  l'un  conti*e  l'autre,  et  non 
à  les  séparer  l'un  de  l'autre. 


à5. 
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Lorsque  deux  solides  en  équilibre  se  touchent  par  plu- 
sieui*s  points,  les  forces  directement  appliquées  à  Tun  d'eux 
S  sont  mises  en  équilibre  par  les  actions  qu'il  éprouve  de  la 
part  de  l'autre  solide  S'  aux  divers  points  par  lesquels  ils  se 
touchent;  et  comme  ces  actions  de  S'  sur  S  n'ont  pas  néces- 
sairement une  résultante  unique,  il  s'ensuit  que^  pour  l'équi- 
libre, il  n'est  pas  nécessaire  non  plus  que  les  forces  directe- 
ment appliquées  au  solide  S  aient  une  résultante  unique. 
Tout  ce  que  nous  pouvons  dire  ici  d'une  manière  générale, 
c'est  que  les  forces  directement  appliquées  au  solide  S,  et  les 
actions  que  ce  solide  S  exerce  sur  le  solide  S',  constituent 
deux  systèmes  de  forces  équivalents  (§  180)  ;  puisque  l'un  et 
l'autre  de  ces  deux  systèmes  de  forces  est  mis  en  équilibre  par 
l'ensemble  des  actions  de  S'  sur  S. 

§  205.  Consi- 
dérons en  parti- 
culier deux  soli- 
des S,  S',  qui  se 
touchent  par  plu- 
sieurs points  A, 
B,  C,  D,...  fig. 
103,  tous  situés 
dans  un  même 
plan  P.  Supposons  que  les  parties  matérielles  du  solide  S 
qui  se  trouvent  sur  les  perpendiculaires  au  plan  P  menées 
par  les  points  de  contact  A,  B,  C, . . .  et  dans  le  voisinage  de 
ces  points,  soient  toutes  placées  d^un  même  côté  du  plan 
P;  et  que  par  conséquent  les  parties  matérielles  du  solide  S' 
situées  sur  les  mêmes  perpendiculaires  et  dans  le  voisinage 
des  mêmes  points  A ,  B ,  G, . . .  soient  toutes  placées  de 
l'autre  côté  de  ce  plan.  Supposons  en  outre  que  les  forces 
directement  appliquées  au  solide  S  aient  une  résultante 
unique  R,  ce  qui  entraîne  nécessairement  comme  consé- 
quence que  les  forces  directement  appliquées  au  solide  S' 


A, 


>» 


Fig.  103. 
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aient  aussi  une  résultante  unique  R'  égale  et  contraire  à  la 
précédente. 

La  résultante  R  des  forces  directement  appliquées  au 
solide  S  est  équivalente  au  système  des  actions  que  ce  so- 
lide S  exerce  sur  le  solide  S',  aux  divers  points  de  contact 
A,  B,  C, . . .  9  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir  il  n'y  a  qu'un 
instant;  cette  force  R  est  donc  aussi  la  résultante  des  actions 
de  S  sur  S',  et  son  moment  par  rapport  à  une  droite  quelcon- 
que tracée  dans  le  pian  P  est  égal  à  la  somme  des  moments  de 
ces  actions  de  S  sur  S' par  rapport  à  la  môme  droite  (§  1 80) . 

Cela  posé,  construisons  un  polygone  convexe  ABDFH 
ayant  pour  sommets  des  points  pris  parmi  les  points  de  con- 
tiict  A,  B,  C,  D, . . .  des  deux  solides,  et  contenant  à  son  inté- 
rieur ou  sur  ses  côtés  tous  ceux  de  ces  points  de  contact  qui 
ne  sont  pas  à  ses  sommets.  D'après  ce  que  nous  admettons, 
les  divei^ses  actions  de  S  sur  S' tendent  toutes  à  repousser  les 
points  A,  B,  G, ...  du  solide  S' d'un  même  côté  du  plan  P,  et 
par  suite  la  résultante  R  de  ces  actions  doit  aussi  tendre  à 
repousser  le  solide  S'  de  ce  même  côté  du  plan  P  ;  les  mo- 
ments de  ces  actions  de  S  sur  S',  par  rapport  au  côté  AB  du 
polygone  que  nous  venons  de  former,  sont  donc  tous  de  même 
signe,  et  le  moment  de  la  force  R  par  rapport  à  ce  côté  a 
par  conséquent  le  même  signe  que  chacun  d'eux  :  donc  la 
direction  de  la  force  R  doit  percer  le  plan  P  en  un  point  si- 
tué, par  rapport  à  la  ligne  AB,  du  même  côté  que  les  points 
de  contact  G,  D,  £,. . .  qui  ne  sont  pas  sur  cette  ligne.  Ce 
que  nous  venons  de  dire  pour  le  côté  AB  du  polygone  con- 
vexe ABDFH,  nous  pouvons  le  répéter  pour  chacun  de  ses 
autres  côtés  ;  nous  en  conclurons  nécessairement  que  la  di- 
rection de  la  force  R  doit  percer  le  plan  P  à  l'intérieur  de  ce 
polygone  convexe,  auquel  on  donne  le  nom  de  polygone 
d'appui  des  deux  solides.  Il  faut  en  outre,  bien  entendu, 
que  la  force  R  tende  à  appuyer  le  solide  S  sur  le  solide  S',  et 
non  à  l'écarter  de^e  dernier  solide. 
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Si,  outre  les  hypothèses  précédentes ,  nous  admettons 
encore  que  le  coefficient  de  frottement  soit  le  même  pour  les 
divers  points  de  contact  Â,B, C, D,...  des  deux  solides 
S,  S'y  chacune  des  actions  de  S  sur  S'  ne  poun*a  pas  faire 
avec  la  perpendiculaire  au  plan  P  un  angle  plus  grand  que 
Tangle  de  frottement  commun  aux  divers  points  de  contact; 
d'ailleurs,  on  peut  évidemment  trouver  la  grandeur  et  la  di- 
i^ection  de  la  force  R  en  transportant  les  actions  de  S  sur  S' 
parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  où  cette  force  R  perce 
le  plan  P,  et  les  composant  ensuite  à  l'aide  du  polygone  des 
forces  :  il  est  aisé  d'en  cx)nclure  que  la  force  R  elle-même  ne 
peut  pas  faire  avec  la  perpendiculaire  au  plan  P  un  angle 
plus*  grand  que  l'angle  de  frottement  dont  il  vient  d'être 
question. 

Nous  n'avons  particularisé  en  aucune  manière  le  nombre 
des  points  de  contact  A,  B,  C,  D . . . ,  que  nous  avons  suppo- 
ses  tons  situés  dans  un  même  plan,  et,  par  conséquent,  tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  est  applicable  au  cas  où  les 
deux  solides  S,  S' se  toucheraient  dans  toute  l'étendue  d'une 
face  plane. 

§  206.  Éqnlllbre  é'aB  Mliée  pesant  pMié  sar  «a 
plAB.  —  Un  corps  solide,  soumis  à  la  seule  action  de  la  pe- 
santeur, et  posé  sur  un  plan,  c'est-à-dire  sur  une  face  plane 
d'un  autre  corps,  rentre  évidemment  dans  le  cas  que  nous 
venons  d'étudier  d'une  manière  générale  (§  205).  Les  actions 
de  la  pesanteur  sur  les  diverses  parties  du  corps  ont  une  ré- 
sultante égale  à  son  poids,  agissant  suivant  la  verticale  me- 
née par  son  centre  de  gravité^  et  de  haut  en  bas.  Pour  que 
le  corps  soit  en  équilibre,  il  faut  :  l""  que  la  verticale  menée 
par  son  centre  de  gravité  perce  le  plan  sur  lequel  il  repose  à 
l'intérieur  du  polygone  d'appui,  tel  que  nous  l'avons  défini; 
2"*  que  l'angle  compris  entre  la  verticale  et  la  perpendicu- 
laire au  plan,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'angle  que  le 
plan  fait  avec  l'horizon,  soit  inférieur  à  l'aAgle  de  frottement 
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correspondant  à  la  nature  des  surfaces  qui  sont  en  contacl. 

Dans  le  cas  particulier  on  le  corps  que  Ton  considère  est 
posé  sur  un  plan  horizontal,  la  seconde  condition  est  ton* 
jours  satisfaite  ;  on  n'a  donc  qu'à  se  préoccuper  de  la  pre- 
mière condition,  pour  savoir  si  le  corps  est  ou  n'est  pas  en 
équilibre  dans  une  position  donnée. 

Cbercbons  à  nous  rendre  compte  de  la  grandeur  des  pres- 
sions qu'un  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  horizontal,  exerce 
en  ses  divers  points  d'appui  ;  et  considérons  pour  cela  les 
divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  eu  égard  au  nombre  des 
points  d'appui.  Si  le  corps  ne  s'appuie  que  par  un  seul  point, 
il  ne  peut  être  en  équilibre  qu'autant  que  son  centre  de  gra- 
vité est  situé  sur  la  verticale  menée  par  ce  point  d'appui,  et 
la  pression  qu'il  exerce  en  ce  point  est  évidemment  égale  à 

^-    ■■■■■g 1     son  poids.  Si  le  corps  s'appuie  par 

Fiff.  104.  deux  points  A,  B,  fig.  10/i,  la  ver- 

ticale menée  par  son  centre  de  gravité  doit  percer  le  plan, 
sur  lequel  il  repose,  en  un  point  C  situé  sur  la  droite  qui 
passe  par  les  deux  points  A,  B,  et  entre  ces  deux  points  ; 
il  suffit  de  décomposer  le  poids  P  du  corps,  appliqué  sui- 
vant cette  verticale,  en  deux  composantes  parallèles  agis- 
sant sur  les  points  A  et  B,  pour  avoir  les  pressions  exercées 

PxCB 

par  le  corps  en  ces  deux  points  :  on  trouve  ainsi  — -— - 

AB 

PxAC 
pour  la  pression  au  point  A,  et  pour  la  pression  au 

A jÊi  point  B.  Si  le  corps  s'appuie  par  trois 

\  y  points  A,  B,  C,  non  situés  en  ligne 

\    .   ^      /'  droite,/^.  105,  la  verticale  menée 

\         y  par  son  centre  de  gravité  doit  per- 

\  y  cer  le  plan  en  un  point  D  situé  à  l'in- 

ç"^  teneur  du  triangle  ABC;  les  pres- 

Fig.  105.  ^^^^^  ^^,.|  ^^^f^  gQ|.  jq  pi^m  ^  jm^ 

points  A,  B,  C,  seront  trois  forces  parallèles  ayant  pour  ré- 
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sultanle  une  force  verticale  égale  à  son  poids  P  et  appli- 
quée au  point  D  ;  le  moment  de  cette  résultante  P  par  rap- 
port au  plan  vertical  mené  par  BG  sera  égal  au  moment 
de  la  composante  appliquée  en  A  par  rapport  au  même  plan 
vertical  (§  158),  et  par  suite  cette  composante  et  la  résul- 
tante seront  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des  distances 
de  leurs  points  d'application  A  et  D  au  côté  BC,  c'est-à-dire 
dans  le  rapport  invei*sedes  surfaces  des  triangles  BAC,  BDC  : 
donc  les  pressions  exercées  par  le  corps  en  chacui^  de  ses 
trois  points  d*appui  A,  B,  C,  auront  respectivement  pour 

PxBDC    PxADÇ    PxADB 
valeurs      ^^^     ,      ^^^     ,      ^^^    . 

Si  le  nombre  des  points  d'appui  du  corps  avec  le  plan  est 
supérieur  à  trois,  il  n'est  plus  possible  de  déterminer  les 
pressions  qu'il  exerce  en  chacun  de 'ses  points  d'appui,  par 
la  seule  connaissance  de  la  position  que  la  verticale  menée 
«par  son  centre  de  gravité  occupe  par  rapport  à  ces  points; 
on  peut  en  effet  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  forces 
parallèles  et  de  même  sens  appliquées  à  ces  points  d'appui^ 
qui  aient  pour  résultante  le  poids  P  du  corps  appliqué  à  son 
centre  de  gravité  :  on  peut  prendre  arbitrairement  les  va- 
leurs de  ces  pressions,  à  l'exception  de  trois  d'entre  elles, 
sans  toutefois  dépasser  certaines  limites  pour  ces  valeurs,  ei 
on  en  conclut  facilement  les  grandeurs  des  trois  pressions  res- 
tantes, de  manière  que  la  résultante  de  toutes  ces  pressions 
soit  égale  au  poids  du  corps  et  soit  dirigée  suivant  la  verti- 
cale du  centre  de  gravité.  La  même  difficulté  se  présente  éga- 
lement lorsque  le  corps  s'appuie  par  trois  points  situés  sur  une 
même  ligne  droite  ;  la  détermination  des  pressions  exercées 
par  le  corps  en  chacun  de  ces  trois  points  d'appui  ne  peut  pas 
s'effectuer  par  la  seule  connaissance  du  point  où  la  verticale 
menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  rencontre  la  droite 
menée  par  ces  trois  points  d'appui .  Les  pressions  que  le  corps 
exerce  sur  le  plan ,  aux  divers  points  par  lesquels  il  le  touche. 
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ne  sont  cependant  pas  indéterminées  :  mais  on  ne  peut  les 
trouver  qu'autant  que  Ton  connaît  la  nature  du  corps  pesant 
que  Ton  considère,  que  Ton  sait  quelle  est  la  rigidité  ou  la 
flexibUité  plus  ou  moins  grande  qu*il  présente  dans  ses  di- 
vei^ses  parties,  et  que  Ton  sait  également  comment  se  com- 
porte le  corps  à  face  plane  et  horizontale  sur  lequel  il  s'ap- 
puie sous  l'action  des  pressions  que  ce  second  corps  éprouve 
de  la  paît  du  premier.  La  question  que  nous  allons  traiter 
dans  le  paragraphe  suivant  montrera  comment  cette  con- 
naissance de  la  nature  des  deux  corps  permet  d'effectuer  la 
détermination  des  pressions  aux  différents  points  par  lesquels 
ils  se  touchent. 

§  207.  Considérons  un 
solide  S,  fig.  106,  repo- 
sant sur  un  plan  horizontal 
par  une  face  plane  rectan- 
gulaire AB,  qui  est  repré- 
sentée en  vraie  grandeur 
en  aba'b'.  Supposons  que 
la  surface  latérale  du  so- 
lide, dans  le  voisinage  de 
la  face  d'appui  A  B ,  soit 
formée  de  plans  perpendi- 
culaires à  cette  "face  me- 
nés par  ses  quatre  côtés; 
et  que  le  centre  de  gravité 
G  du  solide  se  trouve  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  les 
milieuxm,  n  des  côtés  aa\  b  b'  de  la  face  d'appui.  Supposons 
en  outre  que  la  surface  plane  sur  laquelle  le  corps  S  repose 
présente  une  grande  rigidité,  et  reste  plane  malgré  la  légère 
dépression  que  le  poids  du  corps  lui  fait  subir;  que  le  solide 
S  soit  partout  également  compressible  sous  l'action  des 
forces  qui  peuvent  lui  être  appliquées,  du  moins  dans  la 
partie  qui  avoisine  sa  face  d'appui  AB  ;  enfin  que,  en  raison 


Fig.  lOG. 
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de  celte  égale  compressibilité,  les  molécules  qui  étaient  pri- 
mitivement dans  un  plan  CD  parallèle  à  la  face  AB  et  très- 
voisin  de  cette  foce ,  avant  que  le  solide  ne  fit  soumis  aux. 
pressions  qull  éprouve  de  bas  en  haut  sur  cette  faced'appiû, 
se  trouvent  encore  dans  un  même  plan  C  D',  après  la  défor- 
mation que  ces  pressions  lui  ont  fait  subir.  Prenons  en  par- 
ticulier dans  le  solide  un  prisme  vertical  HL,  à  base  infini- 
ment petite  0»,  s*étendant entre  les  plans  A B,  CD,  avant  que 
le  solide  ait  été  d3foi*mé  dans  le  voisinage  de  sa  face  d'ap- 
pui ;  ce  prisme  s'est  raccourci,  par  suite  des  pressions  qu'il 
éprouve  à  ses  deux  extrémités,  et  sa  longueur  qui  était 
primitivement  HL,  s'est  réduite  à  HL'  :  LU  est  donc  la 
quantité  dont  sa  longueur  a  diminué,  et  par  conséquent  on 
aura  pour  la  pression  p  que  la  base  inférieure  co  de  ce 
prisme  éprouve  de  la  part  du  plau  d'appui  (§  196) 

LL' 
'^  HL 

Cette  formule  fournira  les  valeurs  de  la  pression  /  que  le 
solide  éprouve  sur  les  divers  élésMits  u  dans  lesquels  on 
peut  concevoir  que  la  face  d'appui  soit  décomposée,  pourvu 
qu'on  y  attribue  à  L  L' la  valeur  qui  convient  à  chacun  de 
ces  éléments;  quant  aux  quantités  £  et  HL,  elles  ne  varient 
pas,  parce  que,  d'une  part,  le  solide  est  supposé  également 
compressible  dans  toute  l'étendue  de  sa  face  d'appui,  et  d'une 
autre  part,  les  plans  parallèles  AB,  CD,  sont  partout  égale- 
ment distants.  Toutes  les  pressions  telles  que  p  sont  verti- 
cales et  dirigées  de  bas  en  haut,  et  leur  résultante  doit  être 
égale  et  directement  opposée  au  poids  P  du  solide  appliqué 
à  son  centre  de  gravité  G.  Ces  pressions  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles aux  produits  a».  LL',  dont  chacun  représente  le 
volume  de  la  portion  du  prisme  H  L  qui  est  comprise  entre 
les  plans  CD,  CD'.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  résul- 
tante de  ces  pressions/»  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la 
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tranche  du  solide  comprise  entre  les  plans  CD,  C'D\  eu 
supposant  toutefois  que  cette  ti'anche  soit  homogène;  et 
qu'eu  outre  cette  résultante  a  pour  valeur  le  produit  du  vo- 

lunie  de  la  tranche  CD  CD'  par  le  facteur  rjT=r. 

Nous  voyons  par  là  que  le  solide  S  doit  éprouver,  sous 
Faction  de  son  poids,  une  déformation  telle  que  la  verticale 
menée  par  son  centre  de  gravité  G  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  volume  C  DC  D' considéré  comme  un  corps  homo- 
gène ;  et  les  pressions  que  ce  solide  éprouve  sur  les  divers 
éléments  égaux  de  sa  face  d*appui  AB,  sont  proportionnelles 
aux  portions  des  verticales  menées  par  ces  éléments  qui  sont 
comprises  entre  les  plans  CD,  CD'.  Le  centre  de  gravité  G 
étant  situé  par  hypothèse  dans  le  plan  vertical  dont  la  trace 
horizontale  estmn,  il  est  aisé  de  voir  que  Tintersection  des 
plans  CD,  CD'  doit  être  parallèle  aux  côtés  aa\  bV  de  la 
face  d*appui  du  solide  ;  et  le  centre  de  gravité  du  corps  ho- 
mogène compris  entre  ces  deux  plans  coïncide  avec  le  centre 
de  gravité  du  trapèze  suivant  lequel  ce  coi'ps  est  coupé  par  le 
plan  vertical  mené  par  mn.  On  voit  d'après  cela  que  les 
pressions  sont  les  mêmes,  pour  les  divers  éléments  égaux  de 
la  face  d'appui  qui  sont  situés  sur  une  parallèle  quelconque 
aux  côtés  aa\  hb'  de  cette  face  ;  et  que,  si  Ton  suppose  que 
la  verticale  menée  par  le  point  G  passe  par  un  point  0  plus 
rapproché  de  bV  que  de  aa\  les  pressions  sur  les  éléments 
égaux  de  la  face  d'appui  augmenteront  constamment  depuis 
le  côté  aa'  de  cette  face,  jusqu'au  côté  bb'.  Soient  r  et  «  les 

longueurs  des  côtés  ab^  a  a'  de  la  face  d'appui.  La  pres- 

p 

sion  totale  que  supporte  cette  face  étant  égale  à  P,  on  a  — 

pour  la  pression  moyenne  rapportée  à  l'unité  de  surface,  et 
par  conséquent  P  —  pour  la  pression  que  supporte  un  élé- 

Tê 

ment  o)  situé  à  égale  distance  des  côté&  aa',  bb'.  D'après 
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cela,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  un  élément  «  situé  tout 
près  de  Taréte  bV  la  pression  p  qui  est  plus  grande  que  par- 
tout ailleurs,  a  pour  valeur 

o)     DD' 

££' étant  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  paral- 
lèles dans  le  trapèze  CDCD'. 

Concevons  maintenant  que,  par  un  changement  de  forme 
de  la  partie  supérieure  du  solide,  nous  déplacions  son  centre 
de  gravité  G^  sans  le  faire  sortir  du  plan  vertical  mené  par 
mn.  Le  trapèze  CDCD'  devra  changer  de  forme  en  même 
temps,  de  manière  que  son  centre  de  gravité  se  trouve  tou- 
joui-s  sur  la  verticale  menée  par  le  point  G.  Si  la  projection 
horizontale  0  du  centre  de  gravité  G  se  rapproche  du  côté 
b  V  de  la  base,  sans  que  le  poids  total  P  du  solide  change, 
le  côté  DD'  du  trapèze  doit  augmenter,  et  le  côté  CC  doit 
diminuer  de  la  même  quantité  -,  car  il  faut  que  le  volume 
compris  entre  les  plans  C  D,  C  D'  reste  le  même,  et  par 
conséquent  aussi  la  surface  du  trapèze  CDCD',  ce  qui  fait 
que  la  demi-somme  EF/  des  côtés  CC,  et  DD'  doit  conser- 
ver la  même  grandeur.  Lorsque  0»  ne  sera  plus  que  le  liere 
de  ai,  le  côtéCC  du  trapèze  se  réduira  à  zéro,  et  le  trapèze 
se  changera  en  un  triangle  dans  lequel  le  côté  D  D'  opposé 
au  sommet  C  sera  double  de  ££'  ;  aloi*s  la  pression  /i  suppor- 
tée par  un  élément  w  de  la  face  d*appui  situé  tout  près  du 

côté  A  A' deviendra  égale  à  2P--,  c'est-à-dire  qu'elle  sera 

double  de  la  pression  moyenne  rapportée  a  un  élément  de 
même  étendue.  Si  la  projection  horizontale  0  du  centre  de 
gravité  G  se  rapproche  encore  de  A  A',  la  ligne  C  D'  qui  esl 
venue  précédemment  passer  par  le  point  C,  doit  s'élever  au- 
dessus  de  ce  point  C  et  s'abaisser  encore  au-dessous  du 
point  D;  cela  indique  que  la  pression  tend  à  devenir  néga- 
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tive  dans  le  voisinage  de  l'arête  aqt  de  la  face  d*appui, 
c'est-à-dire  à  se  changer  en  une  traction.  C'est  ce  qui  arrive- 
rait en  effet  si  la  face  d'appui  était  collée  sur  le  plan  sur  le- 
quel elle  repose.  Mais,  comme  cette  face  d'appui  est  simple- 
ment posée  sur  le  plan,  les  choses  ne  peuvent  pas  se  passer 
ainsi  ;  le  solide  S  ne  peut  éprouver  que  des  pressions  de  la 
part  du  plan  qui  le  supporte.  Dans  ce  cas,  les  pi'essions  ne 
s'exercent  plus  sur  tonte  la  surface  du  rectangle  aha!h' \  une 
portion  de  ce  rectangle,  située  vers  l'arête  a  a',  n'est  plus 
pressée  en  aucun  de  ses  points  ;  et  la  portion  restante,  qui 
supporte  la  pression  totale  P,  est  un  autre  rectangle  qui  se 
trouve  dans  le  cas  où  était  le  rectangle  tout  entier,  lorsque 
On  était  égal  au  tiers  de  ai6.  Si  nous  nommons  e  la  distance 
On  devenue  plus  petite  qiie  le  tiers  de  ai,  3  e  et  «  seront  les 
deux  côtés  de  la  portion  de  la  face  aba'b'  qui  s'appuie  réel- 

lement  sur  le  plan  ;  P —  est  la  pression  moyenne  sur  un  élé- 

(ù 

ment  co  de  cette  surface  ;  et  2P est  la  pression  supportée 

3e  « 

par  un  élément  w  situé  tout  près  de  l'arête  bb\ 

On  voit  par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  poui'  la 
pression  sur  un  élément  o)  voisin  de  bb'j  que  cette  pression 
augmente  à  mesure  que  £  diminue.  Soit  Rco  la  pression  ca- 
pable de  déterminer  l'écrasement  du  prisme  élémentaire  qui 
a  pour  base  co.  Si  l'on  pose 

2P  — =  R«, 

on  en  tire 

_,   P 

Cette  valeur  de  e  est  la  limite  au  delà  de  laquelle  on  ne  doit 
pas  faire  décroître  la  distance  e  ou  On,  sans  quoi  le  solide  S 
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s'écraserait  dans  le  voisinage  de  l'arête  bh'.  Nous  sommes 
conduits  par  là  à  ajouter  quelque  chose  à  la  condition  d'éqni* 
libre  du  solide  pesant  S  posé  sur  un  plan  horizontal.  Nous 
avions  trouvé  que  cet  équillibre  ne  pouvait  avoir  lien  qu'au- 
tant que  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  G  du 
solide  perçait  le  plan  en  un  point  situé  à  l'inlérieui  du  rec- 
tangle aba'V  qui  constitue  son  polygone  d'appui;  nous 
voyons  qu'il  faut  en  outre  que  cette  verticale  passe  à  l'inté- 
rieur de  ce  rectangle,  à  une  distance  suffisamment  grande  de 
chacun  de  ses  côtés. 

On  comprend  toute  l'importance  que  peuvent  avoir  des 
considérations  analogues  aux  précédentes,  toutes  les  fois 
que  l'on  a  à  s'occuper  de  l'équilibre  de  corps  solides  se  tou- 
chant par  des  faces  planes,  comme  cela  a  lieu  dans  les  cons- 
tructions en  pierres,  et  en  particulier  dans  les  voûtes. 


r 


CHAPITRE  VI. 


ÉQUILIBRE    DES    FLUIDES. 


§  208.  Les  fluides  (liquides  ou  gaz)  sont  des  corps  dont 
les  molécules  sont  extrêmement  mobiles  les  unes  par  rap- 
port aux  autres.  Lorsqu*on  cherche  à  faire  glisser  les  difle- 
renles  parties  d'une  masse  fluide  les  unes  sur  les  autres,  on 
n'^H*ouve  pas  de  résistance  analogue  à  celle  qui  se  déve- 
loppe dans  le  glissement  des  corps  solides  et  que  nous  nom- 
mons frottement.  L'absence  absolue  du  frottement,  enu*c  les 
diverses  parties  d'un  fluide  qui  se  déplacent  les  unes  par 
rapport  aux  antres,  constitue  la  fluidité  parfaite.  Les  li- 
quides et  les  gaz,  tels  qu'ils  existent  dans  la  nature,  sont  en 
général  extrêmement  près  de  présenter  cette  fluidité  par- 
faite, surtout  lorsqu'ils  sont  en  équilibre  absolu  oii  relatif. 
Nous  supposerons  dans  ce  chapitre  qu'ils  jouissent  complè- 
tement de  cette  propriété.  La  vérification  expérimentale 
des  résultats  auxquels  nous  parviendrons  ainsi,  montre  que, 
en  faisant  cette  hypothèse,  nous  ne  nous  écartons  pas  sensi- 
blement de  la  réalité. 

Lorsqu'un  liquide  est  contenu  dans  un  vase,  et  qu'on 
cherche  à  diminuer  le  volume  qu'il  occupe  en  le  compri- 
mant dans  ce  vase,  on  ne  peut  pas  y  parvenir  :  le  liquide 
conserve  le  volume  qu'il  avait  d'abord,  ou  du  moins  la  dimi- 
nution de  volume  qu'il  éprouve  est  si  faible  qu'on  a  beau- 
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coap  de  peine  a  s*en  apercevoir.  Cest  ce  qui  fait  qu*ou 
donoe  aux  liquides  le  nom  de  fluides  incompressibles,  Daos 
ce  qui  suit,  nous  traiterons  les  liquides  comme  jouissaot 
d*une  incompressibilité  absolue  ;  nous  nous  écarterons  ainsi 
tellement  peu  de  la  réalité,  que  cela  n*occasionnera  aucune 
erreur  appréciable  dans  les  résultats  auxquels  nous  par- 
viendrons. 

Un  gaz  se  comporte  tout  autrement  qu'un  liquide,  quand 
on  cherche  à  le  comprimer  ;  on  peut  sans  grande  difficulté 
réduire  son  volume  à  n*étre  plus  que  la  moitié,  le  tiers,  le 
quart  de  ce  qu'il  était  d'abord.  Si  ensuite  ou  cesse  d'exercer 
l'effort  qui  a  déterminé  cette  diminution  de  volume,  le  gaz 
revient  de  lui-même  à  son  volume  primitif.  C'est  pour  cela 
qu'on  donne  aux  gaz  le  nom  de  fluides  elasiigues, 

§  209.  TraanaiiBst^a  àeu  prcssiMMs  4«b8  les  flvMcs. 
—  Considérons  une  masse  fluide  en  équilibre  dans  une  en- 
veloppe fermée  qu'elle  remplit 
complètement,/?^.  107,  et  suppo- 
sons que  ses  molécules  ne  soient 
soumises  à  aucune  force  autre  que 

^f /  /       \    les  actions   que  chacune   d'elles 

éprouve  de  la  part  des  molécules 
voisines.  Ce  fluide  exercera  géné- 
ralement des  pressions  sur  les  di- 
verses parties  de  l'enveloppe  qui 
le  renferme.  Si  l'on  vient  à  enlever 
Fig.  it7.  mjg  petite  portion  de  cette  enve- 

loppe, et  si  on  la  remplace  par  un  piston  A  de.  même 
forme ,  mobile  dans  un  bout  de  tuyau  adapté  au  contour 
de  l'ouverture  ainsi  produite,  on  conçoit  que  le  fluide 
pourra  se  trouver  exactement  dans  les  mêmes  conditions  que 
précédemment,  pourvu  qu'on  applique  au  piston  A  une  force 
convenable  F  dirigée  parallèlement  aux  parois  du  tuyau 
dans  lequel  II  peut  se  mouvoir.  De  même,  on  pourra  rem- 
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placer  une  autre  portion  de  l'enveloppe  par  un  piston  B, 
également  mobile  dans  un  bout  de  tuyau,  et  soumis  à  'ac- 
tion d'une  certaine  force  F',  sans  que  le  fluide  cesse  d'être 
exactement  dans  les  mêmes  conditions.  Cela  posé,  nous  al- 
lons voir  que,  si  les  bases  des  deux  pistons  A,  B  sont  égales, 
les  deux  forces  F,  F'  doivent  aussi  être  égales. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  imaginons  que  nous 
réunissions  les  deux  bouts  de  tuyau  dans  lesquels  peuvent  se 
mouvoir  les  deux  pistons  A,  B,  par  un  canal  courbe  ACB, 
c  ontenu  tout  entier  à  l'intérieur  de  l'espace  occupé  par  le 
fluide,  et  se  raccordant  à  ses  deux  extrémités  avec  ces  bouts 
de  tuyau  ;  nous  pourrons  même  supposer  que  la  section 
transversale  de  ce  canal  ACB  soit  partout  égale  à  la  base 
de  l'un  des  pistons  A,  B.  Le  fluide  dont  il  s'agit  étant  en 
équilibre,  nous  pouvons  lui  appliquer  le  théorème  du  travail 
virtuel  (§  iS/i).  Pour  cela,  concevons  que  le  piston  A  mar- 
che d'une  quantité  infiniment  petite  e  vers  l'intérieur  de  l'en- 
veloppe ;  que  la  portion  du  fluide  qui  est  située  en  dedans 
du  canal  ACB  glisse  le  long  de  ce  canal  sans  en  sortir,  et 
suive  ainsi  le  mouvement  du  piston  A  tout  en  conservant  le 
même  volume  ;  qu'en  conséquence  le  piston  B  marche  vers 
l'extérieur,  d'une  quantité  égale  à  e;  enfin  que  toute  la 
portion  du  fluide  qui  se  trouve  en  dehors  du  canal  AC  B  ne 
se  déplace  pas  :  pour  ce  déplacement  virtuel  particulier  du 
système  matériel  que  nous  considérons ,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  des  forces  qui  sont  appliquées  à  ses  diverses 
parties  doit  être  nulle.  Or,  la  portion  A  C  B  du  fluide,  qui  se 
déplace  seule,  ne  change  pas  de  volume  ;  les  diverses  par. 
lies  qui  la  composent  se  meuvent  séparément  en  glissant 
simplement  les  unes  sur  les  autres,  ou  bien  sur  la  partie  du 
fluide  qui  est  en  dehors  du  canal  A  C  B  et  qui  reste  immo- 
bile ;  mais  ce  glissement  s'effectue  sans  qu'il  y  ait  de  frotte- 
ment, en  raison  de  la  fluidité  parfaite  du  système  (  §  208  )  : 
il  résulte  de  là ,  et  de  ce  que  nous  avons  dit  à  l'occasion  des 
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tystèmeft  matériels  dams  lesquels  on  imagiDe  des  liaisons 
es  ^^\  Que  la  somme  des  travaux  virtuels  dus  aux  actions 
ijue  les  molécules  du  fluide  tout  entier  exercent  les  unes 
sur  les  autres  est  égale  à  zéro.  D'après  cela,  on  voit  que  U 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  à  notre 
système  matériel  se  réduit  à 

Fe  — F'e; 

et  comme  cette  somme  doit  être  nulle,  il  s'ensuit  qu'on  a 

F  =  F. 

On  conclut  de  la  proposition  qui  vient  d'être  établie,  que 
la  force  F,  appliquée  au  piston  A,  donne  lieu  à  une  pressioo 
égale  à  F  sur  toute  portion  de  l'enveloppe  ayant  une  étendue 
égale  à  la  base  de  ce  piston.  C'est  ce  qui  constitue  le  ihétn 
rimé  de  la  tran$miê$ian  de*  pression*  dans  un  fluide  dont 
les  molécules  ne  sont  soumises  à  aucune  force  autre  que  les 
actions  que  chacune  d'elles  éprouve  de  la  part  des  molécules 
voisines.  Il  est  bon  d'observer  que  la  force  F,  appliquée  au 
piston  A,  peut  recevoir  une  grandeur  quelconque,  si  le 
fluide  que  l'on  considère  est  incompressible;  mais  qu'elle 
doit  au  contraire  avoir  une  valeur  déterminée,  s'il  s'agit 
d'un  fluide  élastique,  valeur  qui  dépend  de  la  tendance 
plus  ou  moins  grande  du  fluide  à  augmenter  de  voluoie. 

§  210.  Egalité  àem  preasUns  4«as  !•«»  I«s  se»», 
autour  é'iia  point  qmeleonqme,  4«Mii  um  flii&4«  e« 
équilibre.  ^  Soit  M,  fig.  107,  un  point  quelconque  pris  à 
l'intérieur  de  la  masse  fluide  dont  nous  nous  sommes  occu- 
pés dans  le  paragraphe  précédent.  Concevons  que  nous  fas- 
sions passer  par  ce  point  une  surface  N  N'  qui  s'étende  de 
tous  côtés  jusqu'à  l'enveloppe,  et  qui  soit  plane  jusqu'à  une 
certaine  distance,  tout  autour  du  point  M.  Cette  surface  di- 
visera la  masse  fluide  en  deux  portions  P,  Q.  Supposons  que 
la  partie  P,  c'est-à-dire  celle  qui  ne  reçoit  pas  directement 
l'action  du  piston  A,  soit  solidifiée  sans  changer  de  forme; 


ÉQUILIBRE  DES   FLUIDES.  /|03 

il  est  clair  que,  par  là,  nous  ne  troublons  pas  Téquilibre  du 
système  tout  entier,  et  que,  par  conséquent,  après  cette  soli- 
dification de  la  partie  P,  la  partie  Q  reste  à  Tétat  d'équilibre 
comme  précédemment.  Mais  alors  la  surface  N  W  devient 
une  partie  de  la  paroi  qui  enveloppe  le  fluide  restant  Q  ; 
donc,  en  vertu  de  l'action  de  la  force  F  sur  le  piston  A,  le 
fluide  Q  exerce  une  pression  égale  à  F  sur  une  portion  de  la 
face  plane  menée  par  le  point  M  ayant  même  étendue  que  le 
piston  A.  Ce  résultat  est  indépendant  de  la  direction  que 
nous  avons  donnée  à  la  partie  plane  de  la  surface  NN'  menée 
par  le  point  M  ;  la. pression  que  le  fluide  situé  d'un  côté  de 
cette  surface  exerce  sur  le  fluide  situé  de  l'autre  côté,  dans 
le  voisinage  du  point  M,  et  sur  une  étendue  égale  à  la  base 
du  piston  A,  est  donc  toujours  égale  à  F,  quelle  que  soit  la 
direction  du  plan  qui  sépare  ces  deux  fluides. 

Nous  venons  d'établir  l'égalité  des  pressions  dans  tous  les 
sens,  autour  d'un  point  quelconque  M  d'un  fluide  en  équi- 
libre, en  considérant  spécialement  un  fluide  dont  les  diverses 
molécules  ne  sont  soumises  qu'à  leurs  actions  mutuelles. 
Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  cette  égalité  des  pres< 
sions  dans  tous  les  sens,  autour  d'un  point  quelconque, 
existe  toujours,  quelles  que  soient  lés  forces  qui  agissent  sur 
les  diverses  molécules  du  fluide  en  équilibre.  Mais,  pour  y 
arriver,  nous  étudierons  d'abord  la  transmission  des  près-- 
sions  sur  les  diverses  parties  de  l'enveloppe  qui  renferme  un 
liquide  homogène  pesant,  à  l'étal  d'équilibre. 

§  211.  Reprenons  donc  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
§  209,  en  substituant  un  liquide  homogène  pesant  au  fluide 
quelconque  que  nous  avons  considéré,  et  dont  les  diverses 
molécules  n'étaient  soumises  qn'aux  actions  que  chacune 
d'elles  éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Les  pis* 
tons  égaux  A  et  B,  fig.  107,  étant  disposés  comme  nous 
l'avons  dit,  et  étant  soumis  aux  actions  des  forces  F,  F',  telle- 
ment choisies  que  le  liquide  soit  en  équilibre,  cherchons  à 
26. 


liOU  LIVRE  III.  —  DYNAMIQUE.    DEUXIÈME   PARTIE. 

déterminer  la  relation  qui  existe  entre  ces  deux  forces  F,  F'. 
Pour  cela,  concevons  encore  que  nous  fassions  marcher  le 
piston  A  d'une  quantité  c  vers  Tintérieur  de  Tenveloppe,  et 
le  piston  B  d'une  quantité  égale  vers  l'extérieur  ;  et  suppo- 
sons que  le  liquide  contenu  dans  le  canal  ACB  glisse  le  long 
de  ce  canal  pour  suivre  le  mouvement  simultané  des  deux 
pistons,  sans  que  les  molécules  liquides  situées  en  dehors 
du  canal  ACB  se  déplacent  en  aucune  manière  :  en  égalant 
à  zéro  la  somme  des  travaux  des  diverses  forces  appliquées 
au  système,  pour  ce  mouvement  virtuel  particulier,  nous 
arriverons  à  la  relation  cherchée  entre  F  et  F'.  Or  il  est  clair 
que  cette  somme  de  travaux  virtuels  ne  différera  de  celle 
que  nous  avons  trouvée  précédemment  (§  209) ,  qu'en  ce 
qu'elle  contiendra  de  plus  le  travail  de  la  pesanteur  sur 
les  diverses  molécules  liquides  auxquelles  nous  attribuons 
un  déplacement. 

Pour  évaluer  ce  travail  de  la  pesanteur  sur  le  liquide  con- 
tenu dans  le  canal  ACB,  nous  nous  appuyerons  sur  ce  qui  a 
été  démontré  dans  le  §  173  :  ce  travail  s'obtiendra  en  multi- 
pliant le  poids  du  liquide  contenu  dans  ACB  par  la  quantité 
dont  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide  s'est  abaissé  vertica- 
lement. Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  eu  égard  au  travail  pro- 
duit par  la  pesanteur,  peu  importe  que  le  liquide  ACB  tout 
entier  glisse  le  long  du  canal  qui  le  renferme,  de  manière 
que  ses  deux  faces  extrêmes  A  et  B  marchent  chacune  d'une 
quantité  e  ;  ou  bien  que  la  portion  de  liquide  occupant  l'es- 
pace d'épaisseur  e  que  nous  faisons  parcourir  au  piston  A 
soit  transportée  seule  à  l'autre  extrémité  du  liquide  A  C  B,  de 
manière  à  remplir  l'espace  abandonné  par  le  piston  B  dans 
son  mouvement  vers  le  dehors  de  l'enveloppe  :  dans  ce  se- 
cond cas,  où  la  portion  de  liquide  contenue  dans  le  canal 
ACB,  entre  la  position  finale  du  piston  A  et  la  position  ini- 
tiale du  piston  B,ne  se  déplacerait  nullement,  le  centre  de 
gravité  du  liquide  total  renfermé  dans  le  canal  ACB  s'abais- 
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serait  verticalement  de  la  même  quantité  que  dans  le  premier 
cas.  On  voit  par  là  que,  pour  avoir  le  travail  de  la  pesanteur 
sur  le  liquide  ACB,  il  nous  suffira  de  multiplier  le  poids  du 
liquide  contenu  dans  Tespace  que  nous  faisons  parcourir  au 
piston  A,  par  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cet  espace 
au  plan  horizontal  mené  par  le  centre  de  gravité  de  Tespnce 
analogue  que  parcourt  le  piston  B.  Désignons  par  o)  l'aire 
de  la  base  de  chacun  des  pistons  À,  B;  par  p  la  masse  spéci- 
fique du  liquide  (§  16^)  ;  par  h  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité de  la  base  du  piston  A  au  plan  horizontal  mené  par  le 
centre  de  gravité  de  la  base  du  piston  B  ;  par  ol  l'angle  que  la 
direction  du  déplacement  e  du  piston  A  fait  avec  la  verti- 
cale ;  et  par  oi  l'angle  analogue  pour  le  piston  B.  Le  poids  du 
liquide  contenu  dans  l'espace  que  nous  faisons  parcourir  au 
piston  A  est  égal  à 

la  hauteur  veiticale  du  centre  de  gravité  de  cet  espace  au- 
dessus  du  centre  de  gravité  de  l'espace  parcouru  par  le  pis- 
ton B  a  pour  valeur 

h  —  {  ecosa  +  î  ecosa  : 

le  travail  que  nous  cherchons  est  donc  exprimé  par 

pgtùt  (A — \  £Cosa-l-  ^  ecosa  ). 

D'après  cela,  l'équation  fournie  par  le  théorème  du  travail 
virtuel  appliqué  au  mouvement  particulier  que  nous  avons 
choisi,  sera 

Fe  — F'e  +  pgf &) e  (A  —  ï  s cosaH-i e cosa)  =0 ; 

d'où  l'on  déduit,  en  observant  que  e  est  infiniment  petit, 

F'  =  F  +  p^wA. 

Cette  formule  permet  de  déterminer  la  pression  que  le  li- 
quide exerce  en  un  point  quelconque  de  l'enveloppe  qui  le 
renferme,  sur  une  surface  égale  à  co,  lorsque  l'on  connaît  la 
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pression  F  qui  lui  est  «appliquée  en  un  point  particulier,  sur 
une  surface  de  même  étendue. 

§  212.  Revenons  maintenant  à  la  question  principale  qui 
nous  occupe,  c*est-à-dire  à  la  démonstration  de  Tégalité  de 
pression  dans  tous  les  sens  autour  d'un  point,  dans  un  fluide 
en  équilibre  dont  les  molécules  sont  soumises  à  des  forces 
quelconques.  Pour  cela  nous  considérerons  d'abord  le  cas 
d'un  liquide  homogène  pesant,  puis  celui  d'un  fluide  quel* 
conque  pesant,  enfin  le  cas  général  d'un  fluide  soumis  à  des 
forces  quelconques. 

Dans  le  cas  d'un  liquide  homogène  pesant,  supposons  en- 
core qu'une  partie  de  l'enveloppe  ait  été  remplacée  par  un 
piston  À,  fig.  107,  auquel  on  applique  une  force  F  tendant 
à  le  faire  pénétrer  dans  le  liquide,  et  considérons  les  près* 
sions  dans  diff'érents  sens  autour  d'un  point  quelconque  M 
pris  à  l'intérieur  du  liquide.  Quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  que  nous  ferons  passer  par  le  point  M,  si  nous  prenons 
sur  ce  plan  une  surface  égale  à  co  ayant  son  centre  de  gra- 
vité au  point  M,  la  pression  que  le  liquide  Q  situé  d'un  côté 
du  plan  exerce  sur  cette  surface  (ù  aura  toujours  pour  valeur 
F -h  p  5^0)  A,  h  étant  la  hauteur  verticale  du  contre  de  gravité 
de  la  base  du  piston  A  au-dessus  du  point  M.  L'égalité  des 
pressions  dans  tous  les  sens,  autour  du  point  M  pris  à  l'in- 
térieur d'un  liquide  pesant  en  équilibre,  se  trouve  donc  dé- 
montrée par  là  ;  mais  cette  égalité  de  pressions  suppose  que 
les  diverses  surfaces  planes  égales  à  ot>,  sur  lesquelles  s'exer- 
cent les  pressions  que  l'on  considère,  sont  placées  de  manière 
que  le  centre  de  gravité  de  chacune  d'elles  coïncide  avec  le 
point  M,  condition  à  laquelle  nous  n'avions  pas  besoin  de 
nous  astreindre,  lorsque  nous  considérions  un  fluide  dont 
les  molécules  n'étaient  soumises  qu'à  leui*s  actions  mu- 
tuelles. 

Lorsqu'un  fluide  pesant  en  équilibre  n'est  pas  homogène, 
c'est-à-dire  lorsque  sa  densité  n'est  pas  la  même  dans  toute 
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l'étendue  du  volume  qu'il  occupe,  on  ne  peut  plus  rai- 
sonner comme  nous  venons  de  le  faire.  Mais  alors  y  pour 
établir  Tégalité  des  pressions  dans  tous  les  sens  autour 
d*un  point  M  de  ce  fluide,  rien  ne  nous  empêche  de  consi- 
dérer seulement  la  portion  du  fluide  qui  est  contenue  à 
llntérieur  d'une  surface  fermée  de  petites  dimensions  s'éten- 
dant  tout  autour  du  point  M  ;  si  nous  concevons  que  tout  le 
reste  du  fluide  soit  solidifié,  sans  que  ses  molécules  chan- 
gent de  position  les  unes  par  rapport  aux  autres,  cela 
constituera  une  nouvelle  enveloppe  renfermant  la  portion 
de  fluide  qui  est  voisine  du  point  M  et  à  laquelle  nous  con- 
servons sa  fluidité  primitive.  Cette  petite  portion  du  fluide 
total  ne  sera  généralement  pas  homogène  ;  mais  la  densité 
n'y  variera  que  très-peu  d'un  point  à  un  autre,  en  raison  du 
peu  de  distance  qui  existe  entre  ses  divers  points  ;  et  Ter- 
reur que  l'on  commettra  en  regardant  la  densité  comme 
constante  dans  toute  l'étendue  de  cette  portion  de  fluide  sera 
d'autant  plus  faible  que  les  dimensions  de  l'espace  qu'elle 
occupe  seront  supposées  plus  petites  :  on  peut  donc  dire 
que,  si  l'on  ne  considère  qu'une  portion  infiniment  petite  du 
fluide  pesant  dont  il  s'agit,  tout  autour  du  point  M,  les 
choses  s'y  passent  de  même  que  dans  un  fluide  homogène 
pesant.  D'après  cela,  les  pressions  supportées  par  diverses 
surfaces  planes  égales  à  o),  menées  par  le  point  M,  et  ayant 
leurs  centres  de  gravité  en  ce  point,  sont  toutes  égales  en- 
tre elles,  pourvu  que  co  soit  infiniment  petit.  Le  défaut  d'ho- 
mogénéité du  fluide  nous  oblige  ainsi  à  ajouter  cette  nou- 
velle condition  de  la  petitesse  de  co,  à  celle  que  nous  avions 
trouvée  d'abord  par  cela  seul  que  le  fluide  était  soumis  à 
l'action  de  la  pesanteur. 

Nous  n'avons  plus  que  quelques  mots  à  ajouter,  pour  éta- 
blir l'égalité  des  pressions  dans  tous  les  sens  autour  d'un 
point,  dans  le  cas  d'un  fluide  soumis  à  des  forces  quelcon- 
ques. Considérons,  pour  chaque  molécule  du  fluide,  la  résul- 
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tante  de  toutes  les  forces  auxquelles  elle  est  soumise,  en 
faisant  abstraction  toutefois  des  actions  que  cette  molécule 
éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines.  Cette  résultante 
n'a  généralement  pas  la  même  direction,  et  le  rapport  de 
son  intensité  à  la  masse  de  la  molécule  n'a  généralement  pas 
la  même  grandeur,  pour  les  diverses  molécules  du  fluide  ; 
mais  ces  changements  de  grandeur  et  de  direction  ne  se 
font  sentir  que  peu  à  peu,  à  mesure  qu'on  passe  d'une  molé- 
cule à  une  autre,  en  suivant  une  ligne  quelconque  à  l'inté- 
rieur du- fluide  :  on  peut  donc  regarder  la  direction  de  cette 
force  résultante,  et  le  rapport  de  son  intensité  à  la  masse  de 
la  molécule  sur  laquelle  elle  agit,  comme  restant  les  mêmes 
dans  toute  l'étendue  d'un  espace  très-petit.  Dès  loi*s  la  por- 
tion du  fluide  contenue  dans  cet  espace  se  trouve  dans  des 
conditions  analogues  à  celles  où  elle  se  trouverait  si  elle 
était  uniquement  soumise  à  l'action  de  la  pesanteur;  donc, 
dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occupons  maintenant,  il 
y  a  encore  égalité  entre  les  pressions  qui  s'exercent  dans 
tous  les  sens,  autour  d'un  point,  sur  des  surfaces  planes 
infiniment  petites  et  égales  ayant  leurs  centres  de  gravité  en 
ce  point. 

Si  l'on  divise  la  pression  P,  qui  s'exerce  sur  un  clé- 
ment plan  ayant  son  centre  de  gravité  en  un  point  M  du 

P 
fluide,  par  l'aire  o)  de  cet  élément,  le  quotient  -  est  ce  qu'on 

nomme  la  pression  en  M  rapportée  à  l'unité  de  surface  ;  ce 
n'est  autre  chose  que  la  pression  totale  que  le  fluide  exerce- 
rait sur  une  surface  plane  ayant  pour  aire  l'unité  de  surface, 
dans  le  cas  où  chacun  des  éléments  égaux  à  (ù  dans  lesquels 
on  pourrait  décomposer  cette  surface  plane  supporterait  une 

P 
pression  partielle  égale  à  P.  Ce  quotient-  est  souvent dési- 

gné,  pour  abréger,  sous  la  simple  dénomination  de  pression 
au  point  M  \  aussi,  toutes  les  fois  que  l'on  parle  de  la  près  • 
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sion  en  un  point,  dans  un  fluide  en  équilibre,  sans  spécifier 
quelle  est  l^étendue  de  la  surface  sur  laquelle  la  pression 
s'exerce,  on  doit  entendre  qu*il  s'agit  de  la  pression  rappor- 
tée à  Tunité  de  surface. 

§  213.  Éi|«lllbre  é'ua  flul4c  pettant.  —  Considérons  en 
particulier  un  fluide  pesant,  en  équilibre  dans  une  enveloppe 
fermée  qu'il  remplit  complètement,  et  comparons  les  pres- 
sions qui  correspondent  aux  différents  points  de  Tespace 

qu'il  occupe.   Pour  cela  nous  pren- 
drons d'abord  deux  points  M,  M',  si- 
^.  ^      .    tués  sur  un  même  plan  horizontal  , 
'  '"'  fig.  108.  Concevons  que  nous  tracions 


deux  cercles  infiniment  petits  et  égaux 
ayant  leurs  plans  perpendiculaires  à  la 
droite  M  M',  et  leurs  centres  aux  points 
Fig.  108.  ]VI ,  M',  eux-mêmes  ;  concevons  en  outre 

que  nous  joignions  ces  deux  cercles  l'un  à  l'autre  par  une 
surface  cylindrique  dont  ils  formeront  les  deux  bases.  Le 
fluide  que  renferme  le  cylindre  ainsi  obtenu  est  en  équi- 
libre sous  l'action  de  diverses  forces  qui  sont  :  1"  la  pesan- 
teur; ^''les  pressions  qu'il  éprouve  de  la  part  du  fluide  envi- 
ronnant; S"*  les  actions  mutuelles  de  ses  diverses  molécules. 
Soient  p  eip'  les  pressions  en  M  et  M\  et  o)  l'aire  de  l'une 
quelconquedes  bases  du  cylindre;  />co  et  p'co  seront  les  pres- 
sions exercées  sur  chacune  de  ces  deux  bases,  par  le  fluide 
environnant.  Cela  posé,  si  nous  considérons  toutes  les  forces 
extérieures  qui  agissent  sur  le  fluide  renfermé  dans  le  cylin- 
dre, et  si  nous  exprimons  que  la  somme  des  projections  de 
ces  forces  sur  la  droite  M  M'  est  nulle  (§  185),  nous  trouve- 
rons simplement  l'équation 

ptù  —  p'co  =  ô; 

car  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  molécules  du 
fluide  sont  toutes  perpendiculaires  à  M  M',  et  il  en  est  de 


\ 
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niéiiiedes  pressions  que  le  fluide  environnant  exerce  sur  les 
diverses  parties  de  la  surface  latérale  du  cylindre.  On  con- 
clut de  là  quep  est  égal  à/>',  c'est-à-^re  que  la  pression  est 
la  même  pour  tous  les  points  d*un  même  plan  horizontal 
mené  à  Tintérieur  du  fluide. 

Prenons  maintenant  deux  points 
M,  M',  fig.  109,  situés  à  la  rencontre 
de  deux  plans -horizontaux  infiniment 
voisins  avec  une  même  verticale.  Dési- 
gnons par  p  et  p'  les  pressions  en  ces 
points  M,  M'  ;  par  &>  la  surface  de  la 
base  infiniment  petite  dUm  cylindre  de 
Fig.iw.  révolution  ayant  MM'  pour  axe;  par 

dz  la  distance  M  M'  ;  et  par  p  la  masse  spécifique  du  fluide 
en  M,  masse  spécifique  que  nous  supposerons  être  la  même 
dans  toute  retendue  du  cylindre  ayant  pour  base  (o  et  pour 
hauteur  M  M'  ou  dz.  Le  poids  du  fluide  contenu  dans  ce  cy- 
lindre sera  égal  à  p^/uc^r,  et  les  pressions  supportées  par 
ses  bases  supérieure  et  inférieure  auront  respectivement 
pour  valeurs  ptù  et  j^'w.  Si  nous  projetons  sur  la  verticale 
M  M' les  diverses  forces  extérieures  qui  agissent  sur  cet  élé- 
ment cylindrique  de  fluide,  et  si  nous  exprimons  que  la 
somme  des  projections  ainsi  obtenues  est  nulle,  nous  trou- 
verons  évidemment 

ptù — p'ût)-l-pj«rfz  =  0. 

On  en  déduit 

ce  qui  montre  que  la  pression  augmente  nécessairement, 
quand  on  passe  d'un  plan  horizontal  quelconque  à  un  autre 
plan  horizontal  infiniment  voisin  du  premier  et  situé  au-des- 
sous de  lui. 

Cette  augmentation  p^cta^  qu'éprouve  la  pression,  quand 
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on  i>asse  du  point  M  du  premier  plan  au  point  M'  du  second 
plan,  doit  être  la  même,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
M  sur  le  premier  plan  ;  puisque  la  pression  est  constante  dans 
toute  rétendue  de  chacun  des  deux  plans.  Or  dz  ne  varie 
pas,  et  g  est  une  constante;  donc  p  doit  avoir  la  même  va- 
leur dans  toute  retendue  du  plan  horizontal  sur  lequel  nous 
avons  pris  le  point  M.  Nous  voyons  par  là  que,  si  la  densité 
du  fluide  pesant  en  équilibre  dont  nous  nous  occupons  n'est 
pas  la  même  partout,  cette  densité  doit  nécessairement  être 
la  même  pour  tous  les  points  d'un  même  plan  horizontal 
mené  d'une  manière  quelconque  à  l'intérieur  du  fluide  ;  en 
sorte  que  la  masse  fluide  tout  entière  peut  être  regardée 
comme  se  composant  d'une  infinité  de  couches  horizontales 
infiniment  minces ,  dont  chacune  a  une  densité  constante 
dans  toute  son  étendue. 

La  difiërence  des  pressions  relatives  à  deux  points  qui  ne 
sont  pas  situés  sur  un  même  plan  horizontal,  a  pour  valeur 
l'intégrale  de  pgdz  y  prise  entre  des  limites  correspondant 
aux  plans  horizontaux  qui  passent  par  ces  deux  points  ;  il 
est  aisé  de  voir  que  cette  difiërence  de  pression  n'est  autre 
chose  que  le  poids  du  fluide  contenu  à  l'intérieur  d'un  cylin- 
dre vertical,  ayant  pour  base  l'unité  de  surface,  et  s'étendant 
de  l'un  à  l'autre  de  ces  deux  plans  horizontaux.  Si  le  fluide 
que  Ton  considère  avait  partout  la  même  densité,  et  c'est 
ce  qui  amverait  si  c'était  an  liquide  homogène,  la  dif- 
férence de  pression  dont  il  s'agit  aurait  pour  valeur p^ A, 
p  étant  la  masse  spécifique  du  fluide,  et  h  la  distance  des  plans 
horizontaux  dont  il  vient  d'être  question. 

Les  divers  plans  horizontaux  que  l'on  peut  mener  dans 
l'espace  occupé  par  le  fluide,  prennent  le  nom  de  surfaces 
de  niveau.  La  distance  h  des  plans  horizontaux  menés  par 
deux  points  quelconques,  est  ce  qu'on  nomme  la  différence 
de  niveau  de  ces  deux  points. 

Lorsqu'un  liquide  pesant  est  placé  dans  un  vase  ouvert 
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par  le  haut,  ou  bien  dans  un  vase  fermé  trop  grand  pour 
qu*il  puisse  le  remplir  en  totalité,  il  se  dispose  au  fond  du 
vase,  et  se  termine  par  une  surface  libre  dont  les  divers 
points  n'éprouvent  aucune  pression.  Imaginons  qu'une  paroi 
solide  s'étende  sur  cette  surface  libre  du  liquide,  et  aille  se 
relier  de  tout  côté  avec  les  parois  latérales  du  vase,  sans  ce- 
pendant exercer  de  pression  en  aucun  point  sur  le  liquide 
avec  lequel  elle  est  en  contact.  La  masse  liquide  dont  il  s'agit 
se  trouvera  dès  lors  contenue  dans  une  enveloppe  fermée  de 
toute  part  dont  elle  remplira  toute  la  capacité,  sans  cesser 
d*étre  exactement  dans  les  mêmes  conditions  d'équilibre 
qu'auparavant;  et  par  conséquent  nous  pourrons  lui  appli- 
quer les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  ce 
qui  précède.  La  pression  étant  nulle  dans  toute  l'étendue  de 
la  surface  libre,  cette  surface  doit  nécessairement  éti*e  plane 
et  horizontale  ;  car,  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  tou- 
jours prendre  sur  cette  surface  libre  deux  points  qui  ne 
fussent  pas  sur  un  même  plan  horizontal,  et  par  suite  les 
pressions  en  ces  deux  points  ne  pourraient  pas  êti'e  nulles 
toutes  deux,  puisqu'elles  seraient  nécessairement  différentes 
l'une  de  l'autre.  La  pression  ;i,  en  un  point  quelconque  situé 
à  une  distance  h  du  plan  horizontal  qui  forme  la  surface 
libre  du  liquide,  aura  pour  valeur 

puisque  la  pression  est  nulle  sur  la  surface  libre. 

Lorsque  deux  liquides  pesants,  de  densités  différentes,  se 
trouvent  dans  un  même  vase  sans  se  mélanger,  ils  ne  peuvent 
être  en  équilibre  qu'autant  que  leur  surface  de  séparation 
est  plane  et  horizontale;  car  s'il  n'en  était  pas  ainsi^ on  pour- 
rait mener  un  plan  horizontal  qui  pénétrerait  à  la  fois  dans 
les  deux  liquides,  et  la  densité  ne  serait  pas  la  même  dans 
tous  les  points  de  ce  plan  horizontal,  ce  qui  est  impossible. 

§   216.  Équilibre  d'un  fluide  souuili»  à  des   Urées 
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^uclconquefi».  —  Lorsqu'un  fluide  est  on  équilibre  sous 
ractioii  de  forces  quelconques,  la  pression  varie  en  général 
d'un  point  à  un  autre  de  l'espace  occupé  par  ce  fluide.  Con- 
sidérons spécialement  les  divers  points  pour  lesquels  la  pres- 
sion a  une  même  valeur  ;  l'ensemble  de  ces  points  forme  gé- 
néralement une  surface  à  laquelle  on  donne  le  nom  de 
surface  de  niveau,  par  extension  de  ce  qui  se  rapporte  aux 
fluides  pesants.  On  comprend  qu'à  chaque  point  du  fluide 
correspond  une  surface  de  niveau  ;  en  sorte  qu'on  peut  ima- 
giner une  infinité  de  ces  surfaces  tracées  à  l'intérieur  de 
l'espace  que  le  fluide  occupe. 

La  résultante  R  des  forces  appliquées  à  une  molécule  quel- 
conque du  fluide,  abstraction  faite  des  actions  qu'elle  éprouve 
de  la  part  des  molécules  voisines,  est  dirigée  normalement  à 
la  surface  de  niveau  qui  passe  par  le  point  M  où  cette  molé- 
cule se  trouve.  Pour  démontrer  cette  proposition,  imaginons 
que,  par  le  point  M,  nous  tracions  une  courbe  quelconque 
sur  la  surface  de  niveau  qui  lui  correspond;  nous  allons  voir 
que  la  résultante  R  doit  être  normale  à  cette  courbe.  Suppo- 
sons, en  effet,  que  cela  ne  soit  pas,  et  que  la  résultante  R 
soit  oblique  à  la  courbe  dont  nous  venons  de  parler.  Nous 
pourrons  toujours  prendre  sur  celte  courbe  un  arc  qui  com- 
prenne le  point  M,  et  qui  soit  assez  petit  pour  que  toutes  les 
résultantes  telles  que  R,  appliquées  au\  diverses  molécules 
par  lesquelles  il  passe,  soient  inclinées  par  rapport  à  la 
courbe  du  même  côté  que  la  force  R  ;  car  la  direction  de  cette 
résultante  R,  ne  change  que  peu  à  peu,  quand  on  passe  d'un 
point  du  fluide  à  d'autres  points  situés  dans  le  voisinage  du 
premier.  Regardons  cet  arc  de  courbe  comme  Taxe  d'un  canal 
de  section  uniforme  et  infiniment  petite,  et  appliquons  le 
théorème  du  travail  virtuel  au  fluide  contenu  à  l'intérieur  de 
ce  canal,  en  supposant  que  ce  fluide  glisse  dans  le  sens  de  la 
longueur  du  canal,  sans  changer  de  volume  :  nous  en  con- 
clurons évidemment  que  les  pressions  aux  deux  extrémités 
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de  l'arc  de  courbe  que  nous  avons  pris  ne  sont  pas  égales,  et 
que  la  plus  grande  correspond  à  rextrémité  vers  laquelle  la 
direction  de  la  force  K  s'incline.  Mais  nous  savons  qu'il  n'en 
est  pas  ainsi,  puisque,  par  la  définition  même  des  surfaces 
de  niveau,  les  pressions  doivent  être  les  mêmes  aux  deux 
.extrémités  de  Tare  dont  il  s'agit  :  donc  nous  ne  pouvons  pas 
admettre  que  la  résultante  R  soit  oblique  par  rapport  à  cet 
arc  de  courbe,  et  par  conséquent  elle  lui  est  normale.  La 
force  R  est  donc  normale  à  la  surface  de  niveau  correspon- 
dant au  point  auquel  elle  est  appliquée,  puisqu'elle  est  nor- 
male à  toute  ligne  tracée  par  ce  point  sur  la  surface. 

Considérons  maintenant 
deux  surfaces  de  niveau  iu- 
Animent  voisines  AB,  A'B', 
fig.  110.  Soient/)  la  pression 
correspondant  aux  différents 
^     ^  points  de  la  surface  AB,  et 

Fig.  110.  p-\-dp  celle  qui  correspond 

à  la  surface  A'B'.  Si  nous  prenons  deux  points  M,  M'  de  ces 
surfaces,  situés  sur  une  normale  à  l'une  d'elles ,  et  si  nous 
regardons  la  droite  MM'  comme  l'axe  d'un  cylindre  ayant 
une  base  infiniment  petite  co ,  il  nous  sufiira  de  projeter 
sur  MM'  les  forces  extérieures  appliquées  aux  diverses 
molécules  du  fluide  contenu  dans  ce  cylindre,  ainsi  que 
les  pressions  qui  s'exercent  sui*  sa  surface,  et  d'exprimer 
que  la  somme  des  projections  de  toutes  ces  forces  est  nulle, 
pour  trouver  la  valeur  de  la  différence  dp  des  pressions  cor- 
respondant aux  deux  surfaces  AB,  A'B'.  Désignons  par  p  la 
masse  spécifique  du  fluide  en  M  ;  par  (^  le  rapport  qui  existe 
entre  la  résultante  des  forces  extérieures  appliquées  à  la  mo- 
lécule située  en  M  et  la  masse  de  cette  molécule^  rapport 
qui  n'est  autre  chose  que  l'accélération  du  mouvement  que 
cette  résultante  communiquerait  à  la  molécule  M  supposée 
libre;  et  enfin  par  ds  la  distance  MM'.  La  masse  du  fluide 
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contenu  dans  le  cylindre  infiniment  petit  dont  nous  avons 
parlé  est  exprimée  par 

la  résultante  totale  des  diverses  forces  extérieures  appliquées 
à  ce  fluide,  non  compris  les  pressions  qu'il  éprouve  de  la 
part  du  fluide  environnant,  a  donc  pour  valeur 

et  cette  résultante  est  dirigée  suivant  la  ligne  M  M' ^  les  pres- 
sions qui  s'exercent  sur  les  deux  bases  du  cylindre,  en  M  et 
en  M',  sont  respectivement  égales  à 

et  sont  dirigées  également  suivant  la  ligne  MM',  en  sens 
contraire  Tune  de  Tautre.  D'après  cela  on  aura  la  relation 

ptA  —  {p-\-dp)  (ù-^  p^(ùds^=o  t 

d'où  Ton  tire 

dp  =  p(fds.  (a) 

Nous  pouvons  regarder  celle  équation  difl'ércnlielle  (a) 
comme  fournissant  la  valeur  de  la  différence  des  pressions 
en  deux  points  M,  N,  fig.  110,  qui  sont  infiniinenl  voisins, 
et  par  lesquels  nous  avons  fait  passer  les  deux  surfaces  de 
niveau  AB,  A'B'.  La  distance  MM'  ou  ds  est  la  projection 
de  la  distance  MN  de  ces  deux  points  sur  la  direction  de  la 
force  correspondant  à  l'accélération  (j>.  Désignons  par  df,  y,  t 
les  coordonnées  du  point  M  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires; par  jr+rfor,  y+dy^  z-^dzj  les  coordonnées  du 
point  N  ;  et  par  X,  Y,  Z  les  projeclions  de  <f  sur  les  trois  axes 
coordonnés.  Le  cosinus  de  l'angle  M'MN  a  pour  valeur 

ds_^ 

MN' 

elaussi 


T 


f 
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X  |£z  Y   rfy  Z   dz 

si  Ton  égale  ces  deux  valeurs  du  même  cosinus,  on  eo 
dédail 

ydi=XrfxH-Ydy-|-Z£fe, 

et  par  suite  Téquation  (a)  devieni 

dp  =  p{\dx-{-\'dy'\-Zdz).  (b) 

A  l*aîde  de  cette  équation  difierentielle,  on  peut  déterminer 
la  loi  suivant  laquelle  la  pression  p  varie  d*un  point  à  un 
autre  du  fluide,  en  supposant  que  p,  X,  Y,  Z  soient  connus. 
La  pression  étant  Constante  dans  toute  retendue  d'une 
même  surface  de  niveau,  on  a  pour  une  pareille  surface 

Xdx-^lL  dy-\-Zdz  =  o  : 

c*est  réquation  différentielle  des  surfaces  de  niveau.  Si  Ton 
peut  intégrer  cette  équation  différentielle,  on  trouvera  une 
relation  telle  que 

qui  sera  l'équation  finie  des  surfaces  de  niveau  ;  en  attri- 
buant à.  la  constante  C  diverses  valeurs,  on  obtiendra  les 
différentes  surfaces  de  niveau  qui  existent  dans  la  masse 
fluide  considérée.  Si  le  fluide  dont  il  s'agit  est  un  liquide 
contenu  dans  un  vase  qu'il  ne  remplit  pas  complètement,  la 
surface  libre  à  laquelle  ce  liquide  se  termine,  et  le  long  de 
laquelle  il  n'éprouve  aucune  pression,  sera  encore  représen- 
tée par  l'équation  précédente,  pourvu  qu'on  y  attribue  à  la 
constante  C  une  valeur  particulière. 

Il  est  aisé  de  comprendre  maintenant  pourquoi  l'on  donne 
le  nom  de  surfaces  de  niveau  aux  surfaces  que  nous  avons 
considérées  à  l'occasion  du  théorème  des  forces  vives  dans  le 
mouvement  d'un  point  matériel  (§  119). 

La  pression  p  est  une  fonction  des  trois  variables  x,  y,  ^, 
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dohl  la  différentielle  totale  est  fournie  par  Inéquation  (A). 
Pour  que  la  valeur  de  dp  soit  la  différentielle  d'une  fonction 
dcxy  y  y  Zy  il  faut  qu'on  ait 

rf.  pX      rf.  pY      rf.  pX      rf.  pZ      rf.  pY       rf.  pZ 
dy  dx    \       dz  dx    ^      dz  rfy    ' 

Les  conditions  exprimées  par  ces  trois  équations  (e)  sont 
donc  nécessaires  pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre;  mais 
il  est  aisé  de  voir  que  généralement  elles  ne. seront  pas  suffi- 
santes. En  effet,  si  ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra 
intégrer  l'équation  {h\  et  l'on  obtiendra  ainsi  />  en  fonction 
de  x^y^z\  or,  pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  faudra 
que,  en  chaque  point,  la  densité  correspondant  à  la  masse 
spécifique  p,  soit  telle  que  le  fluide  puisse  supporter  la  pres- 
sion p  relative  à  ce  point.  Cette  dernière  condition  est  tou- 
jonrs  satisfaite' dans  le  cas  d'un  liquide,  en  raison  de  son 
incompressibilité;  puisque,  avec  une  densité  donnée,  ce  li- 
quide  peut  supporter  une  pression  d'une  intensité  quelcon- 
que :  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  d'un  gaz, 
qui,  avec  une  densité  donnée,  ne  peut  supporter  qu'une 
pression  déterminée. 
Dans  le  cas  particulier  où 

X(£a;-f-Yrfy+Zd^ 

est  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  /  (j?,  y,  r),  les 
surfaces  de  niveau  sont  représentées  par  l'équation 

Soient  C  et  C+dC  les  valeurs  de  la  constante,  qui  corres- 
pondent aux  deux,  surfaces  de  niveau  S,  S',  passant  par  deux 
points  infiniment  voisins  M,  M';  si  x^  y,  z  sont  les  coordon- 
nées du  point  M,  et^+<2a7,  y-k-dy^  r+</z  celles  du  point 
M',  on  aura  évidemment 

Xda;4-YrfyH-Zrf2=JC; 

et  par  suite  l'équation  {h)  deviendra 

27 
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dp  1=  p  dQ, 

Or,  quels  que  soient  le  point  M  pris  sur  la  surface  S,  et  le 
point  infiniment  voisin  M'  pris  sur  la  suiface  S',  dp  aura 
toujours  la  même  valeur,  puisque  p  est  constant  dans  toute 
rétendue  de  chacune  de  ces  deux  surfaces  ;  dC  restera  aussi 
toujours  le  même  :  donc  p  est  constant  pour  tous  les  points 
de  la  surface  S.  Ainsi,  dans  ce  cas  où 

Xdx-^-Xdy-^Zdz 

est  la  différentielle  d'une  fonction  de  a^  y,  Zy  le  fluide  en 
équilibre  doit  avoir  la  même  densité  dans  toute  l'étendue  de 
chacune  des  surfaces  de  niveau  ;  en  sorte  qu'on  peut  le  re* 
garder  comme  composé  d'une  infinité  de  couches  homogènes 
Infiniment  minces,  séparées  les  unes  des  autres  par  des  sur- 
faces de  niveau.  Ce  résultat  est  analogue  à  celui  que  nous 
avons  déjà  obtenu  dans  le  cas  d'un  fluide  pesant. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  pour  l'équilibre  d'un 
fluide  soumis  à  des  forces  quelconques,  s'applique  aussi  bien 
au  cas  d'un  équilibre  relatif  qu'au  cas  d'un  équilibre  absolu; 
pourvu  que,  lorsqu'il  s'agit  d'un  équilibre  relatif,  on  joigne 
aux  forces  réelles  les  forces  apparentes  dont  on  doit  tenir 
compte  dans  ce  cas.  L'équilibre  d'un  fluide  pesant,  que  nous 
avons  considéré  tout  d'abord  (§  213),  n'est  lui-même  qu'un 
équilibre  relatif,  en  raison  du  mouvement  de  la  terre  dans 
l'espace;  nous  l'avons  présenté  comme  un  équilibre  absolu, 
en  regardant  chaque  molécule  du  fluide  comme  soumise  à 
l'action  de  son  poids,  qui  n'est ,  comme  nous  le  savons,  que 
la  récitante  de  Tattraction  de  la  terre  et  de  la  force  centri- 
ftige  due  à  la  rotation  du  globe  terrestre  (§  146). 

S  315.  BxMipleM  de  l'éq[iilltbre  des  iiiide«.  —  Zf* 
quidê  tournant  autour  d'un  ajfe  vertical.  —  Supposons 
qu'un  liquide  pesant  soit  contenu  dans  un  vase,  et  que  le 
tout  soit  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour 
d'un  axe  vertical.  Le  liquide  prend  dans  le  vase  un  certain 
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état  d'équilibre  relatif  que  nous  allons  étudier.  Nous  pou- 
vons  regarder  le  poid&m^  d'une  molécule  liquide  de  masse 
m  comme  une  force  réelle,  que  nous  aurions  à  considérer 
seule,  si  le  liquide  ne  tournait  pas  autour  de  la  verticale  et 
était  en  repos  par  rapport  à  la  terre.  Pour  pouvoir  assimiler 
l'équilibre*  relatif  dont  nous  nous  occupons,  à  un  équilibre 
absolu,  nous  devons  joindre  à  cette  force  mg  la  force  cen* 
trifuge  due  à  la  rotation  du  liquide.  Rapportons  les  divers 
points  du  liquide  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires, 
dont  l'un,  l'axe  des  z,  coïncide  avec  l'axe  de  rotation;  et 
supposons  que  les  z  positifs  se  comptent  de  bas  en  haut.  Si 
noua  désignons  par  co  la  vitesse  angulaire  constante  avec  la- 
quelle le  liquide  tourne,  par  âr,  y,  z^  les  coordonnées  de  la 
molécule  de  masse  m  que  nous  considérons  en  particulier, 
et  par  r  la  distance  de  cette  molécule  à  l'axe  de  rotation, 
nous  aurons    . 

pour  la  force  centrifuge  que  nous  devons  joindre  au  poids 
wj,  et 

pour  les  composantes  de  cette  force  centrifuge  dirigées  pa- 
rallèlement aux  axes  des  x  et  des  y  ;  quant  à  la  composante 
parallèle  à  Taxe  des  z,  elle  est  évidemment  nulle.  D'après 
cela,  nous  aurons 

X  =  (d^x,  Y=co'y,  Z  =  — jr; 

en  sorte  que  l'équation  différentielle  des  surfkces  de  niveau 
sera 

0)'  xdx  -h  w*  ydy-^gdz=zO* 

Eu  intégrant  cette  équation,  nous  trouvons 

1 


z  =  ^{x*  +  y*)+C, 


26. 
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ce  qui  montre  que  les  surfaces  de  niveau  sont  des  parabo- 
loldes  de  révolution  ayant  Taxe  de  rotation  du  liquide  pour 
axe  de  figure.  Ces  paraboloîdes  sont  tous  égaux  entre  eux, 
et  peuvent  être  regardés  comme  étant  les  diverses  positions 
que  prendrait  l'un  d*eux  si  on  lui  donnait  un  mouvement  de 
translation,  en  le  faisant  glisser  le  long  de  son  axe.  La  sur- 
face libre  du  liquide  étant  une  surface  de  niveau  pour  laquelle 
la  pression  est  nulle,  a  également  la  forme  du  paraboloîde 
dont  il  vient  d*étre  question. 

Si  le  liquide  tournant  est  surmonté  d*iine  atmosphère  ga- 
zeuse pesante,  comme  cela  a  lieu  lorsqu'on  fait  tourner  uu 
vase  plein  d'eau  au  milieu  de  l'air  atmosphérique,  les  choses 
ne  se  passent  plus  tout  à  fait  de  la  même  manière.  Les  sur- 
faces de  niveau  du  liquide  tournant  sont  bien  toujours  les 
mêmes  ;  mais  sa  surface  libre  n'est  plus  une  de  ces  suifaces 
de  niveau,  parce  que  les  points  situés  à  différentes  hauteui*s 
sur  cette  surface  libre  éprouvent  des  pressions  inégales  iU' 
la  part  du  gaz  pesant  qui  la  surmonte.  Cependant  cette  iné- 
galité de  pression  est  presque  insensible,  si  le  vase  qui  con- 
tient le  liquide  tournant  n'a  pas  de  très-grandes  dimensions, 
et  par  conséquent  la  surface  libre  du  liquide  se  confond 
presque  complètement  avec  une  surface  de  niveau.  Si  Ton 
admettait  que  le  gaz  qui  surmonte  le  liquide  fût  entraîné  par 
celui-ci  dans  son  mouvement  de  rotation,  et  tournât  avec  la 
même  vitesse  angulaire  que  lui  autour  de  l'axe  vertical,  les 
surfaces  de  niveau  seraient  les  mêmes  pour  le  liquide  et  poul- 
ie gaz  ;  et  comme  la  densité  devrait  être  constante  dans  toute 
l'étendue  de  chacune  de  ces  surfaces,  il  s'ensuit  que  la  sur- 
face de  séparation  du  liquide  et  du  gaz  serait  précisément 
une  de  ces  surfaces  de  niveau. 

§  216.  Atmosphère  terrestre  ;  nivellement  barome- 
trique.  — •  L'atmosphère  de  la  terre  est  une  masse  ga- 
zeuse que  l'on  peut  considérer  en  général  comme  étant  en 
équilibre  sur  le  globe  terrestre  qu'elle  recouvre  en  totalité. 
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Dîvei*ses  causes  permanentes  ou  ac(;identelles  viennent,  il 
est  vrai,  troubler  cet  équilibre,  et  occasionnent  les  vents  que 
nous  observons  à  la  surface  de  la  terre  ;  mais  nous  ferons 
abstraction  de  ces  causes  de  mouvement.  Les  diverses  mo- 
lécules de  Tatmosphère  sont  pesantes,  et  c'est  sous  Faction 
de  la  pesanteur  qu'elles  se  mettent  en  équilibre.  SU  ne  s'a- 
gissait que  d'une  masse  gazeuse  occupant  un  espace  de  peu 
d'étendue  sur  la  terre,  nous  pourrions  y  regarder  la  pesan- 
teur comme  une  force  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ;  et  par  suite  les  surfaces  de  niveau,  dans  celle  masse 
gazeuse,  seraient  des  plans  horizontaux  (§  213)  ;  mais  il  n'en 
est  pas  ainsi,  parce  que  le  gaz  que  nous  considérons  envi- 
ronne la  terre  de  toute  part,  et  que,  en  conséquence,  la  pe- 
santeur agit  sur  ses  diverses  molécules  suivant  des  directions 
extrêmement  différentes  dans  toute  son  étendue.  La  pesan- 
teur, aux  divers  points  de  la  surface  de  la  terre,  ne  s'éloigne 
pas  beaucoup  d'être  dirigée  vers  le  centre  du  globe  terres- 
tre ;  il  s'ensuit  que  les  surfaces  de  niveau  de  l'atmosphère 
sont  presque  des  surfaces  sphériques  concentriques,  ayant 
pour  centre  commun  le  centre  de  la  terre  :  ces  surfaces  de 
niveau  sont  seulement  un  peu  aplaties  vers  les  pôles,  et  ren- 
flées vers  l'équateur,  par  l'effet, de  la  force  centrifuge  qui 
se  combine  avec  l'attraction  de  la  terre  pour  produire  ce 
que  nous  nommons  la  pesanteur. 

Au  lieu  d'étudier  ici  cette  question  de  l'équilibre  de  l'at- 
mosphère terrestre  d'une  manière  générale,  nous  nous  con- 
tenterons de  la  traiter  pour  une  portion  restreinte  de  l'at- 
mosphère, afin  d'arriverà  la  formule  qui  permet  de  déterminer 
des  différences  de  niveau  au  moyen  d'observations  baromé- 
triques; et  pour  cela  nous  chercherons  spécialement  la  loi 
suivant  laquelle  la  pression  atmosphérique  varie,  quand  on 
passe  d'un  point  à  un  autre  d'une  même  verticale,  en  suppo- 
sant que  la  pesanteur  y  soit  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection. Soit  z  la  distance  d'un  point  quelconque  de  cette 


^33  LIVRE  III.  —  DTNAMlQtiE.    DEOXlftHE  PARTIE. 

verticale  au  point  où  elle  perce  la  surface  de  la  terre.  D*après 
réquatioD  (a)  du  §  316,  on  aura 

rfp= — pgdz. 

Or  on  sait  que,  d'après  les  lois  de  Mariotte  et  deGay-Lassac, 
on  a,  entre  la  pression  p  et  la  masse  spécifique  p  relatives  à 
un  point  quelconque  de  Tatmosphère,  la  relation 

^       l  +  «t' 

en  désignant  par  /  la  température  de  Tair  en  ce  point,  par  a 
le  coefficient  de  dilatation  de  Tair  qui  est  égal  à  0,003  66,  et 
par  k  un  coefficient  constant.  Si  Tair  avait  partout  la  même 
composition,  et  si  la  température  t  aux  différents  points  de  la 
verticale  était  connue  en  fonction  de  r,  nous  trouverions  fa- 
cilement la  relation  exacte  entre  p  et  z,  en  éliminant  p 
entre  les  deux  relations  précédentes  et  intégrant  ensuite. 
Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  ;  Tair  contient  habituellement  de  la 
vapeur  d'eau,  en  quantité  variable  avec  la  hanteur;  et  la 
température  /,  différente  d'un  point  à  un  autre  de  la  verti- 
cale, n'est  pas  connue  en  fonction  de  z.  Pour  suppléer  à  ce 
que  nous  ne  connaissons  pas,  nous  remplacerons  i  par  la 
moyenne  arithmétique  des  températures  to  et  ti  correspond 
dant  aux  deux  points  particuliers  entre  lesquels  nous  vou- 
lons calculer  la  différence  de  pression  ;  et  en  outre  nous 
mettrons  0,004  au  lieu  de  0,00366  pour  a,  afin  de  tenir 
compte  jusqu'à  un  certain  point  de  l'existence  de  la  vapeur 
d'eau,  dont  la  proportion  crott  ordinairement  avec  la  tempé- 
rature, de  telle  sorte  que  sa  présence  équivaut  à  une  certaine 
augmentation  du  coefficient  de  dilatation  de  l'air.  La  rela- 
tion entre  p  etp  deviendra  donc 

kp 
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et  par  suite  Téquation  diflërenlîelle  qui  lie  dp  à  dz  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

En  intégrant  entre  des  limites  correspondantes  à  deux 
points  déterminés  de  la  verticale ,  et  désignant  par  H  la  dis- 
tance de  ces  deux  points,  et  par  po  et  pi  les  valeurs  extrê- 
mes de  p,  on  trouve 

Le  logarithme  qui  entre  dans  cette  formule  est  un  logarithme 
népérien.  EnGn/si  nous  remplaçons  les  pressions  /^«,  pt^ 
par  les  hauteurs  hoyhi^  des  colonnes  barométriques  qui  leur 
servent  de  mesure,  et  qui  par  conséquent  leur  sont  propor- 
tionnelles ;  si  nous  substituons  au  logarithme  népérien  un 
logarithme  ordinaire,  et  si  nous  donnons  au  coefficient 
constant  du  second  membre  la  valeur  que  les  mesures  di- 
rectes de  différences  de  niveau  ont  indiquée  comme  étant  la 
plus  convenable,  nous  aurons  définitivement  la  formule 

H=£=18393«[l  +  n>Vo  («o-hn)l  log.  ^. 

C'est  à  l'aide  de  cette  formule  que  Ton  détermine  la  diffé^ 
rence  du  niveau  H  de  deux  points,  en  mesurant  en  chaque 
point  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  et  la  tempé- 
rature de  Tair.  D'après  la  manière  dont  elle  a  été  obtenue, 
on  ne  devrait  s'en  servir  que  dans  le  cas  où  les  deux  points 
seraient  situés  sur  une  même  verticale.  Mais  les  surfaces  de 
niveau  de  l'atmosphère  peuvent  être  regardées  comme  équi- 
distantes,  dans  une  certaine  étendue,  tout  autour  de  chaque 
verticale  ;  il  s'ensuit  que,  lors  même  que  les  deux  statious 
où  l'on  a  mesuré  les  hauteurs  &o,  Ai,  et  les  températures 
tù,  /i,  ne  se  trouvent  pas  sur  une  même  verticale,  si  cé^ 
stations  ne  sont  pas  très-éloignées  l'une  de  l'autre,  on  peut 
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prendre  la  valeur  de  H  fournie  par' la  formule  pour  la  dis- 
tance de  l'une  délies  à  la  surface  du  niveau  passant  par 
Tautre,  c'est-à-dire  pour  la  différence  de  niveau  qui  existe 
entre  elles.  Les  hauteurs  A09  Ai»  des  colonnes  de  mercure 
qui  font  équilibre  à  la  pression  atmosphérique  dans  les  deux 
stations,  doivent,  bien  entendu,  être  corrigées  tout  d'abord 
en  raison  de  Tinégale  température  du  mercure  dans  ces 
deux  stations,  et  ramenées  à  la  température  de  zéro. 

La  formule  que  nous  venons  d'obtenir  suffît  généralement 
pour  déterminer  les  différences  de  niveau  au  moyen  des 
observations  barométriques,  quoiqu'elle  ait  été  trouvée  en 
attribuant  à  l'intensité  de  la  pesanteur  une  valeur  constante. 
Si  l'on  vent  arriver  à  une  exactitude  plus  grande,  il  faut 
tenir  compte  de  ce  que  cette  force  varie  à  la  fois  avec  la 
latitude  du  lieu  et  avec  la  hauteur  du  point  que  Ton  consi- 
dère au-dessus  de  la  surface  de  la  terra  ;  mais  nous  ne  nous 
occuperons  pas  ici  de  chercher  la  modification  qui  en  résul- 
terait dans  la  formule  qui  donneia  différence  du  niveau  H. 

§  217.  Pressions  d^on  liquide  pesant  snr  les  parois 
da  vase  qnl  le  renferme.  —  Un  liquide  pesant,  en  équili- 
bre dans  un  vase  fermé  qu'il  ne  remplit  pas  en  totalité,  ou 
bien  dans  un  vase  ouvert  par  le  haut,  se  termine  à  une  sur- 
face libre  qui  est  plane  et  horizontale.  Nous  avons  établi 
cette  proposition  (§  213),  en  admettant  que  le  liquide  ne 
soit  soumis  à  aucune  pression  aux  différents  points  de  sa 
surface  libre.  Elle  est  vraie  encore  dans  le  cas  oit  le  liquide 
est  surmonté  d'une  atmosphère  gazeuse,  en  équilibre  elle- 
même  sous  l'action  de  la  pesanteur,  comme  nous  le  voyous 
constamment  à  la  surface  de  la  terre  ;  parce  que  les  suifaces 
de  niveau  sont  planes  et  horizontales,  à  la  fois  dans  le  liquide 
et  dans  le  gaz,  et  que  leur  surface  de  séparation  doit  évi- 
demment être  une  de  ces  surfaces  de  niveau.  Nous  allons 
étudier  les  pressions  que  ce  liquide  exerce  sur  les  parois  du 
vase  qui  le  renferme. 
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Nous  savons  déjà  que  la  pression  />,  en  un  point  quelcon- 
que du  liquide,  a  pour  Valeur 

p  =  Po  +  p9fi^ 

en  désignant  par  />o  la  pression  qui  s'exerce  sur  la  surface 
libre,  et  par  h  la  distance  du  point  que  Ton  considère  à  cette 
surface  (§  2t3).  L'existence  de  la  pression  po  sur  la  surface 
libre  ne  fait  donc  qu'augmenter  d'une  même  quantité  les 
pressions  qui  s'exerceraient  sans  cela  aux  diiïérents  points 
de  la  masse  liquide.  Nous  en  ferons  abstraction,  et  nous 
raisonnerons  comme  si  po  était  nul  :  il  sera  facile  de  voir 
comment  les  résultats  auxquels  nous  parviendrons  devront 
être  modifiés,  pour  tenir  compte  de  cette  pression  sur  la  sur- 
face libre,  dans  le  cas  où  elle  ne  sera  pas  nulle.  D'après 
cela ,  chaque  élément  o)  de  la  paroi  du  vase  sera  regardé 
comme  éprouvant  de  la  part  du  liquide  une  pression  égale 
h  ogtùh^  h  étant  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cet 
élément  à  la  surface  libre. 

Considérons  d'abord  les  pressions  exercées  sur  les  divers 
éléments  d'une  paroi  plane.  Ces  pressions  sont  des  forces 
parallèles  et  de  même  sensuelles  ont  une  résultante  égale  ît 
leur  somme,  qui  est  la  pression  totale  supportée  par  la  paroi. 
Le  point  d'application  de  cette  résultante,  sur  la  paroi 
même ,  se  nomme  centre  de  pression.  La  pression  sup- 
portée par  un  élément  &>  de  cette  paroi  plane  étant  ex- 
primée parp^a)A,  la  pression  totale  sera  égale  à 

Ipgtùh; 

ou  bien  ce  qui  est  la  même  chose 

p^AH, 

* 

en  désignant  par  A  Taire  totale  de  la  paroi,  et  par  H  la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à  la  surface  libre  du  liquide, 
et  observant  que,  d'après  les  propriétés  des  centres  de  gra- 
vité, on  a 
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2a)A  =  AII. 

pour  trouver  le  centre  de  pression  correspondant  à  la  paroi 

.  plane  A  B,  fig,  111,  observons  que  la 
pression  sur  un  élément  &>  ayant  son 
y^j^  centre  de  gravité  en  m,  est  e^ale  au 
poids  d*une  colonne  de  liquide  ayant 
pour  base  co  et  pour  hauteur  la  dis- 
tance m  n  du  point  m  à  la  surface 
libre  H  H'.  Si  par  chaque  point  tn 
de  la  paroi  A  B  nous  élevons  une  perpendiculaire  à  cette 
paroi,  et  si  nous  prenons  sur  cette  perpendiculaire  une 
longueur  mn'  égale  à  la  distance  du  point  m  à  la  sur- 
face H  H'  du  liquide,  nous  obtiendrons  un  prisme  tronqué 
ABCD.  Concevons  que  ce  prisme  tronqué  soit  divisé  en 
prismes  élémentaires  ayant  leurs  arêtes  perpendiculaires  à 
la  paroi  A  B ,  et  ayant  pour  bases  les  divers  éléments  ci)  de 
cette  paroi  -,  si  chacun  de  ces  prismes  élémentaires  est  un 
solide  homogène  de  même  densité  que  le  liquide  considéré, 
et  si  ces  divers  prismes  sont  soumis  à  Taction  de  la  pesan- 
teur s*exerçani  suivant  une  direction  perpendiculaire  à  A  B, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  paroi  AB  sera  pressée  parTen- 
semble  de  ces  prismes  exactement  de  même  qu'elle  Test  par 
le  liquide  avec  lequel  elle  est  en  contact,  et  qui  s*étend  jus- 
qu'à la  surface  libre  H  H'.  On  conclut  de  là  qu'il  suffit  de 
chercher  le  centre  de  gravité  du  prisme  tronqué  ABC!) 
considéré  comme  un  solide  homogène,  et  de.  le  projeter  sur 
la  face  AB,  pour  avoir  le  centre  de  pression  correspondant 
à  cette  face  AB. 

Si,  par  exemple,  la  paroi  A  B  est  rectangulaire,  et  a  un  de 
ses  côtés  situé  dans  le  plan  horizontal  H  H',  le  centre  de 
pression  se  trouve  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des 
côtés  horizontaux  du  rectangle ,  et  au  tiers  de  cette  ligne  à 
partir  du  côté  inférieur.  Si  la  paroi  A  B  est  un  triangle  ayant 
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son  sommet  dans  1c  plan  H  H'  et  sa  base  dirigée  liorizonta* 
iement ,  le  centre  de  pression  est  situé  sur  la  ligne  qui  Joint 
le  sommet  au  milieu  de  la  base,  et  au  quart  de  cette  ligne  à 
partir  de  la  base.  Si  la  paroi  plane  est  un  triangle  ayant  sa 
base  dans  le  plan  H  H',  le  centre  de  pression  se  trouve  au 
milieu  de  la  ligne  qui  joint  le'  milieu  de  la  base  a^  sonjmet 
opposé. 

§  218.  Considérons  maintenant  une  portion  de  paroi  de 
forme  quelconque ,  et  cherchons  à  composer  entre  elles  les 
pressions  que  le  liquide  exerce  sur  les  divers  éléments  dont 
elle  est  formée.  Pour  cela,  imaginons  que  nous  tracions  trois 
axes  coordonnés  rectangulaires,  dont  Tun  soit  vertical,  et 
décomposons  la  pression  supportée  par  un  élément  quel- 
conque Cl)  de  la  paroi  en  trois  composantes  dirigées  paral- 
lèlement h  ces  axes.  Si  nous  désignons  par  a^è^y  les  angles 
que  la  normale  à  l'élément  considéré  fait  avec  les  trois  axes, 
nous  aurons 

p^oûAcosa,         p(/C()AcosS,  pgtùhcosy  y 

pour  les  valeurs  de  c^s  composantes  ;  nous  voyons  que  ce 
sont  précisément  les  pressions  que  le  liquide  exercerait  sur 
les  projections 

a>cosa  ,        cocos  S  ,        cocosy 

de  rélément  de  paroi  tù  sur  les  trois  plans  coordonnés,  en 
supposant  que  le  centre  de  gravité  de  chacune  de'  ces  pro- 
jections se  trouvât  à  la  même  distance  h  au-dessous  de  la 
surface  libre  du  liquide.  Cette  décomposition  étant  faite 
pour  les  pressions  supportées  par  tous  les  éléments  de  la 
portion  de  paroi  que  nous  considérons ,  nous  pouvons  com- 
poser entre  elles  toutes  les  pressions  composantes  dirigées 
parallèlement  à  chacun  des  axes  coordonnés  :  nous  aurons 
ainsi  trois  résultantes  partielles  ayant  respectivement  leurs 
directions  parallèles  à  ces  axes ,  et  si  nous  pouvons  trouver 
une  force  unique  qui  soit  la  résultante  de  ces  trois  résul- 
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tailles  partielles ,  cette  force  unique  sera  la  résultante  des 
pressions  que  le  liquide  exerce  sur  les  divers  cléments  de  la 
paroi.  Quant  à  ces  résultantes  partielles,  il  est  aisé  de  trou- 
ver la  grandeur  de  chacune  d'elles ,  ainsi  que  la  positioo  de 
son  point  d'application.  On  reconnaît  en  effet,  d*aprcs  ce 
que  nous  venons  de  dire,  que  la  résultante  des  pressions 
composiintes  dirigées  parallèlement  à  Tun  des  deux  axes 
hoiîzontaux  est  précisément  la  pression  que  le  liquide  exer- 
cerait sur  la  projection  de  la  paroi  considérée  sur  le  plan 
vertical  perpendiculaire  à  cet  axe.  On  reconnaît  en  outre 
que  la  résultante  des  pressions  composantes  dirigées  verti- 
calement est  égale  au  poids  du  liquide  contenu  à  Tintérieur 
du  cylindre  vertical  passant  par  le  contour  de  la  paroi,  et 
s*étendant  depuis  cette  paroi  jusqu'à  la  surface  libre  :  cette 
résultante  est  dirigée  suivant  la  verticale  menée  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  portion  de  liquide  dont  il  s'agit.  Ces 
énoncés  supposent  que  toutes  les  pressions  composantes 
parallèles  à  un  quelconque  des  trois  axes  sont  dirigées  dans 
le  même  sens  ;  c'est-à-dire  que ,  dans  la  projection  de  la 
portion  de  paroi  considérée  sur  un  plan  perpendiculaire  a 
cet  axe,  il  n'y  a  pas  plusieurs  parties  qui  se  projettent  l'une 
.sur  l'autre  :  il  est  aisé  de  voir  en  quoi  les  énoncés  devraient 
être  modifiés  si  les  choses  se  passaient  autrement. 

Nous  pouvons  appliquer  ce  qui  vient  d'être  dit  à  la  re- 
cherche de  la  résultante  de  toutes  les  pressions  qu'un  li- 
quide  pesant  exerce  sur  les  diverses  parties  de  la  paroi  du 
vase  qui  le  renferme.  Après  avoir  mené  trois  axes  coordon- 
nés rectangulaiœs,  dont  l'un  soit  vertical,  concevons  que 
nous  circonscrivions  a  la  paroi  qui  renferme  le  liquide  un 
cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  un  des  deux 
axes  horizontaux;  la  ligne  de  contact  du  cylindre  avec  cette 
paroi  la  divise  en  deux  portions  distinctes,  dont  les  proje<'- 
tions  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  se  recouvrent 
complètement  :  il  est  aisé  de  voir  d'après  cela  que  les  corn- 


EQUILIBRE   DES    FLUIDES.  ^l29 

posantes  des  pressions  élémentaires  dirigées  parallèlement 
au  même  axe  ont  une  résultante  nulle.  Les  composantes  de 
ces  pressions  élémentaires  dirigées  parallèlement  à  l'autre 
axe  horizontal  ont  également  une  résultante  nulle.  Ces  pres- 
sions élémentaires  ont  donc  la  inéme  résultante  que  leurs 
composantes  verticales';  et  par  conséquent  celte  résultante 
de  toutes  les  pressions  que  le  liquide  exerce  sur  la  paroi  du 
vase  est  égale  au  poids  du  liquide  tout  entier,  et  sa  direction 
passe  par  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide,  ce  qui  était 
évident  à  priori. 

g  219.  Pressions  supportées  par  un  eorps  solide 
plongé  dans  un  liquide  pesant  en  équilibre.  •—  Si  un 
corps  solide  plonge  eu  totalité  ou  en  partie  dans  un  liquide 
pesant  en  équilibre,  il  éprouve  de  la  part  du  liquide  des 
pressions  dont  nous  allons  chercher  la  résultante.  Il  est 
clair  que  nous  pouvons  regarder  la  surface  du  solide  plongé 
comme  constituant  une  partie  des  parois  qui  renferment  le 
liquide,  et  qu'en  conséquence  nous  pouvons  lui  appliquer  ce 
qui  vient  d'être  dit  pour  les  pressions  supportées  par  ces 
parois. 

Considérons  d'abord  un  solide  complètement  plongé.  Si 
l'on  décompose  la  pf*ession  du  liquide  sur  chacun  des 
éléments  .de  la  surface  du  corps  en  trois  composantes  pa- 
lallèles  à  un  axe  vertical  et  à  deux  axes  horizontaux  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre,  on  verra  que  les  composan* 
tes  parallèles  à  l'un  quelconque  des  deux  axes  horizon- 
taux put  une  résultante  nulle  ;  en  sorte  que  la  résultante 
des  composantes  verticales  sera  la  résultante  de  toutes  les 
pressions  élémentaires  supportées  par  le  corps.  Si  mainte- 
nant ou  imagine  un  cylindre  vertical  circonscrit  au  corps,  la 
ligne  de  contact  de  ce  cylindre  divisera  la  surface  du  corps 
en  deux  portions.  La  résultante  des  composantes  verticales 
des  pi*essions  exercées  sur  la  portion  inféiieurc  sera  une 
force  verticale  dirigée  de  bîis  en  haut,  et  égale  au  poids  du 
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liquide  qai  remplirait  le  cylindre  circonscrit,  depuis  cette 
portion  inférieure  de  la  surface  du  corps  jusqu'à  la  surface 
libre  du  liquide  ;  de  même  la  résultante  des  composantes 
verticales  des  pressions  supportées  par  la  portion  supé- 
rieure, sera  une  force  verticale,  dirigée  de  haut  en  bas,  et 
égale  au  poids  du  liquide  qui  remplirait  le  cylindre  circons* 
crit,  depuis,  cette  portion  supérieure  de  la  surface  du  corps 
jusqu'à  la  surface  libre  du  liquide  :  donc  la  résultante  des 
composantes  verticales  des  pressions  élémentaires  suppor- 
tées par  toute  la  surface  du  corps,  et  par  conséquent  la  ré- 
sultante de  ces  pressions  élémentaires  elles-mêmes,  est  une 
force  verticale,  dirigée  de  bas  en  haut,  égale  au  poids  du 
liquide  dont  le  corps  tient  la  place,  et  agissant  suivant  la 
verticale  mcinée  par  le  centre  de  gravité  de  ce  liquide.  C'est 
en  cela  que  consiste  le  fameux  principe  d'Arckimède, 
qu'on  énonce  ordinairement  en  disant  qu'un  corps  plongé 
dans  un  liquide  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids 
du  liquide  déplacé. 

Si  un  corps  solide  ne  plonge  qu'en  partie  dans  un  liquide 
pesant  en  équilibre,  on  arrive  de  la  même  manière  à  trouver 
la  résultante  des  pressions  qu'il  éprouve  de  la  part  du  liquide. 
On  reconnaît  ainsi  que  cette  résultante  est  égale  au  poids  du 
liquide  qui  remplirait  l'espace  occupé  par  la  portion  du 
corps  située  au-dessous  de  la  surface  libre  du  liquide;  et 
qu'elle  agit  de  bas  en  haut,  suivant  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  de  ce  liquide. 

§  220.  Équilibre  d^an  eerps  sellde  plongé  daMs  mb 
liquide  pesant,  eu  ûettant  k  sa  surface.  —  Pour  qu'un 
corps  solide,  plongé  en  totalité  ou  en  partie  dans  un  liquide, 
soit  en  équilibre  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des  pressions 
qu'il  éprouve  de  la  part  du  liquide,  il  faut  que  la  résultante 
des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  molécules  du  corps 
soit  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  pres- 
sions que  le  liquide  exerce  sur  les  diverses  parties  de  la  sur- 
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face  du  corps.  On  est  conduit  par  là  aux  deux  conditions 
suivantes  :  1*"  le  poids  du  corps  doit  être  égal  au  poids  du  li- 
quide qu'il  déplace  ;  2°  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui 
du  liquide  déplacé  doivent  se  trouver  sur  une  même  verti- 
cale. Ces  deux  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  le  corps  plongé  soit  en  équilibre,  si  toutefois 
ce  corps  peut  être  regardé  comme  étant  un  solide  inva- 
riable. 

Si  le  corps  que  Ton  considère  est*  homogène^  il  ne  peut 
être  en  équilibre,  lorsqu'il  est  complètement  plongé  dans  un 
liquide,  qu'autant  que  sa  densité  est  égale  à  celle  du  liquide; 
cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  pour  que  l'équilibre 
ait  lieu,  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  du  corps 
et  celui  du  liquide  déplacé  coïncident  toujoui's,  quelle  que 
soit  la  position  du  corps  à  l'intérieur  du  liquide.  Un  corps 
homogène  ne  peut  être  en  équilibre  en  flottant  sur  un  li« 
quîde  pesant,  qu'autant  que  sa  densité  est  moindre  que  celle 
du  liquide. 
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Dm  moavement  des  systèmes  matériels. 


CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT   d'UN   SYSTÈME  MATÉRIEL  QUELCONQUE. 

§  221.  Théorèflie  4e  d'Alembert.  —  Un  système  maté- 
riel quelconque  étant  en  mouvement  sous  Inaction  des  forces 
tant  intérieures  qu'extérieures  qui  sont  appliquées  à  ses 
diverses  parties ,  chacun  des  points  matériels  qui  le  compo- 
sent (§  150)  se  meut  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  Livre  II  ;  Faccélération  totale  du  mouvement  de  ce  point 
a  même  direction  et  même  sens  que  la  résultante  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  lui,  et  la  grandeur  de  cette  accé- 
lération est  telle  qu'en  la  multipliant  par  la  masse  du  point, 
on  obtient  un  produit  égal  à  la-résultante  dont  il  vient  d'ê- 
tre question.  Reportons-nous  maintenant  à  la  définition  que 
nous  avons  donnée  de  la  force  d'inertie  (§  138),  et  nous 
verrons  que ,  si ,  à  un  instant  quelconque ,  on  joint  la  force 
d'inertie  du  point  matériel  dont  il  s'agit  aux  forces  qui  lui 
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sont  réellement  appliquée ,  on  aura  un  ensemble  de  forces 
qui  se  feront  équilibre  :  puisque  la  force  d'inertiei  que  Ton 
joint  aux  forces  réelles ,  est  égale  et  directement  opposée  à 
la  résultante  de  ces  forces  réelles.  D'après  cela ,  si ,  à  un 
instant  quelconque,  on  joint  les  forces  dlnertîe  des  différents 
points  d'un  système  matériel  en  mouvement  aux  diverses 
forces  qui  agissent  réellement  sur  ces  points ,  on  obtiendra 
un  système  total  de  forces  qui  se  feront  équilibre  sur  le 
système,  puisqu'il  y  aura  équilibre  entre  les  forces  appliquées 
à  chacun  des  points  matériels  dont  le  système  se  compose. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  en  outre  qu'il  suffit  d'exprimer 
l'équilibre  dont  il  vient  d'être  question ,  pour  en  concluix^ 
toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  système.  En  effet, 
dire  que  les  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  système 
matériel,  jointes  aux  forces  d'inertie  de  ses  différents  points, 
se  font  équilibre  à  chaque  instant  sur  ce  système,  c'est  dire 
que  cet  équilibre  a  lieu  pour  un  quelconque  des  points  ma- 
tériels dont  le  système  se  compose  ;  c'est  donc  dire  que, 
pour  chacun  de  ces  points,  et  à  chaque  instant,  la  force 
d'inertie  est  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des 
fcNToes  qui  agissent  réellement  sur  ce  point;  ou,  en  d'auti*es 
termes ,  c'est  dire  que  l'accélération  totale  du  mouyement 
d'un  point  quelconque  du  système  est  précisément  celle  que 
cette  résultante  des  forces  réellement  appliquées  au  point 
est  capable  de  lui  communiquer.  Exprimer  qu'il  y  a  équili- 
bre, à  chaque  instant,  entre  les  forces  qui  agissent  sur  les 
différents  points  matériels  du  système  et  les  forces  d'inertie 
de  ces  points,  ou  bien  écrire  les  équations  différentielles  du 
mouvement  de  ces  divers  points  matériels  du  système ,  oe 
sont  deux  choses  équivalentes.  Tel  est  le  fameux  théorème, 
dû  à  d'Alembert ,  au  moyen  duquel  toute  question  de  mou- 
vement se  ramène  immédiatement  à  une  question  d'équi- 
libre. 

Le  théorème  de  d'Alembert  ne  présente  pas  d'utilité 


X013TEVKNT  1I*DH  StftTÈME  VâtArIEL  QUELCONQUE.      &SI 

réelle ,  tant  que  le  ayatèine  matériel  dont  on  a'occupe  n'eat 
qu'un  assemblage  de  points  matériels  isolés  pouvant  se  mou- 
voir d'une  manière  quelconque ,  les  uns  par  rapport  aux 
autres,  aous  l'action  des  forces  qui  leur  sont  appliquées  ; 
puisque,  pour  exprimer  l'équilibre  des  forces  réelles  jointes 
aux  farces  d'inertie,  il  faut  exprimer  que  cet  équilibre  a  lieu 
pour  ehacon  des  points  matériels  du  système,  et  que,  par 
GOttséquent,  il  est  tout  aussi  simple  d'écrire  immédiatement 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  chacun  de  ces 
points.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'il  s'agit  d'un 
système  matériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons  (§  186). 
Bans  ce  cas ,  le  théorème  de  d'Alembert ,  en  ramenant  la 
question  du  mouvement  du  système  à  une  question  d'équi- 
libre entre  les  forces  qui  lui  sont  réellement  appliquées  et 
les  forces  d'inertie  de  ses  différents  points,  permet  de  pro- 
fiter des  simplifications  que  les  liaisons  introduisent  dans 
l'ensemble  des  équations  d'équilibre  des  forces  appliquées  à 
un  système  matériel.  Ainsi,  pour  en  donner  un  exemple, 
les  équations  d'équilibre  des  forces  appliquées  à  un  solide 
invariable  se  réduisant  à  six  (§§  187  et  178),  le  théorème 
de  d'Alembert  conduit  immédiatement  à  six  équations  qui 
suffisent  pour  faire  connaître  le  mouvement  d'un  pareil 
corps. 

§  222.  Premier  théorème  général,  oa  théorème  an 
Btoavement  4a  centre  de  gravité.  —  Le  théorème  de 
d'Alembert  ne  fait  connaître  aucune  propriété  du  mouve- 
ment du  système  matériel  auquel  on  l'applique  ;  il  ne  fait 
que  fournir  une  méthode  particulière  pour  écrire  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  du  système,  équations 
que  l'on  pourrait  d'ailleurs  écrire  directement,  sans  avoir 
recours  à  ce  théorème.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  theo-- 
rèmeê  généraux,  dont  nous  allons  nous  occuper;  chacun 
de  ces  théorèmes,  qui  sont  au  nombre  de  quatre  fait  con- 
naître une  propriété  de  mouvement.  Nous  commencerons 
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par  celui  qui  se  rapporte  au  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  système. 

Désignons  par  m  la  masse  d*un  quelconque  des  points 
matériels  du  système  ;  par  x^y^z  les  coordonnées  de  ce  point 
rapportées  à  trois  axes  rectangulaires;  et  parX,  Y,  Z  les 
forces  parallèles  aux  axes,  dans  lesquelles  se  décompose 
une  quelconque  des  forces  appliquées  à  ce  point  matériel. 
Si  nous  observons  que  la  projection  de  la  résultante  de  plu- 
sieurs forces  appliquées  à  un  point,  sur  un  axe  quelconque, 
est  égale  à  la  somme  des  projections  des  composantes  sur  le 
même  axe,  nous  verrons  que  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  point  matériel  dont  il  vient  d*étre  question 
peuvent  s'écrire  ainsi  (§  121), 

Les  signes  2  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  indi- 
quent des  sommes  s'étendant  à  toutes  les  forces  qui  sont 
appliquées  au  point  matériel  considéré.  Concevons  que  nous 
ayons  écrit  toutes  les  équations  analogues  à  celles-là,  pour 
les  divers  points  matériels  du  système,  et  que  nous  :gouUons 
entre  elles  toutes  celles  de  ces  équations  qui  se  rapporteut 
aux  mouvements  projetés  sur  un  même  axe  :  nous  trouve- 
rons ainsi  les  trois  équations  suivantes  ; 
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dans  lesquelles  les  signes  2  des  premiers  membres  indi- 
quent des  sommes  s'étendant  à  tous  les  points  du  système, 
eteeux  des  seconds  membres,  des  sommes  s'étendant  à  toutes 
les  forces ,  sans  exception ,  qui  agissent  sur  les  diverses 
parties  de  ce  système. 

Désignons  maintenant  par  M  la  masse  totale  du  système 
matériel,  et  par  o^i ,  y i ,  Z| ,  les  coordonnées  de  son  centre  de 
gravité ,  à  un  instant  quelconque.  Nous  aurons  (§  163) 

et,  par  suite,  en  dilTérentiant  deux  fois  par  rapport  au 
temps  /, 

Au  moyen  de  ces  formules,  les  trois  équations  que  nous 
venons  d'obtenir  deviendront 

M^  =  2X, 

M  "2^  =11. 

Ces  trois  équations  déterminent,  comme  on  voit;  les  valeurs 
des  coordonnés xt^yijZidn centre  de  gravité,  en  fonction  du 
temps.  Pour  les  interpréter,  et  énoncer  le  théorème  auquel 
elles  correspondent,  nous  ferons  d'abord  les  remarques  sui- 
vantes :  l""  ces  équations  ont  exactement  la  forme  des  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  d'un  point  matériel  de 
masse  M-,  2"*  les  forces  intérieures  du  système  disparaissent 
d'elles-mêmes  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations , 
puisque,  ces  forces  étant  deux  à  deux  égales  et  directement 
opposées,  leurs  projections  sur  un  axe  quelconque  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  S*'  les  forces  ex- 
térieures, qui  restent  seules  dans  les  seconds  nombres, 
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d'après  ce  que  noas  venons  de  dire ,  peuvent  être  trainspor- 
ées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quelconque , 
Mins  que  ces  seconds  membres  soient  changés ,  puisque , 
par  là  j  les  projections  de  ces  forces  sur  un  axe  quelconque 
ne  changeront  ni  de  grandeur  ni  de  signe.  On  peut  donc 
dire  que 

Le  eenire  de  grapiié  ttun  êyêtème  matériel  ee  meut 
le  la  même  manière  que  ei  toute  la  masse  du  êystime  y 
était  eoneenirée ,  et  que  toutes  les  forées  extérieures  y 
fussent  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes. 

Ce  théorème  nous  montre  que ,  lorsque  nous  faisons  abs- 
traction des  dimensions  d'un  corps ,  pour  le  réduire  par  la 
pensée  à  un  point  matériel  (§  82) ,  c'est  à  aon  centre  de 
gravité  que  nous  devons  concevoir  que  toute  sa  masse  est 
concentrée.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  mouvement 
d'un  point  matériel  (Livre  II)  est  immédiatement  applicable 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  maté- 
riel. 

§  223.  Pour  faire  bien  comprendre  la  vraie  signification 
et  la  portée  du  premier  théorème  général  que  nous  venons 
d'établir,  nous  allons  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

Lorsqu'on  lance  un  corps,  suivant  une  direction  quel- 
conque ,  à  la  surfece  de  la  terre ,  et  qu'ensuite  la  pesanteur 
est  la  seule  force  extérieure  qui  agisse  sur  les  diverses  mo- 
lécules de  ce  corps ,  sou  centre  de  gravité  décrit  une  para- 
bole dans  le  plan  vertical  mené  par  la  direction  de  sa  vitesse 
initiale  (§  122).  Supposons  que  le  corps  dont  il  s'agit  soit 
une  bombe ,  et  que  celte  bombe  fosse  explosion  avant  qu'elle 
soit  tombée  sur  le  sol  i  l'explosion  étant  occasionnée  unique- 
ment par  le  développement  de  forces  intérieures,  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  de  la  bombe  tout  entière  n'en 
est  pas  altéré  :  ce  centre  de  gravité  de  l'ensemble  de  toutes 
les  molécules  dont  la  réunion  constituait  primitivement  la 
bombe ,  continue,  après  l'explosion,  à  parcourir  la  purabole 
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suivant  laquelle  il  a  commencé  à  se  mouvoir.  Ce  n'esc  que 
lorsque  quelqu'un  des  û-agraents  de  la  bombe  vient  à  ren- 
contrer un  corps  étranger,  que  le  mouvement  du  centre  do 
gravité  du  système  se  modifie  ;  parce  que  la  réaction  éprou^ 
vée  par  ce  fragment  est  une  nouvelle  force  extérieure  qui 
vient  se  combiner  avec  la  pesanteur,  et  contribuer  avec  elle 
à  la  production  de  ce  mouvement.  Il  est  clair  que  ces  résul* 
tats  ne  sont  vrais  qu'approximativement,  dans  le  cas  où  la 
bombe  se  meut  dans  Tair  atmosphérique ,  en  raison  de  la 
résistance  que  Fair  oppose  au  mouvement  de  la  bombe  et 
de  ses  fragments,  résistance  qui  est  une  force  extérieure,  et 
qui,  par  conséquent,  influe  sur  le  mouvement  du  centre  de 
gravité. 

Si  les  forces  extérieures ,  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  centre  de  gravité ,  ont  une  résultante  nulle, 
ou  bien,  s'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  le  centre  de 
gravité  du  système  est  nécessairement  immobile ,  ou  animé 
d'un  aiottvement  rectiligne  et  uniforme.  Ainsi  ^  concevons 
qu'un  être  animé ,  un  homme ,  par  exemple,  se  trouve  isolé 
au  milieu  de  l'espace ,  qu'il  ne  soit  soumis  à  aucune  force 
extérieure,  et  que  son  centre  de  gravité  soit  immobile;  cet 
être  animé  ne  pourra  pas  de  lui-même  mettre  son  centre  de 
gravicé  en  mouvement,  de  quelque  manière  qu'il  fasse 
jouer  ses  muscles  pour  déplacer  les  divei*ses  parties  de  sou 
corps ,  parce  qu'il  ne  peut  développer  ainsi  que  des  forces 
intérieures  qui  ne  sont  pas  capables  de  faire  sortir  le  centre 
de  gravité  de  son  état  d'immobilité  primitive. 

Notre  système  planétaire  étant  extrêmement  éloigné  des 
étoiles  qui  l'environnent,  on  peut  regarder  les  actions  que 
ses  diverses  parties  éprouvent  de  la  part  des  étoiles  conune 
insensibles.  Dès  lors,  ce  système  n'est  soumis  qu'à  des  forces 
intérieures ,  et ,  par  conséquent ,  son  centre  de  gravicé  doit 
être  immobile  ou  animé  d'un  mouvennent  rectiligne  et  «ai- 
forme. 
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§  224.  Deuxième   théorème   général,  oa  tliéerenie 
des  quantités  de  movvemeMt  projetées  sur  an  axe.  — 

Si  Ton  projette  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  ud  axe 
fixe ,  on  a  dans  le  mouvement  projeté  (§113) 
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F  étant  la  projection  d*une  quelconque  des  forces  qui  agis- 
sent sur  le  point  matériel,  et  le  signe  2  indiquant  une  somme 
qui  s*étend  à  toutes  les  forces  auxquelles  il  est  soumis  ;  car 
la  projection  de  la  résultante  des  forces  appliquées  à  ce 
point  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  forces  elles- 
mêmes,  et,  par  conséquent,  l'impulsion  élémentaire  ou  totale 
de  cette  résultante  projetée  est  égale  à  la  somme  des  im- 
pulsions élémentaires  ou  totales  des  composantes  projetées. 
Si  Ton  écrit  toutes  les  équations  de  cette  forme,  relatives 
aux  projections  du  mouvement  des  divers  points  d'un  sys- 
tème matériel  sur  un  même  axe  fixe ,  et  correspondant  à  un 
même  intervalle  de  temps,  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  mem- 
bre à  membre,  on  trouve 


Imv  —  lmVo=2,  f  ¥dt. 


Les  signes  2  du  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation 
indiquent  des  sommes  qui  s'étendent  à  tous  les  points  maté- 
riels du  système  ;  et  celui  du  second  membre ,  une  somme 
qui  s'étend  à  toutes  les  forces  appliquées  aux  diverses  par- 
ties de  ce  système.  Les  forces  intérieures,  en  projection  sur 
l'axe  dont  il  s'agit ,  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes 
contraires  ;  les  termes  correspondant  à  ces  forces  se  détrui- 
sent donc  mutuellement  dans  l'équation  qui  vient  d'être 
obtenue ,  de  sorte  qu'on  peut  l'écrire  en  ne  mettant  dans  son 
second  membre  que  les  termes  correspondant  aux  fortres 
extérieures.  D'après  cela,  cette  équation,  qui  constitae  notre 
deuxième  théorème  général ,  peut  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 
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L'aeeroiêsemefit  total  de  la  êonime  des  quantités  de 
mouvement  du  systhne  projetées  sur  un  axe  fixe  quel- 
conque, pendant  un  temps  aussi  quelconque,  est  égal 
à  la  somme  des  impulsions  totales  des  forces  extérieures 
projetées  sur  cet  axe,  pendant  le  même  temps. 

§  225.  Le  recul  des  bouches  à  feu  s'explique  naturelle- 
oient  an  moyen  de  ce  théorème.  Avant  Tinflâmmalion  de  la 
poudre,  le  canon  et  sa  chai'ge  forment  un  système  immo- 
bile, pour  lequel  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  l'axe  du  canon  est  nulle.  Cette  somme  de  quan- 
tités de  mouvement  projetées  doit  rester  constamment  nulle, 
tant  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  qui ,  en  projection 
sur  l'axe  de  la  pièce,  donnent  lieu  à  une  somme  d'impulsions 
difiérentes  de  zéro.  L'explosion  de  la  poudre  ne  développant 
que  des  forces  intérieures ,  il  s'ensuit  nécessairement  que 
le  canon  et  le  boulet  prennent  en  .même  temps  des  mouve- 
ments dirigés  en  sens  contraires  l'un  de  l'autre;  de  telle 
manière  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  du  sys- 
tème, en  projection  sur  l'axe  de  la  pièce,  conserve  sa  valeur 
imlle.  S'il  était  permis  de  négliger  la  masse  de  la  poudre,  ou 
des  matières  dans  lesquelles  elle  se  transforme  par  suite 
de  son  inflammation,  on  pourrait  dire  que  le  canon  et  le 
boulet  prennent ,  au  moment  de  l'explosion  ^  des  vitesses  de 
seus  contraires,  et  inversement  proportionnelles  à  leurs 
masses  ;  mais  les  choses  ne  se  passent  pas  tout  à  fait  ainsi , 
à  cause  de  la  masse  de  la  poudre ,  qui  n'est  pas  négligeable 
par  rapport  à  celle  du  boulet  :  en  réalité  le  recul  de  la  pièce 
s'eSectue  avec  une  vitesse  un  peu  plus  grande  que  celle  que 
l'on  trouverait  de  cette  manière. 

L'ascension  des  fusées  s'explique  d'une  manière  analogue. 
L'inflammation  progressive  de  la  poudre  qui  entre  dans  la 
composition  d'une  fusée  fait  sortir  des  quantités  de  matière 
de  plus  en  plus  grandes,  par  un  orifice  pratiqué  à  sa  partie 
inftrieure  ;  le  corps  de  la  fusée  doit  donc  reculer,  c'est-à- 
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dire  se  mettre  en  mouvement  de  bas  en  haut.  L'âcUon  de  la 
pesanteur  vient,  il  est  vrai ,  modifier  le  résultat;  mais  elle 
ne  fait  que  diminuer  la  vitesse  de  la  fusée ,  en  faisant  équi- 
libre à  une  partie  de  la  force  verticale  qui  produit  son  aiou- 
vcment  de  recul  de  bas  en  liant. 

§  236.  Troisième  théorème  général  ,  #o  thé^réai^ 
éem  BiQBieBU  ëes  q«aMtltés  4e  MMiaveaiMit  par  m^* 
p«rt  à  MB  axe.  —  Reprenons  le  théorème  énoncé  à  la  fin 
du  §  114 ,  et  observons  que  :  l""  le  moment  de  la  projection 
d*une  quantité  de  mouvement  sur  un  plan  fixe ,  par  rapport 
à  un  point  0  de  ce  plan ,  peut  être  regardé  comme  étant  le 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  elle-même  par  rap- 
port à  la  droite  qui  se  projette  en  ce  point  0  (§  103)  ;  2*"  de 
même  le  moment  de  l'impulsion  élémentaire  de  la  projection 
d'une  force  sur  le  plan  fixe,  par  rapport  au  point  0,  peut  être 
regardé  comme  étant  le  q^oment  de  Timpulsion  élémentaire 
de  la  force  par  rapport  à  la  lAême  droite  qui  se  projette  en  0; 
3* enfin,  si  plusieurs  forces  sont  appliquées  à  un  même  point, 
le  moment  de  chaque  impulsion  élémentaire  de  la  résultante 
de  ces  forces,  par  rapport  à  un  axe  fixe,  est  égal  à  la  somme 
des  moments  des  impulsions  élémentaires  correspondantes 
des  forces  composantes,  par  rapport  au  même  axe  (§  103). 
D'après  cela,  le  théorème  dont  il  s'agit  peut  s'énoncer  autre- 
ment, de  la  manière  suivante  :  lorsqu'un  point  matériel  se 
meut  dans  l'espace  sous  l'action  de  diverses  forces,  l'accrois- 
sement total  qu'éprouve  le  moment  de  la  quantité  de  mou- 
vement du  point ,  par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque,  et 
pendant  un  temps  aussi  quelconque ,  est  égal  à  la  somme 
des  moments ,  par  rapport  à  cet  axe ,  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  auxquelles  il  est  soumis,  correspondant 
aux  divers  éléments  dont  ce  temps  se  compose. 

Concevons  maintenant  que  l'on  écrive  les  équations  ana- 
logues à  celle  qui  résulte  de  cet  énoncé,  pour  tous  les  points 
matériels  qui  font  partie  d'un  système  en  mouvemenl,  en 
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considérant  un  même  intervalle  de  temps  pour  tous  ces 
points  y  et  prenant  les  moments  des  quantités  de  mouve- 
ment et  des  impulsions  par  rapport  à  un  même  axe  fixe.  Si 
l'on  ajoute  entre  elles  toutes  les  équations  ainsi  obtenues, 
et  que  Ton  observe  que  les  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires des  forces  intérieures  se  déti*uiront  mutuellement 
dans  la  somme  ^  comme  étant  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires,  on  trouvera  une  équation  unique,  qui  peut  s'é- 
noncer -ainsi  : 

L'aecroUêement  total  de  la  tomme  de$  momente  dee 
q^i^mtitéê  de  motivement  du  eyttême  par  rapport  à  un 
ose  fixe  quelconque,  pendant  un  tempe  aueei  quelcon- 
que, cet  égal  à  la  eomme  des  moments,  par  rapport  à  cet 
axe,  de  toutee  les  impuhione  élémentairee  dee  fereee 
extérieures,  correspondant  aux  divers  élémente  dont 
ee  temps  se  compose. 

C'est  en  cela  que  consiste  notre  troisième  théorème  gé- 
néral. 

§  227.  Théorème  des  aires.  —  Supposons  que  les  for- 
ces extérieures,  appliquées  aux  diverses  parties  d'un  système 
matériel  en  mouvement,  satisfassent  à  cette  condition  que 
la  somme  de  leurs  moments ,  par  rapport  à  un  certain  axe 
fixe ,  soit  constamment  nulle.  La  somme  des  moments  des 
impulsions  élémentaires  de  ces  forces ,  correspondant  à  un 
élément  de  temps  quelconque  dt ,  par  rapport  à  l'axe  dont 
il  s'agit,  s'obtient  en  multipliant  par  dt  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  à  cet  axe ,  les  forces  étant 
prises  avec  les  grandeurs  et  les  dii^ections  qu'elles  ont  au 
commencement  du  temps  dt  ;  cette  somme  des  moments  des 
tmpalsioiis  élémentaires  des  forces  extérieures  est  donc 
nulle,  pour  chaque  élément  de  temps ,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse que  nous  faisons.  Il  en  résulte  que  l'accroissement 
total  de  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
du  système,  par  rapport  à  l'axe  fixe  que  Ton  conridère,  pen- 
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daDt  un  temps  quelconque,  est  égal  à  zéro;  ou,  en  d^auli'es 
termes,  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
du  système,  par  rapport  à  cet  axe,  conserve  constamment  la 
même  valeur. 

Ce  théorème ,  auquel  nous  venons  de  parvenir,  peut  être 
énoncé  autrement.  Imaginons ,  pour  cela ,  que  nous  proje- 
tions le  système  en  mouvement  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  fixe ,  et  soit  0  le  point  où  Taxe  lui-même  se  projette 
sur  ce  plan.  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement du  système ,  par  rapport  à  Taxe ,  n'est  autre  chose 
que  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  le  plan,  par  rapport  au  point  0  ;  on  peut  donc 
dire  que  cette  dernière  somme  conserve  constamment  la 
même  valeur.  Mais  si  v  est  la  vitesse  projetée  d'un  point 
matériel  de  masse  m,  et  s\p  est  la  distance  du  point  0  à  la 
direction  de  cette  vitesse ,  le  moment  mvp  de  la  quantité  de 
mouvement  projetée  de  ce  point  matériel  peut  s'écrire 

2 

mxivdt.pXj; 

le  théoi*ème  dont  nous  nous  occupons  consistant  en  ce  que 
la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  proje- 
tées Imvpj  est  toujours  égale  à  une  même  quantité  C,  on 
en  conclut 

lmxivdt.p=  —  ^ 
et,  par  suite,  en  intégrant  par  rapport  à  /, 

Il  résulte  de  cette  équation ,  et  de  la  signification  géomé- 
trique de  la  quantité  ivdt,p  (§  115),  que  le  théorème  dont 
il  [s'agit  peut  être  énoncé  en  disant  que  :  la  somme  des  pro- 
duits des  masses  des  différents  points  matériels  du  système, 
par  les  aires  que  décrivent,  pendant  un  temps  quelconque  /, 
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les  rayons  vecteurs  menés  du  point  0  aux  projections  de 
ces  points  matériels  y  est  proportionnelle  au  temps  t.  Cest 
en  cela  que  consiste  le  théorème  des  airee,  qui  a  lieu  pour 
la  projection  du  mouvement  d'un  système  matériel  quelcon- 
que sur  un  plan,  et  par  rapport  à  un  point  0  de  ce*plan, 
toutes  les  fois  que  la  somme  des  moments  des  forces  exté- 
rieures, par  rapport  à  Taxe  qui  se  projette  en  0,  est  égale  à 
zéro. 

L'énoncé  de  ce  théorème  des  aires  se  simplifierait,  si  les 
masses  des  divers  points  matériels  du  système  étaient  toutes 
égales  entre  elles.  On  pourrait,  en  effet,  supprimer  la  masse 
de  chaque  point ,  qui  serait  un  facteur  commun  à  tous  les 
termes  de  la  somme,  et  le  théorème  consisterait  en  ce  que  la 
somme  des  aires  décrites  ,  pendant  un  temps  quelconque  /, 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  0  aux  projections 
des  divei's  points  matériels,  serait  proportionnelle  au  temps  t. 
Pour  profiter  de  cette  simplification  de  l'énoncé,  dans  le  cas 

général  où  les  masses  m^m'^  m", ,  des  différents  points 

matériels  sont  inégales ,  on  conçoit  qu'on  prenne  une  petite 
masse  fx  qui  soit  contenue  un  nombre  exact  de  fois  dans 
chacune  des  masses  m,m',m'S  • . .  • ,  de  telle  sorte  qu'on  ait 


"     ^tt 


n ,  n\  n\  . . . . ,  étant  des  nombres  entiers.  Ensuite  on  ima- 
gine que  le  point  matériel  de  masse  m  soit  remplacé  par 
n  points  matériels  de  masse  jui,  coïncidant  constamment  les 
uns  avec  les  autres  ;  que  le  point  matériel  de  masse  vnl  soit 
remplacé  par  vi  points  matériels  de  masses  \i, ,  coïncidant 
également  ensemble ,  et  ainsi  de  suite  :  on  n'a  plus  dès  lors 
que  des  points  matériels  ayant  tous  une  même  masse  |ut,  et, 
par  conséquent,  on  peut  supprimer  cette  masse  commune 
de  l'énoncé,  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut. 

D'après  cela ,  le  théorème  des  aires  pourra  toujours  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  :  Si  la  êomme  de»  momenU 


&46  hVfMM  IV. — HTNAMIQUE.   TltOISlfcMK  PARTIS. 

des  fareês  extérieures  appliquées  à  un  système  snatériel 
en  mouvement,  -peur  rappert  à  tm  ose  /Um  quelconque, 
est  eonstamsnent  nulle ,  la  somme^  des  aires  décrites, 
pendant  un  temps  quelconque,,  par  les  rayons  i^eeteurs 
qui  joignent  le  pied  de  l'a»e  sur  un  plan  perpendieu- 
laire  à  sa  direction  aux  projections  des  divers  points 
matériels  du  système  sur  ce  plan,  est  proportionnelle 
au  temps  dont  il  s'agit.  C'est  habituellement  sous  cette 
forme  que  nous  considérerons  renoncé  du  théorème  des  ai- 
res; mais  nous  devrons  nous  rappeler  que,  en  réalité ,  au 
lieu  de  la  somme  d*aires  qui  y  entre,  il  faut  toujours  prendre 
la  somme  des  produits  des  aires  qui  correspondent  aux 
divers  points  matériels  du  système  par  les  masses  de  ces 
points  matériels. 

Pour  reconnaître  si  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  appliquées  à  un  système  matériel,  par  rapport  à 
un  certain  axe,  est  égale  à  zéro ,  il  suffit  d^opérer  sur  ces 
forces  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable,  et 
de  chercher  à  les  réduire  à  deux  forces ,  dont  Tune  ait  son 
point  d'application  sur  Taxe  même  :  le  moment  de  la  seconde 
de  ces  deux  forces,  par  rapport  à  Taxe,  est  égal  à  la  somme 
des  moments  des  forces  données,  par  rapport  au  même  axe, 
et,  par  conséquent,  pour  que  cette  somme  de  moments  soit 
nulle,  il  faut  que  la  seconde  force  dont  il  s'agit  rencontre 
l'axe,  ou  lui  soit  parallèle. 

§  228.  Considérons,  en  particulier,  le  cas  on  les  forces 
extérieures,  composées  entre  elles  comme  si  elles  agissaient 
sur  un  solide  invariable,  ont  une  résultante  unique  passant 
constamment  par  un  même  point  0  de  l'espace.  Si  l'on  fait 
passer  une  droite  quelconque  par  le  point  0,  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  cette  droite 
sera  nulle  ;  le  théorème  des  aires  sera  donc  applicable  à  la 
projection  du  mouvement  du  système  sur  un  plan  quelcon- 
que, mené  par  le  point  0 ,  en  prenant  ce  point  pour  origine 
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des  rayons  vecteurs  abontissant  aux  projections  des  divers 
points  du  système.  Cette  existence  du  théorème  des  aires , 
pour  tous  les  plans  qu'on  peut  (aire  passer  par  le  point  0 , 
peut  être  énoncée  d'une  manière  très-simple,  à  Taide  des 
considérations  suivantes. 

Un  système  quelconque  étant  en  mouvement ,  concevons 
que  nous  joignions  les  divers  points  qui  le  composent  à  un 
même  point  fixe  0  de  Tespace  par  des  lignes  droites,  et  que 
nous  déterminions  les  aires  élémentaires  décrites  simulta- 
nément par  ces  rayons  vecteui*s ,  dans  l'espace ,  pendant  un 
élément  quelconque  du  temps  ;  les  projections  de  ces  aires 
élémentaires  sur  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  0, 
seront  précisément  les  aires  décrites  dans  le  même  temps 
par  les  rayons  vecteurs  menés  du  point  0  aux  projections 
des  points  du  système  sur  ce  plan.  Cela  posé  7  rapportons  le 
système  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  ayant  le 
point  0  pour  origine,  et  projetons  sur  les  plans  coordonnés 
les  aires  élémentaires  décrites  dans  l'espace  par  les  rayons 
vecteurs  qui  joignent  le  point  0  aux  différents  points  du  sys- 
tème. Si  0),  co' ,  0)"  sont  les  trois  projections  d'une  de  ces  aires 
élémentaires,  la  projection  de  cette  même  aire  élémentaire 
sur  un  plan  P  faisant  des  angles  a^  S,  y  avec  les  plans  coor- 
donnés, aura,  comme  on  sait,  pour  valeur  : 

Cl)  008  a  +  w'  ces  6  -h  0)"  cos  y . 

La  somme  des  projectioiis  des  aires  élémentaires  correspon- 
dant à  tous  les  points  du  système ,  sur  ce  même  plan  P,  sera 
donc  égale  à 

S(û)Cosa-f-»'cos6-f-w"cosy) , 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

cosa.Sw.-hcosê.Sw'-l-cosy.  Xw". 

Soit  Q  une  aire  plane  dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
coordonnés  aient  pour  valeurs  2(i),  Sco',  £ût>"«  Si  nous 


^"^ 
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désignons  par  A,  B,  C  les  angles  que  le  plan  de  cette  aire 
fait  avec  ces  trois  plans  coordonnés,  nous  aurons 

2;ed  =  QcosÂ,      2!co'  =  ûco8B,      I1(ù"=ùcùsC, 

* 
et  par  suite  la  somme  des  projections  des  aires  élémentaires 

de  Tespace  sur  le  plan  P  sera  égale  i\ 

Û  (  €08  A  cosa + cosB  oosS +C06  Gcosy). 

La  quantité  entre  parenthèses  n'étant  autre  chose  que  le 
cosinus  de  Tangle  compris  entre  le  plan  P  et  le  plan  de  û, 
il  en  résulte  que  la  somme  des  projections  des  aires  élé- 
mentaires de  Tespace  sur  le  plan  P  est  égale  à  la  projection 
de  Taire  û  elle-même  sur  ce  plan  P.  On  voit ,  d'après  cela , 
comment  varie  la  somme  des  projections  des  aires  élémen- 
taires décrites  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  point 
fixe  0  aux  divers  points  du  système,  suivant  qu'on  projette 
ces  aires  sur  tel  ou  tel  plan  mené  par  le  point  0  :  la  somme 
des  aires  projetées  est  un  maximum  lorsqu'on  prend  le 
plan  de  û  pour  plan  de  projection  ;  elle  diminue  à  mesure 
que  l'angle  aigu  compris  entre  le  plan  de  projection  et  le 
plan  de  û  va  en  augmentant  ;  et  elle  est  nulle  lorsque  le  plan 
de  projection  est  perpendiculaire  au  plan  de  ù.  Ce  plan  do 
Taire  û  se  nomme,pour  cette  raison, p/an  du  maximum  den 
aire*.  Nous  allons  nous  sonir  de  la  notion  du  plan  du  mail- 
ttium  des  aires  pour  énoncer  autrement  le  résultat  auquel 
nous  sommes  parvenus  au  commencement  de  ce  paragraphe  ; 
mais  nous  ne  devrons  pas  oublier  que  ce  plan  existe  indé- 
pendamment du  théorème  des  aires  :  quel  que  soit  le  système 
en  mouvement  que  l'on  considère,  quel  que  soit  le  point  de 
l'espace  d'où  l'on  mène  des  rayons  vecteurs  aux  différents 
points  de  ce  système,  et  quel  que  soit  l'élément  de  temps 
pendant  lequel  on  considère  les  aires  décrites  dans  l'espace 
par  ces  rayons  vecteui*s,  il  y  a  toujours  un  plan  passant  par 
l'origine  des  rayons  vecteurs  qui  jouit  de  la  propriété  du 
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plan  du  maximum  des  aires.  Il  est  aisé  de  voir,  d'ailleurs , 
que  ce  plan  n*est  autre  chose  que  le  plan  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement,  par  rapport  au  point  d'où 
l'on  fait  partir  les  rayons  vecteurs,  les  qnantités  de  mouve- 
ment étant  traitées  comme  des  forces  qui  agiraient  sur  un 
solide  invariable  (§  161). 

Revenons  maintenant  à  la  question  qui  fait  l'objet  spécial 
de  ce  paragraphe.  Nous  avons  dit  que ,  dans  le  cas  où  les 
forces  extérieures  d'un  système  matériel ,  composées  entre 
elles  comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable ,  ont 
une  résultante  unique  passant  constamment  par  un  même 
point  0  de  l'espace,  le  théorème  des  aires  est  applicable  à  la 
projection  du  mouvement  du  système  sur  un  plan  quelcon- 
que mené  par  le  point  0 ,  en  prenant  ce  point  pour  origine 
des  rayons  vecteurs  aboutissant  aux  projections  des  divers 
points  du  système.  Il  s'ensuit  que,  si  l'on  considère  les  aires 
décrites  dans  l'espace  et  pendant  un  élément  quelconque  di 
du  temps ,  par  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  le  point  0 
aux  divers  points  matériels  de  même  masse  dont  on  conçoit 
que  le  système  soit  composé  (§  227),  et  que  l'on  projette  ces 
aires  élémentaires  sur  trois  plans  coordonnés  rectangulaires 
menés  par  le  point  0,  les  sommes 

des  projections  ainsi  obtenues,  sur  chacun  de  ces  trois  plans, 
conserveront  constamment  les  mêmes  valeurs  pendant  les 
divers  éléments  de  temps  égaux  à  dt  qui  se  succèdent  : 
donc  Taire  plane  Q.,  dont  les  projections  sur  les  trois  plans 
coordonnés  sont  respectivement  égales  à 

conservera  aussi  toujours  la  même  valeur,  et  les  angles  A, 

B,  C  que  le  plan  de  û  fait  avec  ces  plans  coordonnés  ne 

changeront  pas.  Un  peut  donc  dire  que ,  dans  l'hypotlièse 
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que  nous  adoptons ,  le  plan  du  maximum  des  aires  du  sys- 
tème, relatif  au  point  0,  conserve  une  direction  invariable 
dans  l'espace  ;  et  que,  en  outre,  la  somme  des  aires  décrites, 
en  projection  sur  ce  plan ,  par  les  rayons  vecteurs  qui  éma- 
nent du  point  0,  est  proportionnelle  au  temps  employé  à  les 
décrire. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pour  un  point  particulier  0  de 
l'espace ,  par  lequel  nous  avons  supposé  que  passait  cons- 
tamment la  résultante  des  forces  extérieures  composées 
comme  si  elles  agissaient  sur  un  solide  invariable,  pourra  se 
dire  pour  un  point  quelconque  de  Tespace,  lorsque  cette  ré- 
sultante des  forces  extérieures  sera  nulle,  c'est-à-dire  lors- 
que ces  forces  satisferont  aux  six  conditions  d'équilibre  des 
forces  appliquées  à  un  solide  invariable  (§  178). 

§  229.  Donnons  quelques  exemples  de  l'application  du 
théorème  des  aires. 

Si  nous  supposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (§  22S), 
qu'un  être  animé  soit  isolé  au  milieu  de  l'espace,  qu'aucune 
force  extérieure  ne  lui  soit  appliquée,  et  qu'il  soit  primitive- 
ment immobile,  non-seulement  cet  être  animé  ne  pourra  pas 
déplacer  son  centre  de  gravité,  mais  encore  il  ne  lui  sera 
pas  possible  de  se  donner  un  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point.  En  effet,  de  quelque  manière  qu'il  fasse  jouer 
ses  muscles,  il  ne  peut  développer  que  des  forces  intérieu- 
res ;  l'absence  de  toute  force  extérieure  entraine  donc  comme 
conséquence  que  la  somme  des  aires  décrites,  en  projection 
sur  un  plan  quelconque  passant  par  son  centre  de  gravité,  par 
les  rayons  vecteurs  émanés  ide  ce  point ,  conserve  constam- 
ment la  même  valeur  :  donc  cette  somme  d'aires  doit  rester 
constamment  nulle,  puisqu'elle  l'était  tout  d'abord  en  vertu 
de  l'hypothèse  que  nous  faisons  quel'élre  animé  dont  il  s'agit 
était  primitivement  immobile.  Ainsi,  lorsqu'il  fait  mouvoir 
certaines  parties  de  son  corps  de  telle  manière  que  la  somme 
des  aires  qui  leur  correspondent,  en  projection  sur  un  cer- 
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tain  plan ,  ait  uoe  valeur  positive,  il  y  a  nëcessairement 
d'autres  parties  du  corps  qui  se  meuvent  eu  même  temps 
dans  un  autre  sens,  de  manière  à  fournir  une  somme  d'aires 
négative  sur  le  même  plan,  afin  que  la  somme  totale  des 
aires  relative  à  toutes  les  parties  du  corps  soit  égale  à  zéro. 
S'il  s'agit  d'un  homme,  par  exemple,  et  qu'il  tourne  sa  tète 
à  droite ,  le  reste  de  son  corps  tournera  nécessairement  vers 
la  gauche  -,  s'il  porte  une  jambe  en  avant,  comme  pour  mar- 
cher, le  reste  de  son  corps  s'inclinera  en  sens  contraire, 
c'est-à-dire  que  la  tête  se  portera  également  en  avant  ec  le 
milieu  du  corps  en  arrière. 

Lorsqu'un  homme  est  debout  sur  le  sol,  et  que,  primiti- 
vement en  repos  dans  cette  position ,  il  commence  à  mar- 
cher devant  lui ,  il  fait  passer  son  centre  de  gravité  de  l'état 
de  repos  à  l'état  de  mouvement.  Cherchons  à  nous  rendre 
compte  de  ce  qui  se  passe  dans  ce  cas ,  où  le  résultat  paraît 
en  contradiction  avec  les  théorèmes  que  nous  avons  établis. 
Pendant  que  cet  homme  est  en  repos,  il  est  soumis  à  des 
forces  extérieures  qui  sont,  d'une  part ,  l'action  de  la  pesan- 
teur sur  les  diverses  molécules  de  son  corps,  d'une  autre 
part,  les  pressions  qu'il  éprouve  de  la  part  du  sol  aux  diffé- 
rents points  par  lesquels  il  le  touche  :  ces  forces  extérieures 
•se  font  équilibre.  Lorsque  l'homme  veut  commencer  à  mar^ 
cher,  et  qu'il  porte  une  jambe  en  avant,  il  ne  développe  en 
lui  que  des  forces  intérieures  qui  ne  peuvent  pas  déplacer 
son  centre  de  gravité.  Mais,  en  vertu  du  théorème  des 
aires,  et  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  il  n'y  a  qu'un 
instant,  en  même  temps  qu'il  avance  une  jambe ,  le  milieu 
du  corps  tend  à  reculer  avec  l'autre  jambe  $  cette  autre  jambe 
reculerait  en  effet ,  si  rien  ne  s'y  opposait ,  et  le  centre  de 
gravité  du  corps  tout  entier  n'avancerait  pas.  La  seconde 
jambe  ne  pouvant  reculer  ainsi  qu'en  glissant  sur  la  surface 
du  sol ,  cette  tendance  au  glissement  développe  un  frotte- 
ment qui  s'y  oppose,  ou  au  moins  jusqu'à  une  certaine  limite  : 
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c'est  ce  frottement  que  le  sol  exerce  sous  la  partie  inférieure 
de  la  seconde  jambe ,  qui  détermine  le  mouvement  du  cen- 
tre de  gravite  du  corps.  Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'on  est 
sur  un  sol  glissant,  c'est-à-dire  sur  un  sol  pour  lequel  le 
coefficient  de  frottement  est  faible,  et  qu'on  porte  une  jambe 
en  avant  pour  commencer  à  marcher,  l'autre  jambe  glisse 
en  arrière,  en  sorte  qu'on  court  le  risque  de  tomber  si  l'on 
n'y  prend  garde.  C'est  ce  qu'on  observe  surtout  lorsqu'on  est 
sur  la  glace,  et  qu'on  a  les  pieds  munis  de  patins.  Cet  effet 
bien  connu  s'accorde  avec  l'explication  que  nous  venons  de 
donner  relativement  à  ce  qui  se  passe  lorsqu*un  homme 
commence  à  se  mettre  en  marche. 

De  même,  lorsqu'un  danseur,  s'appuyant  sur  le  sol  par  la 
pointe  d'un  seul  pied,  veut  se  donner  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  la  .verticale  passant  par  son  centre  de 
gravité,  il  ne  peut  pas  produire  ce  mouvement  par  la  seule 
action  de  ses  forces  musculaires;  parce  que  ces  forces  éuuii 
intérieures ,  ne  peuvent  pas  faire  que  la  somme  des  aires 
décrites  autour  du  centre  de  gravité ,  en  projection  sur  un 
plan  horizontal ,  passe  d'une  valeur  nulle  à  une  valeur  dif- 
férente de  zéro.  Mais  si  le  danseur  veut  pirouetter  vers  la 
gauche,  il  donne  à  son  corps  un  mouvement  de  torsion,  en 
vertu  duquel  la  partie  supérieure  tourne  vei*s  la  gauche, 
tandis  que  la  partie  inférieure  tend  à  tourner  vers  la  droite  ; 
ce  dernier  mouvement  ne  pouvant  se  faire  que  par  un  glis- 
sement des  diverses  parties  du  pied  sur  le  sol, il  en  résulte  le 
développement  d'une  résistance  au  glissement  en  chacun  des 
points  de  contact  du  pied  avec  le  sol,  et  ces  résistances  sont 
des  forces  extérieures,  pour  lesquelles  la  somme  des  moments 
par  rapporta  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  n'est 
pas  nulle  :  de  sorte  que ,  par  suite  de  l'action  de  ces  forces 
extérieures,  le  corps  du  danseur  peut  prendre  un  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  la  verticale.  Lorsqu'il  a  tourné 
un  peu  de  cette  manière,  sans  que  son  pied  cesse  de  toucher 
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le  sol ,  il  le  soulève  brusquement  pour  faire  disparaître  la 
torsion  qui  en  est  résultée  pour  son  corps  ;  et  en  répétant 
plusieurs  fois  de  suite  la  même  manœuvre,  il  parvient  ù  se 
donner  un  mouvement  de  rotation  assez  rapide.  SI  le  dan- 
seur était  sur  un  sol  très-glissant,  ou  bien  s'il  ne  s'appuyait 
sur  le  sol  que  par  un  seul  point,  il  lui  serait  impossible  de 
tourner  sur  lui-même,  comme  nous  venons  de  le  dire. 

§  230.  Quatrième  théorème  général,  on  théorème 
des  force»  vlven. —  Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  116 
que  Taccroissement  de  la  force  vive  d'un  point  matériel ,  en 
mouvement  sous  l'action  d'une  force  F,  pendant  un  inter- 
valle de  temps  quelconque,  est  égal  au  double  du  travail  de 
la  force  F  pendant  ce  temps.  Si ,  au  lieu  d'une  seule  force  \ 
il  y  en  a  plusieurs  qui  agissent  sur  le  point  mobile,  on  peut 
dire  que  l'accroissement  de  la  force  vive  de  ce  point  est  égal 
au  double  de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui 
lui  sont  appliquées;  puisque  la  somme  des  travaux  de  ces 
forces  est  égale  au  travail  de  leur  résultante  (§  118).  Con- 
cevons que  l'on  écrive  l'équation  que  fournit  cet  énoncé , 
pour  chacun  des  points  matériels  dont  se  compose  un  sys- 
tème en  mouvement,  en  considérant  un  même  intervalle  de 
temps  pour  tous  ces  points  mobiles  ;  et  qu'ensuite  on  ajoute 
membre  à  membre  toutes  les  équations  ainsi  obtenues  :  l'é- 
qaation  unique  que  l'on  trouvera  de  cette  manière  pourra 
s'énoncer  en  disant  que  l'accroissement  total  de  La  somme 
des  forces  vives  des  divers  points  du  système  matériel,  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  quelconque,  est  égal  au  double 
de  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  appliquées  à 
ces  différents  points,  pendant  le  même  temps. 

On  désigne  simplement  sous  le  nom  de  force  vive  d'un  ' 
système  matériel  en  mouvement,  la  somme  des  forces. vives 
des  divers  points  dont  ce  système  est  formé.  D'après  cela , 
on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  le  théorème  auquel 
on  vient  de  parvenir  : 
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L'accroissement  total  de  la  force  vive  d'un  système 
matériel  en  m>ouvement,  pendant  un  interva^lle  de  temps 
quelconque,  est  égal  au  double  de  la  somme  des  travaux 
de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points  de 
ce  système,  pendant  le  même  temps. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  général  des  forces 
YiYes. 

Il  est  très-important  d'obserYer  ici  qne,  contrairement  à 
ce  qui  a  lieu  pour  les  trois  premiers  théorèmes  généraux , 
les  forces  intérieures  du  système  ne  disparaissent  pas  d'elles- 
mêmes  dans  renoncé  du  théorème  général  des  forces  YÎYes. 
Nous  savons  en  eifet  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
tailles  des  deux  forces  égales  et  contraires  qui  se  dévelop- 
pent entre  deux  points  matériels ,  n'est  égale  à  zéro  qu'au- 
tant que  la  distance  de  ces  deux  points  ne  varie  pas  pendant 
l'élément  de  temps  auquel  ces  travaux  se  rapportent  (§  175)  ; 
la  somme  des  travaux  des  diverses  forces  intérieures  d'un 
système  matériel  en  mouvement,  pendant  un  temps  quel- 
conque ,  est  donc  généralement  différente  de  zéro ,  et  doit 
par  conséquent  être  prise  en  considéi'ation,  tout  aussi  bien 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures ,  pour  dé- 
terminer Taccroissement  de  force  vive  du  système  pendant 
ce  temps ,  à  l'aide  du  théorème  général  dont  nous  nous  oc- 
cupons. 

S  981.  L'équation  fournie  par  le  théorème  géliéral  des 
forces  vives  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  (§  119)^ 

Imv^  —  Imv^^z^^  1  f  (Xdx-^Ydy  -^Zdz), 

eu  désignant  par  X,  Y,  Z  les  projections  d'une  quelconque 
des  forces  extérieures  ou  intérieures  du  système  matériel  sur 
trois  axes  ft>ordonnés  rectangulaires,  par  x,  y,  t  les  coor- 
donnés du  point  d'application  de  cette  force,  par  m  la  masse 
d'un  quelconque  des  points  matériels  du  système,  et  par  v«,  v 
les  vitesses  de  ce  point  au  commencemcntet  àla  fin  du  temps 
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auqnel  se  rapporte  Tintégrale  du  second  membre  ;  quant  aux 
signes  2 ,  celui  du  second  membre  indique  une  somme  qui 
s'étend  à  toutes  les  forces  extérieures  ou  intérieures  qui  * 
agissent  sur  les  diverses  parties  du  système,  et  ceux  du  pre- 
mier membre  indiquent  des  somtiies  qui  s'étendent  à  tous  les 
points  matériels  dont  le  système  est  formé. 

Supposons  que  les  composantes  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',.  *  des 
diverses  forces  appliquées  au  système,  soient  des  fonctions  . 
connues  des  coordonnées  or^  y^  ^j^',  y',  z',,,,  de  leurs  points 
d'application,  et  que  la  quantité 

IQLdx+Ydy+Zdz) 

soit  la  différentielle  d'une  certaine  fonction 

L'équation  des  forces  vives  deviendra 

2mv^—lmvo'^=2[f{x,y,z,x',.,.)—f{Xo,yo,Zosx'^...)]. 

Il  en  résulte  que  la  force  vive  Imv^  dn  système  reprend  la 
même  valeur,  toutes  les  fois  que  la  fonction 

f(x,y,z,x',y',z\,.,) 

redevient  égale  à  une  même  constante.  Cette  circonstance 
se  présente  lorsque  les  points  matériels  du  système  sont 
attirés  ou  repoussés  par  des  points  fixes,  ou  bien  s'attirent 
ou  se  repoussent  mutuellement,  chaque  force  d'attraction  ou 
de  répulsion  étant  uniquement  fonction  de  la  distance  au 
point  fixe  ou  au  point  matériel  mobile  dont  elle  émane.  En 
effet,  dans  le  cas  où  X,  Y,  Z  sont  les  composantes  d'une  force 
F  dirigée  vers  un  point  fixe,  et  dépendant  uniquement  de  la 
distance  r  du  point  matériel  sur  lequel  elle  agit  à  ce  point 
fixe ,  on  a 

Xrfa?+Yrfy-|-Zrfx=Frfr, 

et  cette  quantité  Tdr  est  bieh  la  différentielle  d^uné  foncti&h 
des  coordofiùées  x,  y,  z  du  point  souAiis  à  l'action  dé  la 
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« 

force  F  (^  120^  ;  et,  en  second  lieu,  dans  le  cas  oii  X,  Y,  Z, 
X',  Y',  Tl  sont  les  composantes  de  deux  forces  F  égales  et 
contraires,  qni  se  développent  entre  deux  des  points  maté- 
riels du  système,  et  dont  llntensité  ne  dépend  que  de  la  dis- 
tance r  de  ces  deux  points,  la  somme 

Xrfx+Yrfy  +  Zrfz+X'rfx+rrfy-hZ'rfz', 

qui  est  aussi  égale  à  Frfr  (§  175),  est  de  même  la  différen- 
tielle d'une  fonction  de  x,  y,  z,  x\  y,  2\  puisque  Ton  a 

de  sorte  que,  toutes  les  forces  appliquées  an  système  ren- 
trant dans  Tun  ou  dans  Tautre  de  ces  deux  cas,  la  somme 

IpLdx-^Y  dy  +  Zdz), 

qui  &*étend  à  tout  l'ensemble  de  ces  forces ,  est  aussi  la  dif* 
férentielle  d'une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  2,  x',  y', 
;'«...  de  leurs  points  d'application.  On  en  trouve  un  exem- 
ple dans  notre  système  planétaire,  dont  les  diverses  parties 
ne  sont  soumises  qu'à  leurs  actions  mutuelles. 

§  232.  RenarqHes  fiiir  leH  Ihéorèines  séBéraax  qal 
préeèdeal.  —  Les  quatre  tliéorèmes  généraux  que  nous 
venons  d'établir  ne  sont  pas  de  même  nature.  Le  premier, 
au  lieu  de  se  rapporter  comme  les  trots  autres  au  mouve- 
ment de  l'ensemble  des  parties  dont  se  compose  le  système 
matériel  considéré,  se  rapporte  uniquement  au  point  idéal 
auquel  nous  attribuons  le  nom  de  centre  de  gravité  du  sys- 
tème ;  il  a  pour  objet  spécial  de  nous  donner  une  notion 
nette  et  simple  de  la  manière  dont  le  système  tout  entier  se 
déplace  dans  l'espace,  eu  nous  mettant  à  même  d'étudier  le 
mouvement  de  son  centre  de  gravité,  tout  aussi  facilement 
que  s'il  s'agissait  du  mouvement  d'un  point  matériel. 

Quant  aux  trois  autres  théorèmes  généraux ,  leur  objet 
est  tout  différent  :  ils  sont  destinés  à  fournir  des  relations 
entre  les  forces  appliquées  au  système  matériel  et  les  effets 
produits  par  ces  forces  sur  les  différentes  parties  dont  le  sys- 
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tème  se  compose,  relations  qui  doivent  servir  à  déterminer 
les  valeurs  de  quelques-unes  des  quantités  qu'elles  renfer- 
ment, en  fonction  des  autres  quantités  supposées  connues.  Si 
l'on  se  reporte  aux  énoncés  de  ces  trois  théorèmes,  on  verini 
que  le  dernier  d'entre  eux,  le  théorème  général  des  forces 
vives,  ne  peut  fournir  qu'une  seule  relation  ;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  des  deux  précédents,  dont  chacun  peut  four- 
nir une  infinité  d'équations  différentes,  en  raison  de  ce  que 
l'axe  fixe  sur  lequel  on  projette  les  quantités  de  mouve- 
ment et  les  impulsions,  ou  bien  par  rapport  auquel  on  prend 
leurs  moments,  peut  avoir  une  infinité  de  positions  difie- 
rentes  dans  l'espace.  Il  est  aisé  de  voir  cependant  que, 
parmi  toutes  ces  équations  qui  résultent  du  deuxième  et  du 
troisième  de  nos  théorèmes  généraux,  il  ne  peut  y  en  avoir 
que  six  qui  soient  distinctes  les  unes  des  autres. 

En  efiet,  les  équations  fournies  par  le  deuxième  théorème 
général,  loi*squ'on  l'applique  aux  projections  du  mouvement 
sur  divers  axes ,  sont  exactement  les  mêmes  que  celles  qui 
exprimeraient  que  la  somme  des  projections  d'un  certain 
système  de  forces  sur  chacun  de  ces  axes  est  égale  à  zéro. 
D'un  autre  côté,  les  équations  fournies  par  le  troisième 
théorème  général  sont  aussi  les  mêmes  que  celles  que  l'on 
obtiendrait  en  prenant  les  moments  de  ces  forces  par  rap- 

^  B  port  à  divers  axes,  et  ex- 
primant que,  pour  chacun 
de  ces  axes,  la  somme  des 
monients  ainsi  obtenus  est 
égale  à  zéro.  (Pour  trouver 
le  système  de  forces  dont 
il  est  question  ici ,  consi- 
dérons la  trajectoire  AB, 
fig,  112,  d'un  point  de 
masse  m  appartenant  au  système  matériel  dont  nous  étudions 
le  mouvement.  Soient  MJN  la  portion  de  cette  trajectoire  que 


Fjg.  112. 
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le  point  parcourt  pendant  un  temps  quelconque  t;  MP  la 
direction  d'une  force  quelconque  F  appliquée  à  ce  point, 
lorsqu'il  est  en  M  ;  M' F,  M"P",..-  les  directions  que  prend 
successivement  cette  force  lorsque  le  mobile  se  trouve  en 
M',  M",.-?  au  bout  des  temps  «{/^  2dt,..,  ;  F,  F',...  les  va- 
leurs que  prend  en  même  temps  la  force  F  ;  MR  la  direc- 
tion de  la  vitesse  Vo  dont  le  mobile  est  animé  en  M  ;  et  NS 
une  direction  contraire  à  celle  de  la  vitesse  v  dont  il  est 
animé  en  N.  Concevons  qu'on  applique  au  point  M  de  l'es- 
pace une  force  mvo  dirigée  suivant  MR,  au  point  N  une 
force  mv  dirigée  suivant  NS,  aux  points  M,  M',  M",.--  des 
forces  fdi,  Tdt,  Y"dty.,.  dirigées  respectivement  suivant 
MP,  M'P',  M"P'V->  et  qu'on  fasse  la  même  chose  pour 
tous  les  points  matériels  du  système  que  l'on  considère, 
ainsi  que  pour  les  diverses  forces  telles  que  F,  qui  agissent 
sur  ces  diflërents  points,  on  aura  ainsi  un  ensemble  de  forces 
qui  est  précisément  celui  dont  on  parle.)  Mais  on  sait  qtte 
toutes  les  équations  obtenues  de  ces  deux  manières  sont 
précisément  celles  qui  exprimeraient  l'équilibre  des  forces 
dont  11  s'agit,  en  supposant  qu'elles  soient  appliquées  à  uu 
solide  invariable  ;  on  sait  en  outre  que  ces  équations  d'équi- 
libre, en  nombre  infini,  peuvent  toutes  se  déduire  algébri- 
quement de  six  d'entre  elles,  par  exemple  des  six  équations 
qui  se  rapportent  aux  projections  des  diverses  forces  sur 
trois  axes  rectangulaires,  et  aux  moments  des  forces  par 
rapport  à  ces  axes  (§  178)  :  donc  aussi  toutes  les  équations 
que  fournissent  le  deuxième  et  le  ttoisième  de  nos  théorèmes 
généraux  peuvent  se  déduire  de  six  d'entre  elles,  qui  seront 
par  exemple  celles  que  le  deuxième  théorème  général  don- 
nera pour  les  projections  des  quantités  de  mouvement  et  des 
impulsions  sur  trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  et 
celles  que  le  troisième  théorème  général  donnera  pour  les 
moihents  des  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions  par 
rapport  aux  mêmes  axes. 
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On  voit  par  là  que  le  deuxième ,  le  troisième  et  le  qua- 
trième des  théorèmes  généraux  que  nous  avons  établis  pré- 
cédemment ne  peuvent  pas  fournir  plus  de  sept  équations 
distinctes,  dont  six  pour  le  deuxième  et  le  troisième  pris 
ensemble,  et  une  pour  le  quatrième. 

§  933.  K^teanloB  des  Ihéorèmes  généraux  sur  le 
■i«HveineMt  den  flystèBies  natérlels,  au  eas  des  noa- 
Teneats  relatifs.  —  Les  quatre  théorèmes  généraux  que 
nous  venons  de  démontrer,  et  toutes  les  conséquences  que 
nous  en  avons  déduites,  peuvent  s'appliquer  au  mouvement 
d*un  système  matériel  par  rapport  à  des  axes  coordonnés 
mobiles,  à  la  condition  de  joindre  aux  forces  réelles  les 
forces  apparentes  qui  permettent  de  traiter  le  mouvement 
relatif  de  chacun  des  points  du  système  comme  un  mouve- 
ment absolu  (§  139).  Ces  forces  apparentes  sont,  comme  on 
sait,  au  nombre  de  deux  pour  chaque  point  :  Tune  est  la  force 
d'inertie  correspondant  au  mouvement  d*entratnement,  l'au- 
tre est  la  force  centrifuge  composée. 

La  seule  observation  que  nous  ayons  à  faire  à  cette  occa- 
sion, d'une  manière  générale,  c'est  que,  dans  l'application 
du  théorème  des  forces  vives  an  mouvement  relatif  d'un  sys- 
tème matériel,  les  forces  centrifuges  composées  disparais- 
sent d'elles-mêmes  :  chacune  d'elles  étant  dirigée  perpendi- 
culairement à  la  vitesse  relative  tlu  point  auquel  elle  est 
appliquée,  son  travail  dans  le  mouvement  relatif  est  nul. 

Dans  le  cas  où  les  axes  mobiles,  auxquels  on  rapporte  le 
mouvement  du  système  hnatériel,  se  meuvent  parallèlement 
à  eux-mêmes ,  les  forces  centrifuges  composées  sont  toutes 
nulles  ;  les  forces  apparentes  se  réduisent  donc  aux  forces 
d'inertie  correspondant  au  mouvement  d'entraînement.  Si , 
en  outre ,  le  mouvement  de  translation  des  axes  est  recti- 
ligne  et  uniforme ,  les  forces  d'inertie  dont  il  vient  d'être 
question  sont  également  nulles  ;  les  théorèmes  généraux 
s'appliquent  donc  au  mouvement  relatif,  dans  ce  cas,  exac- 
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tenient  de  la  même  manière  qu^îls  s'appliquent  au  inouv<^ 
ment  absolu,  sans  qu'on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force 
apparente  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  sys- 
tème. 

§  23/i.  Monvemenl  d'an  système  matériel  par  ra|i- 
port  a  des  axes  de  direction  constante  passant  par  son 
centre  de  gravité.  —  Considérons  en  particulier  le  cas  où 
Ton  rapporte  les  mouvements  des  diverses  parties  d'un  sys- 
tème matériel  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par 
le  centre  de  gravité  de  ce  système  ;  et  vpyons  comment  les 
quatre  théorèmes  généraux  s'appliquent  à  ce  mouvement 
relatif.  Puisque  les  axes  mobiles  ne  sont  animés  que  d'un 
mouvement  de  translation,  nous  n'aurons  pas  à  nous  préoc- 
cuper des  forces  centrifuges  composées,  qui  sont  toutes 
nulles.  Quant  aux  forces  d'inertie ,  elles  sont  évidemment 
toutes  parallèles  et  de  sens  contraire  à  l'accélération  totale 
du  centre  de  gravité  du  système  dans  son  mouvement  absolu  ; 
et  la  grandeur  de  chacune  d'elli  s  s'obtient  en  multipliant  la 
masse  du  point  matériel  auquel  on  la  suppose  appliquée, 
par  cette  accélération  totale  diï  centre  de  gravité. 

Le  premier  théorème  général  ne  peut  rien  nous  donner 
ici,  puisque  ce  théorème  a  pour  objet  de  faire  connaître  le 
mouvement  du  centre  de  gravité  du  système  matériel  que 
l'on  considère,  et  que  nous  savons  à  priori  que  le  centre  de 
gravité  de  notre  système  reste  immobile  à  l'origine  des 
coordonnées ,  dans  le  mouvement  relatif  dont  nous  nous 
occupons. 

Pour  appliquer  le  deuxième  théorème  général,  il  faut  que 
nous  déterminions  la  valeur  de  la  somme  des  impulsions  des 
forces  extérieures  projetées  sur  un  axe  quelconque,  en  com- 
prenant les  forces  d'inertie  parmi  ces  forces  extérieures. 

Soit  1  j  Ydt  la  somme  des  impulsions  des  forces  exté- 
rieures réellement  appliquées  au  système,  en  projection  sur 
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Taxe  dont  il  s'agit.  Si  l'on  désigne  par  M  la  masse  totale  du 
système,  et  par  u  la  vitesse  absolue  de  son  centre  de  gra- 
vité, en  projection  sur  le  même  a\e,  on  aura  évidemment 

du 

pour  la  somme  des  forces  d'inertie  de$  divers  points  du  sys- 
tème projetées  sur  cet  a\e;  la  somme  des  impulsions  de  ces 
forces  d'inertie  projetées,  pendaut  le  temps  /,  a  donc  pour 
valeur 

;•'     du 
—      M 


c'est-à-dire  que  cette  somme  est  égale  à 

en  désignant  par  Uo  la  valeur  de  u  au  commencement  du 
temps  /.  Ainsi,  la  somme  des  impulsions  de  toutes  les  forces 
extérieures  que  nous  devons  considérer  ici,  en  projection 
sur  l'axe  dont  il  s'agit,  est  égale  à 


;  r  ¥dt—Mu 


-t-  l\l  Uo . 


Mais  nous  savons,  d'après  le  premier  théorème  général  ap- 
pliqué au  mouvement  absolu  du  système,  que  le  centre  de 
gravité  se  ment  comme  un  point  matériel  de  masse  M  sou- 
mis aux  actions  de  forces  égales  et  parallèles  aux  forces 
extérieures  du  système  ;  de  sorte  que ,  si  l'on  applique  le 
deuxième  théorème  général  au  mouvement  de  ce  point  ma- 
tériel unique,  on  aura,  en  projection  sur  le  même  axe  que 
précédemment , 


Wm  — MMo  =  ^r  Frfr. 


Il  résulte  de  la  que  la  somme  d'impulsions  que  nous  venons 
de  trouver  est  nulle  ;  et  que  par  conséquent,  dans  le  mou- 
vement relatif  dont  nous  nous  occupons,  l'accroissement  to- 
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Ul  de  la  somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur 
un  axe  quelconque  est  égal  à  zéro ,  c'est-à-dire  que  cette 
somme  des  quantités  de .  mouvement  projetées  consene 
constamment  la  même  valeur.  Il  est  aise  de  vérifier  directe- 
ment cette  conséquence  du  deuxième  théorème  général  j  en 
observant  que,  si  x  est  l'une  des  coordonnées  d'un  quelcon- 
que des  points  matériels  du  système  par  rapport  aux  axes 
mobiles  menés  par  le  centre  de  gravité,  et  si  m  est  la  masse 
de  ce  point  matériel,  on  a  constamment 

2ma?=o; 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

„     dx 

Ainsi,  non-seulemeiît  la  somme  des  quantités  de  mouvement 
projetées  sur  un  axe  quelconque  pris  pour  axe  de  x  est 
constante,  comme  l'indique  le  deuxième  théorème  général,, 
mais  encore  cette  somme  est  nulle. 

Le  troisième  théorème  général,  appliqué  au  mouvement 
relatif  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe,  ne  donne  lieu  à  au- 
cune remarque  particulière,  quand  l'axe  par  rapport  auquel 
on  prend  les  moments  des  quantités  de  mouvement  et  des 
impulsions  ne  passe  pas  par  l'origine  des  axes  mobiles,  c'est- 
à-dire  par  le  centre  de  gravité  du  système  matériel  considéré. 
Mais  lorsque  cet  axe,  auquel  se  rapportent  les  moments, 
passe  par  le  centre  de  gravité,  l'application  du  troisième 
t^iéorème  général  se  simplifie.  En  effet ,  les  forces  d'inertie 
des  divers  points  matériels  qui  composent  le  système,  sont 
parallèles  entre  elles  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces 
points  ;  ces  forces  d'inertie,  composées  comme  si  elles  agis* 
saient  sur  un  solide  invariable,  ont  donc  une  résultante  qui 
passe  par  le  centre  de  gravite  j  et  par  conséquent  la  somme 
des  moments  des  impulsions  de  ces  forces^  par  rapport  à  un 
axe  quelconque  mené  par  le  centre  de  gravité,  est  nulle 
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d'elle-même  :  donc  le  troisième  théorème  général  s'applique 
dans  ce  cas,  sans  qu'on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force 
apparente,  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  système. 
On  en  conclut  que,  dans  le  cas  particulier  où  les  forces 
extérieures  réelles,  composées  comme  si  elles  agissaient  sur 
un  solide  invariable ,  ont  une  résultante  nulle  ou  passant 
constamment  par  le  centre  de  gravité,  le  théorème  des  aires 
(S  228)  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif  dont  nous  nous  oc- 
cupons, pour  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  quel- 
conque, en  prenant  ce  point  pour  origine  des  rayons  vec- 
teurs menés  aux  divers  points  matériels  du  système  :  dans 
ce  cas,  le  plan  du  maximum  des  aires  conserve  une  direc- 
tion constante  dans  l'espace,  et  la  somme  des  aires  projetées 
sur  ce  plan,  à  partir  d'une  époque  fixe  quelconque,  aug- 
mente proportionnellement  au  temps.  C'est  en  appliquant 
ce  qui  précède  au  mouvement  de  notre  système  planétaire, 
que  Laplace  a  été  conduit  à  considérer  le  plan  du  maximum 
des  aires  correspondant  au  centre  de  gravité ,  dans  le  mou- 
vement de  ce  système  par  rapport  à  des  axes  de  direction 
constante  menés  par  ce  point,  plan  auquel  il  a  donné  le  nom 
de  plan  invariable  et  qu'il  a  proposé  de  prendre  pour  plan 
fixe  dans  Tétnde  du  mouvement  des  divers  astres. 

Pour  appliquer  le  quatrième  théorème  général  au  mou- 
vement d'un  système  matériel ,  par  rapport  à  des  axes  de 
direction  constante ,  menés  par  son  centre  de  gravité,  il  faut 
déterminer  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu'extérieures,  qui  agissent  sur  les  diverses  par- 
ties du  système,  y  compris  les  forces  d'inertie ,  qu'on  doit 
joindre  aux  forces  réelles ,  pour  que  le  mouvement  relatif 
puisse  être  traité  comme  un  mouvement  absolu.  Mais  si  l'on 
observe  que  ces  forces  d'inertie  sont  parallèles  entre  elles  et 
proportionnelles  aux  masses  des  divei*s  points  auxquels  elles 
correspondent ,  on  verra  qu'on  peut  étendre  à  ces  forces  ce 
qui  a  été  dit  précédemment  (§  173)  pour  le  travail  de  la 
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pesanteur  sur  les  diverses  parties  d'un  système  matériel  eu 
mouvement  ;  la  somme  des» travaux  des  forces  d'inertie  dont 
il  s'agit  peut  donc  être  remplacée  par  le  travail  d'une  force 
unique  égale  à  leur  somme  appliquée  au  centre  de  gravité 
du  système  ;  et,  par  conséquent,  cette  somme  de  travaux  est 
nulle  dans  le  mouvement  relatif  que  nous  considérons, 
puisque  le  déplacement  du  centre  de  gravité ,  par  rapport 
aux  axes  mobiles,  est  constamment  nul.  Il  résulte  de  là  que 
le  théorème  général  des  forces  vives  s'applique  au  mouve- 
ment d'un  système  matériel ,  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
i*ection  constance  menés  par  son  centre  de  gravité ,  sans 
qu'on  ait  besoin  de  joindre  aucune  force  apparente  aux  for- 
ces qui  agissent  réellement  sur  le  système. 

§  235.  Il  arrive  fréquemment  que  Ton  décompose  le  mou- 
vement d'un  système  matériel  en  deux  mouvements  compo- 
sants ,  dont  l'un  est  le  mouvement  du  système  par  rapport 
à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  son  centre  de 
gravité ,  et  l'autre  est  le  mouvement  de  ces  axes  eux-mêmes. 
Nous  allons  voir  comment  on  peut,  dans  ce  cas,  évaluer  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  sys- 
tème, par  rapport  à  un  axe,  ainsi  que  sa  force  vive,  dans  le 
mouvement  absolu. 

Soient  m  la  masse  d'un  point  quelconque  du  système,  et 
jPy  y  y  z  ses  coordonnées  rapportées  ù  trois  axes  rectangu- 
laires fixes  dans  l'espace.  Les  projections  de  la  quantité  de 
mouvement  de  ce  point  matériel  sur  les  trois  axes  coordon- 
nés ont  pour  valeurs 

dx  dy  dz 

•"À'   '"â*   '"â- 

Si  l'on  observe  que  les  moments  des  quantités  de  mouve«- 
ment  s'évaluent  de  la  môme  manière  que  les  moments  des 
forces,  on  verra  (§  177)  que  le  moment  de  la  quantité  de 
mouvement  du  point  dont  il  s'agit,  par  rapport  à  Taxe  des  r, 
a  pour  valeur 
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/    dy         dx\ 

eu  sorte  que  la  somnie  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement des  diverses  paities  du  système  matériel ,  par  rap- 
port à  cet  axe,  est  exprimée  par 

Désignons  par  ^  ^  r^ ,  Ç  les  coordonnées  du  'point  quel- 
conque que  nous  avons  considéré  tout  d'abord,  par  rapport 
à  des  axes  menés  par  le  centre  de  gravité  dn  système  paral- 
lèlement aux  axes  fixes  ;  et  par  jpi  ,  y  i ,  zi ,  les  coordonnées  de 
ce  centre  de  gravité  rapportées  aux  axes  fixes  :  nous  aurons 

Ea  vertu  de  ces  relaOons ,  l'expression  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  du  système,  par 
rapport  à  l'axe  fixe  des  z ,  pourra  être  mise  sous  la  forme 

dvi  dxt  dfï         d^ 

J         rfyi  dxt    .ydri  dl 

««  .    .  .  »  dxi    dyi  •  , 

Mais  les  quantités  Xt,  ^i,  -^  ,  -4- y  ne  variant  pas  quand 

on  passe  d'un  point  à  un  autre  du  système  matériel ,  peuvent 
être  mises  en  dehors  du  signe  2  ;  d'ailleurs,  d'après  les  pro- 
priétés du  centre  de  gravité  qui  reste  constamment  à  l'ori- 
gine des  axes  des  ^,  n^  (^  on  a  (§  16a) 

2m(=o,      2myî=o. 

et  par  suite 

^     du  «     cfc)      ^ 

2m  -7  =  0,      2  m  —  =  0. 
dt  dt 

Il  s'ensuit  que ,  si  l'on  désigne  par  M  la  masse  totale  du 

système  matériel ,  l'expression  précédente  se  réduit  à 

30 


A66  LITBE  lY. — DTTfAHTOlJE.    TROISIÈME   PARTIE. 

Oo  voit  par  là  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  du  système ,  par  rapport  à  un  axe  fixe  quel- 
conque (qu'on  peut  toujours  prendre  pour  axe  des  z)^  se 
compose  de  deux  parties ,  dont  i*une  est  ce  que  deviendrait 
cette  somme  si  tonte  la  masse  du  système  était  concentrée 
en  son  cen^e  de  gravité ,  et  l'autre  est  une  somme  de  mo- 
ments analogue,  prise  dans  le  mouvement  relatif  du  sjrstème 
rapporté  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  son 
centre  de  gravité ,  et  par  rapport  h  un  axe  parallèle  à  Taxe 
fixe  passant  par  ce  point. 

En  adoptant  les  mêmes  notations,  on  aura,  pour  repré- 
senter la  force  vive  du  système  matériel,  Texpression 


Im 


[(ê)'-(t)' -(!)■]• 


En  vertu  des  relations  écrites  précédemment  entre  le&  coor- 
données Xjy^z  d'un  point  quelconque  rapportées  aux  axes 
fixes,  les  coordonnées  (,  %j%  du  même  point  rapportées  aux 
axes  mobiles ,  et  les  coordonnées  ^i ,  yi ,  Zi  da  centre  do 
gravité ,  on  pourra  mettre  cette  expression  de  la  force  vive 
du  système  sous  la  forme 

,       c^dstd^         dytdr,         dzidi: 


+ 


(§)'  -  0  -m 


Mais  si  l'on  fait  sortir  les  quantités  -^  i  -^  »  "Ji  ^^  ***'**^ 
2,  et  si  l'on  tient  compte  de  ce  que  l'on  a 

^     c/E  ^    dm  V     <^ 
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cette  valeur  de  la  force  vive  da  système  se  réduira  à 

•■[(t')'-(^)V($)>.»[{|)V{*)V(D-]. 

On  peut  donc  dire  que  la  force  vive  du  système ,  dans  son 
mouvement  absolu ,  peut  se  décomposer  en  deux  parties, 
dont  Tune  est  la  force  vive  dont  le  système  serait  animé  si 
toute 'sa  masse  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité,  et 
Tautre  est  la  force  vive  qu'il  possède  dans  son  mouvement 
par  rapport  aux  axes  de  direction  constante  menés  par  ce 
point. 

§  236.  AppIleatloD  des  Ihéorèmes  généraux  mu  eas 
des  systèmes  matériels  dans  lesquels  on  Imagine  des 
liaisons.  —  Ce  n'est  pas  seulement  dans  les  questions  d'é- 
quilibre qu'il  est  utile  souvent  de  supposer  que  le  système 
matériel  dont  on  s'occupe  est  assujetti  à  certaines  liaisons 
(2  186);  il  est  aussi  très-commode,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  d'avoir  recours  à  la  considération  des  liaisons  ^  pour 
simplifier  l'étude  du  mouvement  d'un  système  matériel.  Nous 
allons  voir  comment  les  quatre  théorèmes  généraux  relatifs 
au  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque  peuvent 
s'appliquer  à  un  système  dans  lequel  on  imagine  de  pareilles 
liaisons.  Nous  supposerons  toujours  que  ces  liaisons  sont 
toutes  comprises  dans  les  trois  espèces  distinctes  que  nous 
avons  définies  précédemment  (§186). 

Si  Ton  remplace  les  liaisons  par  des  forces  capables  d'en 
tenir  lieu,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  expliqué  lorsque  nous 
nous  occupions  de  l'équilibre  des  systèmes  matériels ,  il  est 
clair  que  le  système  dont  on  s'occupe  rentre  dans  le  cas  gé- 
néral que  nous  avons  considéré  jusqu'à  présent;  et  que,  par 
conséquent,  les  théorèmes  généraux  peuvent  lui  être  appli- 
qués sans  difiiculté.  Reste  à  voir  quel  est  le  rôle  que  jouent 
alors  les  forces  qu'on  a  substituées  aux  liaisons ,  et  qui  ne 
sont  pas  connues  à  priori, 
30. 
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Dans  les  trois  premiers  théorèmes  généraux,  les  foix^es  in- 
térieures du  système  disparaissent  d'elles-mêmes,  ainsi  que 
nous  l'avons  observé  lorsque  nous  avons  établi  ces  théorè- 
mes ;  il  s'ensuit  que  toutes  les  forces  de  liaisons  qui  sont  des 
forces  intérieures  disparaissent  également  dans  ces  trois 
théorèmes ,  en  sorte  que  Ton  peut  en  faire  abstraction  sans 
qu'il  en  résulte  aucune  erreur.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu'on 
suppose  que  certains  points  du  système  matériel  sont  assu- 
jettis à  rester  à  des  distances  invariables  les  uns  des  autres, 
ou  bien  que  certaines  parties  du  système,  considérées  comme 
des  solides  invariables,  sont  assujetties  à  rester  en  contact 
les  unes  avec  les  autres,  sans  frottement,  on  peut  appliquer 
les  trois  premiei*s  théorèmes  généraux  sans  se  préoccuper 
en  aucune  manière  des  forces  capables  de  tenir  lieu  de  ces 
liaisons.  Mais  il  n'en  serait  plus  de  mémo  si  l'on  supposait 
que  certains  points  du  système  sont  obligés  de  rester  sur  des 
courbes  fixes  ou  sur  des  surfaces  fixes  :  les  forces  qui  peu- 
vent remplacer  les  courbes  fixes  ou  les  surfaces  fixes  dont 
il  s'agit,  sont  des  forces  extérieures  pour  le  système  matériel 
dont  on  s'occupe,  et  elles  doivent  être  prises  en  considéra- 
tion, iout  aussi  bien  que  les  autres  forces  extérieures,  dans 
l'application  des  trois  premiers  théorèmes  généraux  à  ce 
système  matériel. 

Quant  à  l'application  du  théorème  général  des  forces  vives 
à  un  système  matériel  dans  lequel  on  imagine  des  liaisons, 
elle  peut  se  faire  dans  tous  les  cas  sans  qu'on  tienne  compte 
des  forces  capables  de  remplacer  les  liaisons.  En  efiet,  le 
mouvement  dont  le  système  est  animé,  pendant  un  élément 
de  temps  quelconque ,  est  nécessairement  compatible  avec 
les  liaisons  auxquelles  il  est  assujetti  ;  les  travaux  développés 
par  les  forces  de  liaisons  pendant  cet  élément  de  temps  dis- 
paraissent donc  d'eux-mêmes  dans  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  tontes  les  forces  qui  agissent  sur  le  système 
(^186);  et  par  conséquent  le  théorème  des  forces  vives 
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peut  être  appliqué  comme  si  ces  forces  de  liaisons  n'exis- 
taient pas. 

On  peut  imaginer  des  liaisons  dans  un  système  matériel 
dont  on  étudie  le  mouvement  relatif,  tout  aussi  bien  que 
dans  un  système  dont  on  étudie  le  mouvement  absolu;  et 
tout  ce  qui  vient  d'être  dit,  pour  l'application  des  quatre  théo- 
rèmes généraux  au  mouvement  absolu  d'un  système  à  liai- 
sons, est  vrai  pour  le  mouvement  relatif  d'un  pareil  système. 
Il  est  bon  d'observer  cependant  que,  si  l'on  suppose  que  cer- 
tains points  du  système  sont  assujettis  à  rester  sur  des  cour- 
bes ou  sur  des  surfaces,  sans  frottement,  on  ne  peut  appli- 
quer  le  théorème  général  des  forces  vives  au  mouvement  du 
système  par  rapport  à  des  axes  mobiles ,  en  ne  tenant  pas 
compte  des  forces  capables  de  remplacer  ces  liaisons,  qu'au- 
tant que  les  courbes  ou  surfaces  dont  il  s'agit  sont  fixes  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  c'est-à-dire  qu'elles  se  meuvent 
avec  ces  axes  sans  changer  de  position  par  rapport  à  eux  ; 
si  l'on  regardait  certains  points  du  système  comme  assujettis 
à  l'ester  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes  d'une  ma* 
nière  absolue  dans  l'espace,  on  devrait  tenir  compte  du  tra- 
vail des  forces  capables  de  remplacer  ces  courbes  et  ces 
surfaces,  dans  l'équation  des  forces  vives  appliquées  au  mou- 
vement du  système  par  rapport  à  des  axes  mobiles. 

§  237.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  con- 
sidérations qui  précèdent,  nous  allons  chercher,  à  l'aide  du 
théorème  général  des  forces  vives,  à  nous  rendre  compte  de 
la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  système  pesant  à  liaisons. 
Nous  avons  vu  (§189)  qu'un  système  de  ce  genre  est  en 
équilibre,  lorsque  son  centre  de  gravité  no  sort  pas  du  plan 
horizontal  qui  le  contenait  tout  d'abord,  quel  que  soit  le  dé- 
placement infiniment  petit  et  compatible  avec  les  liaisons , 
que  l'on  attribue  au  système.  Admettons  maintenant  que  Von 
donne  au  système  un  déplacement  fini,  mais  très-i)etit  et  tou- 
jours compatible  avec  les  liaisons ,  et  que ,  quel  que  soit  ce 
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déplacement  fini,  le  centre  de  gravité  du  système  s'élève  tou- 
jours au-dessus  de  sa  position  d'équilibre;  le  théorème  gé- 
néral des  forces  vives  va  nous  montrer  que,  dans  ce  cas,  l'é- 
quilibre du  système  est  stable.  Nous  allons  voir  en  effet ,  à 
l'aide  de  ce  théorème,  que  si  l'on  dérange  très-peu  le  sys- 
tème de  sa  position  d'équilibre,  et  qu'on  l'abandonne  ensuite 
à  lui'-méme ,  l'action  de  la  pesanteur  tendra  toujours  à  l'y 
ramener. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  remarquerons  d'abord 
que  le  système  matériel  dont  il  s'agit  ne  pent  pas  rester  im- 
mobile dans  la  nouvelle  position  qu'on  lui  a  donnée,  ponr>'u 
toutefois  que  le  déplacement  attribué  à  ce  système  soit  suf- 
fisamment petit.  Car  le  centre  de  gravité  du  système,  qui 
s'est  élevé  par  hypothèse  dans  ce  déplacement  fini ,  conti- 
nuerait encore  à  s'élever  infiniment  peu  si  Ton  donnait  au 
système  un  nouveau  déplacement  infiniment  petit  dans  le 
même  sens  que  le  précédent;  et ,  par  conséquent,  on  voit 
que  la  condition  d'équilibre  n'est  plus  remplie  pour  la  posi- 
tion qu'occupe  le  système  après  qu'il  a  subi  le  déplacement 
fini  dont  il  est  question.  Le  système  matériel,  ne  pouvant 
pas  être  en  équilibre  dans  la  nouvelle  position  qu'on  lui  a 
donnée,  se  mettra  nécessairement  en  mouvement  sous  l'ac- 
tion de  la  pesanteur,  et  par  conséquent  acquerra  une  cer- 
taine force  vive.  Or  sa  force  vive  ne  peut  s'accroître  qu'autant 
que  la  somme  des  travaux  des  forces  qui  lui  sont  appliquées 
est  positive  (§  230);  d'un  autre  côté  les  forces  capables  de 
remplacer  les  liaisons  ne  fournissent  aucun  terme  dans  cette 
somme  de  travaux  (§  236)  :  il  en  résulte  que,  dans  le  mou- 
vement que  prend  le  système  matériel  abandonne  à  lui-même 
après  avoir  été  dérangé  très-peu  de  sa  position  d'équilibre, 
le  travail  dû  à  la  pesanteur  doit  être  positif.  Mais  nous  sa- 
vons que  ce  travail  est  le  même  que  si  la  masse  entière  du 
système  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité;  donc, 
dans  le  mouvement  dont  il  s'agit ,  ce  centre  de  gravité  ne 
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peut  que  descendre,  c'est-à-dire  qu'il  se  rapprociie  néces- 
sairement de  la  position  qu'il  occupait  lorsque  le  système 
était  en  équilibre. 

Un  raisonnement  analogue  ferait  voir  qu'au  contraire, 
dans  le  cas  où  le  centre  de  gravité  du  système  pourrait  s'a- 
baisser par  suite  d'un  déplacement  fini,  mais  très-petit,  attri- 
bué au  système,  l'équilibre  serait  instable;  c'est-à-dire  que 
le  système,  abandonné  à  lui-même  après  avoir  subi  un  pa- 
reil déplacement,  non-seulement  ne  reviendrait  pas  vers  la 
position  d'équilibre  qu'il  avait  d'abord ,  mais  encore  conti- 
nuerait à  s'en  éloigner. 


CHAPITRE    II. 
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§  238.  Théorie  des  meMeDls  d'IneHie.  —  Si  Ton  mul- 
tiplie la  masse  m  d'un  quelconque  des  points  matériels  qui 
composent  un  solide  invariable  par  le  carré  de  la  distance  r 
de  ce  point  à  une  droite  quelconque  D,  et  qu'on  ajoute  tous 
les  produits  ainsi  obtenus  pour  les  divers  points  du  solide , 
on  trouve  une  somme  2  mr^  qui  joue  un  rôle  très-important 
dans  le  mouvement  d'un  pareil  solide ,  ainsi  que  nous  le 
verrons  bientôt  On  donne  à  cette  quantité  le  nom  de  mo- 
nient  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  la  droite  D. 

Le  moment  d'inertie  2  mr^  d'un  solide  par  rapport  à  une 
droite  D  étant  calculé ,  supposons  que  l'on  détermine  une 
ligne  k  par  la  condition  que  l'on  ait 

2mr*  =  MAS 

M  étant  la  masse  du  solide  tout  entier  :  cette  ligne  k  est  t*e 
qu'on  nomme  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rapport  ù 
la  droite  D.  11  est  aisé  de  voir  que  ce  n'est  autre  chose  que 
le  rayon  d'une  surface  cylindrique  de  révolution ,  qui  aurait 
la  droite  D  pour  axe,  et  sur  laquelle  on  pourrait  répartir  la 
masse  tout  entière  du  solide  sans  que  son  moment  d'inertie 
par  rapport  à  cette  droite  D  changeât  de  valeur. 

Pour  calculer  la  valeur  du  moment  d'inertie  d'un  solide 
invariable  par  rapport  à  une  droite  donnée,  concevons  que 
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nous  rapportions  le  solide  à  trois  axes  coordonnés  i-ectaugii- 
laires,  dont  Tun,  l*axe  des  jr,  coïncide  avec  la  droite  dont  il 
s'agit  ;  et  que  nous  le  décomposions  en  éliMnents  rectangu- 
laires, comme  nous  Tavons  déjà  fait  pour  la  recherche  du 
centre  de  gi*avité  (§  164).  Si  nous  désignons  par  p  la  niasse 
spécifique  du  solide  au  point  dont  les  coordonnées  sont  jr,  y, 
2,  nous  aurons  fdxdydz  pour  la  masse  d'un  élément  situé 
en  ce  point;  d'un  autre  côté,  le  carré  de  la  distance  de  ce 
point  à  Taxe  des  x  est  égal  à  y*  +  ^'  j  de  sorte  que  le 
moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  cet  axe  a  pour 
valeur 


I.     'v. 


V.'.-    J 


rintégrale  triple  s'étendant  à  tous  les  éléments  dont  le  so*  /       <^ 
iide  se  compose.  On  pourra  souvent  simplifier  la  détermina-   '^^ 
lion  de  cette  intégrale,  en  remarquant  qu'elle  est  la  somme 
des  deux  suivantes  :  -*  ' 

r 

fffp  y^dxdy  dz,       JÇJ  pz^  dxdydz^ 

La  masse  totale  du  solide  a  de  même  pour  valeur 

fffpdxdydz; 

on  en  conclut  que  le  rayon  de  giration  k  sera  donné  par  la 
formule 

^,  ^fjj9(y±£)±dydz 

fff^dxdydz 

On  peut  observer  que ,  si  le  solide  est  homogène ,  p  est  une 
coDsfante  qu'on  peut  supprimer  comme  facteur  commun  aux 
deux  termes  de  la  valeur  de  A*  ;  ce  qui  montre  que,  dans  ce 
cas ,  le  rayon  de  giration  ne  dépend  que  de  la  forme  qu'af- 
fecte le  solide,  et  est  entièrement  indépendant  de  sa  densité. 
Voici  quelques  résultats  auxquels  on  parvient  facilement, 
en  suivant  la  marche  qui  vient  d'être  indiquée.  Ils  se  rap- 
portent exclusivement  à  des  solides  homogènes. 


1 
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1"  Cylindre  droit  à  base  circulaire,  —  Le  rayon  de  gî- 

« 

ration  k  d'un  cylindi*e  droit  à  base  circulaire  de  rayon  R , 
par  rapport  à  l'axe  de  ûgure  de  ce  cylindre,  est  donné  par  la 
formule 

2*  Couche  cylindrique  de  révolution,  —  Pour  une  cou- 
che cylindrique  de  révolution  dont  les  rayons  intérieur  et 
extérieur  sont  R  et  R',  on  a  pour  déterminer  le  rayon  de 
giration  relatif  à  Taxe  de  figure, 

Si  Ton  nomme  Ri  le  rayon  moyen  de  cette  couche,  et  e  sou 
épaisseur,  on  peut  remplacer  la  formule  qui  précède  par 
celle-ci 

A"  =  Ri' 4- :1e». 

3°  Sphère.  —  Le  rayon  de  giration  d'une  sphère  de  rayon 
R,  par  rapport  à  un  de  ses  diamètres ,  est  fourni  par  la  re- 
lation 

*»=|R^ 

4"  Parallélipipède  rectangle,  —  Dans  le  cas  d'un  pa- 
rallélipipède  rectangle  dont  les  trois  arêtes  sont  a,  bjC,û 
l'on  détermine  le  rayon  de  giration  par  rapport  à  une  paral- 
lèle aux  arêtes  a  menée  par  le  centre  du  solide,  on  trouve 

Après  avoir  défini  le  moment  d'inertie  d'un  solide  par 
rapport  à  une  droite ,  ainsi  que  le  rayon  de  giration  qui  en 
dépend,  et  avoir  indiqué  la  marche  à  suivre  pour  en  déter- 
miner les  valeurs ,  nous  allons  nous  occuper  de  comparer 
entre  eux  les  moments  d'inertie  d'un  même  solide  par  rap- 
port aux  diverses  droites  qu'on  peut  imaginer  dans  l'espace. 

§  â59.  Prenons  d'abord  deux  droites  parallèles  AR,  A'B', 
fig,  113,  dont  l'une  A'  B'  passe  par  le  centre  de  gravité  G  du 
solide.  Soit  M  un  point  quelconque  du  solide ,  situé  à  dés 
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distances  MN  =  r^  et  MP=r'  de  ces  deux  droites.  Si  nous 

désigifon»  f>ar  d  la  dis^tâhee  N  P 
des  deux  droites^  et  par  z  la  dis- 
tance PQ  du  point  P  au  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sar  P^,  nous  aurons 

H  =  a*  +  r'*  — 2az. 

Multiplions  tous  les  termes  par 

'■»8-  ***•  la  masse  m  du  point  M ,   et 

ajoutons  ensuite  membre  à  membre  toutes  les  équations  de 

même  forme  relatives  aux  différents  points  matériels  dont 

le  solide  est  composé  :  nous  trouverons  ainsi 

Mais  a  est  une  constante  qui  peut  être  mise  en  dehors  du 
signe  1  ;  d'ailleui*s,  z  étant  évidemment  la  distance  du  point 
M  à  un  plan  mené  par  A' B' perpendiculairement  au  plan 
AB  A'B',  on  a 

2fiiz=o, 

puisque  le  centre  de  gravité  G  est  situé  dans  le  plan  dont  il 
s'agit  (§  163)  :  donc,  si  Ton  désigne  par  M  la  masse  totale 
Im  du  solide/ la  relation  précédente  se  réduit  à 

Ainsi  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  la  droite 
AB,  est  égal  an  moment  d'inertie  du  même  solide  par  rap- 
port à  une  parallèle  à  AB  menée  par  son  centre  de  gravité, 
augmenté  du  produit  de  la  masse  du  solide  par  le  carré  de 
fa  distance  de  son  centre  de  gravité  à  la  droite  AB.  On  voit 
parla  que  la  connaissance  du  moment  d'inertie  du  solide, 
par  rapport  à  une  droite  menée  par  son  centre  de  gravité, 
suffît  pour  qu'on  puisse  en  déduire  immédiatement  le  mo- 
ment d'inertie  de  ce  solide  par  mpport  à  une  droite  quel- 
conque parallèle  à  la  première. 


Fis.  11^* 
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§  2&0.  Comparons  niaîntenaot  les  moments  dloeilie  du 
solide  par  rapport  aux  diverses  droites  qui  passent  par  nn 

2  même  point  0  de  Tes- 

pace.  Nous  ferons  passer 
^  par  ce  point  0,  fig.  1 1 4, 
trois  axes  rectangulaires 
OX,OY,OZ.SoitOAla 
droite  par  rapport  à  la- 
quelle nous  allons  pren- 
dre le  moment  dlnertie 
du  solide;  désignons  par 
tfy  6,  y  les  angles  que 
cette  droite  fait  avec  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Pour  uu  point 
quelconque  M  dont  les  coordonnés  sont  w,  y,  z,  et  dont  la 
projection  sur  la  droite  0  A  est  en  P,  on  a 

MP*  =  OM'— OP». 

=0?* -h y* -4- 2'  —  (^coSdE+ycosS  -hzcosy)» 
^(«»(1— co8««)-hy'(1  —  cos*6)-4-2:'(l— .coh'y)) 
.)  —  2  xycosa  cosS  —  Ixz  cosa  cosy  —  Syzcosg  cosy  )  ' 

Si  Ton  observe  qu'on  a 

C08*a  +  C08'6-f  cos'y=l , 
on  verra  que  les  trois  quantités 

1  — cosV,       1— cos'6,        i— cos'y, 

peuvent  être  remplacées  respectivement  par 

cos'S+cos'y,        cos'a+cos'y,       cos'a+co8'6. 

Eu  faisant  cette  substitution,  et  groupant  ensuite  les  ternies 
convenablement,  on  trouve 

_  j  (y'+2')  cos'a  -h  (x*-hi*)  cos'6-h  (.T»+y=)a)s*y  j 
)  — 2y2:cos6cosy  —  2j:2CosaCosy — 2xycosacos£) 

Multiplions  tous  les  termes  de  cette  équation  par  la  niasse 
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m  du  point  M,  puis  ajoutons  membre  à  membre  toutes  les 
équations  analogues  relatives  aux  différents  points  matériels 
du  solide  :  nous  aurons  ainsi  la  valeur  du  moment  d'inertie 
Imr^  du  solide  par  rapport  à  la  droite  0,A,  valeur  qui  peut 
s'écrire  de  cette  manière 


2iitr»  = 


A  cos*a  -f-  Bcos'o  +  C cos' y 

— 2Dcos6co.sy  — 2Ecosaco8y  —  2FcosacosS  )  ' 

en  posant 

2in  (y' +«')===  A,  2m(a:'-|-2«)=B,  2m(a?*+y«)  =  C. 
2iny2=D,  2mxz  =  £,  2ma?y  =  F. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  lettres  A,  B,  C,  désignent 
respectivement  les  moments  d'inertie  du  solide  par  rapport 
aux  axes  OX,  OY^  OZ.  Pour  voir  comment  varie  le  moment 
d'inertie  2tnr^  relatif  à  la  droite  OA,  lorsque  cette  droite 
prend  successivement  diverses  positions  autour  du  point  0, 

l)ortons  sur  sa  direction ,  et  à  partir  du  point  0,  une  lon- 

1 
giieur  OB  égale  à   .  ;  nous  allons  chercher  le  lieu  géo- 

métrique  du  point  B  ainsi  obtenu.  Si  nous  désignons  par 
X,  Y,  Z,  les  coordonnées  de  ce  point  B^  nous  aurons 


C08a=X  v^2mr>,      cos6=Yv^2mrS       cosy==Zv/2mr2. 

En  substituant  ces  valeurs  de  cosa,  cos6,  cosy^daiîs  l'ex- 
pression du  moment  d'inertie,  et  supprimant  2inr^  qui  est 
facteur  commun ,  il  vient  : 

1=AX>+BY'+CZ*— 2DYZ— 2EXZ— 2FXY. 

C'est  l'équation  de  la  surface  qui  renferme  tous  les  points 
tels  que  B.  Cette  surface  est  du  second  ordre,  et  a  le  point  0 
pour  centre  :  d'ailleurs,  le  moment  d'inertie  2mr'  ne  pouvant 
être  nul  pour  aucune  droite  menée  par  le  point  0,  le  rayon 
vecteur  OB  ne  peut  pas  devenir  infini  :  donc  c'est  un  ellip- 
soïde. Ce  résultat  très^imple  nous  donne  une  image  nette 
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des  rapports  de  gi^andaur  qui  existent  eotre  les  momeots 
d'inertie  du  solide  relatifs  aux  diverses  droites  menées  par 
un  même  point  de  Tespace. 

Lies  axes  de  rellipsoïde  auquel  nous  venons  de  parvenir 
sont  ce  qu'on  nomme  les  axes  principaux  du  solide  relaU> 
vement  au  point  0.  Si  on  les  prend  pour  axes  coordonnés, 
réquation  de  Tellipsoïde  se  simplifie  et  se  réduit  à 

c'est-à-dire  que,  pour  ce  système  particulier  d'axes  coordon- 
nés ,  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  les  lettres 
D,  E,  F,  sont  nulles.  La  valeur  de  2mr'  relative  à  l'axe  O  A 
devient  dans  ce  cas 

2mr*  =  Acos*a -h  Bx»s*6+Ccos'7  ; 

et  les  moments  d'inertie  que  représentent  les  lettres  A,  B,C, 
prennent  le  nom  de  moments  d'inertie  principaux  do  so- 
lide relatifs  au  point  0. 

On  voit  que  les  axes  principaux  que  nous  venons  de  défi- 
nir sont  caractérisés  par  les  trois  relations 

2ifiyz=-o,       2mxz=0j       2mxy=^o^ 

qui  ont  lieu  lorsqu'on  prend  ces  trois  axes  pour  axes  coor- 
donnés. Si  l'on  considère  seulement  deux  de  ces  trois  rela- 
tions, les  deux  dernières  par  exemple ,  elles  expriment  que 
réquation  de  l'ellipsoïde  ne  contient  pas  la  variable  X  au 
premier  degré  ;  il  s'ensuit  évidemment  que  ces  deux  rela- 
tions prises  ensemble  constituent  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'axe  des  x  soit  un  axe  principal  du 
solide  relatif  au  point  0. 

A  chaque  point  de  l'espace  cori*espond  un  ellipsoïde  tel 
que  celui  que  nous  venons  de  trouver,  et  qui  donne  la  loi  des 
moments  d'inertie  du  solide  considéré  par  rapport  aux  di- 
vers axes  menés  par  ce  point.  Celui  de  ces  ellipsoïdes  qui 


XOUVEIIENT   d'un   solide   INVARIABLE.  479 

correspond  au  centre  de  gravité  du  solide  est  spécialement 
désigné  sous  le  nom  d'ellipsoïde  eetitraL 

Il  peut  aiTîver  que  reilipsoïde  correspondant  à  un  point 
soit  de  révolution;  alors  les  moments  d'inertie  relatifs  à 
toutes  les  droites  menées  par  son  centre,  perpendiculaire- 
ment à  son  SLTLe  de  révolution ,  sont  égaux  entre  eux  :  toutes 
ces  droites  sont  des  axes  principaux  du  solide.  Si  Tellipsoïde 
devient  ime  sphère,  une  droite  quelconque  menée  par  le 
point  auquel  il  se  rapporte  est  un  axe  principal  du  solide. 

Un  axe  principal  relatif  au  centre  de  gravité  du  solide 
jouit  de  la  propriété  d'être  en  même  temps  axe  principal  du 
solide  pour  un  quelconque  de  ses  points.  En  effet,  si  Ton 
rapporte  le  solide  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires 
menés  par  son  centre  de  gravité ,  en  prenant  la  droite  dont 
il  s'agit  pour  axe  des  or,  on  aura 

pnisque  cette  droite  est  par  hypothèse  un  axe  principal  du 
solide  par  rapport  à  son  centre  de  gravité.  Concevons  main- 
tenant que  Ton  transporte  les  axes  des  y  et  des  z,  parallèle- 
ment à  eux-^mémes ,  en  un  point  situé  sur  Taxe  des  x  à  une 
distance  a  de  l'origine  ;  on  passera  des  coordonnées  relatives 
aux  axes  primitifs  à  celles  qui  se  rapportent  aux  nouveaux 
axes,  en  changeant  simplement  x  en  a-{-x'.  Les  deux  rela- 
tions précédentes  deviendront  donc 

2fny  (a+a:')  =0,        I.mz^a-^x')  =o; 

et  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  se  réduisent  à 

Zinx'y=Oj        2inx'2=0j 

car,  par  une  propriété  connue  du  centre  de  gravité,  on  a 

2wy  =  o,        2ni2=o. 

On  voit  donc  que  l'axe  des  x  est  un  axe  principal  du  solide, 
par  ^apport  à  la  nouvelle  origine  des  coordonnées,  quelle  que 
soit  la  distance  a  de  cette  nouvelle  origine  à  l'ancienne  ;  c'est 
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ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer.  On  peut  recon- 
naître facilement  d'ailleurs,  par  des  considérations  analogues 
aux  précédentes ,  qu'il  n'y  a  que  les  axes  principaux  relatifs 
au  centre  de  gravité  du  solide  qui  jouissent  de  la  propriété 
dont  il  s'agit  :  une  droite  ne  peut  être  un  axe  principal  du 
solide  relativement  à  deux  de  ces  points,  qu'autant  quelle 
passe  par  le  centre  de  gravité  du  solide. 

Nous  avons  eu  à  considérer  précédemment  le  moment 
d'inertie  d'une  surface  plane,  par  rapport  à  une  droite  tra- 
cée dans  son  plan  (§  197).  Ce  moment  d'inertie  rentre  évi- 
demment dans  ceux  que  nous  venons  d'étudier  ici  ;  et  il  est 
aisé  de  voir  comment  on  peut  lui  appliquer  les  divers  théo- 
rèmes que  nous  avons  établis  relativement  aux  moments 
d'inertie  des  soKdes. 

§  2A1.  MoMvcBiCBt  d[*«n  solide  lavarlaUe  catlère- 
■icnt  libre.  —  Pour  trouver  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  solide  invariable  entièrement  libre ,  nous 
pouvons  nous  ser\'ir  du  théorème  de  d'Aiembert  (§  221  ). 
Nous  savons  par  ce  théorème  que  les  équations  dont  il  s'a- 
git s'obtiendront  en  exprimant  que  les  forces  appliquées  au 
solide,  jointes  aux  forces  d'inertie  de  ses  différents  points, 
satisfont  aux  six  équations  (  a  )  du  §  177.  Le  solide  étant 
rapporté  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  fixes,  dési- 
gnons par  X,  Y,  Z,  les  composantes,  suivant  les  axes,  d'une 
quelconque  des  forces  qui  lui  sont  appliquées.  D'un  autre 
c6té,  les  composantes  de  la  force  d'inertie  d'un  point  de 
masse  m  dont  les  coordonnées  sont  j?^  y,  z,  ont  évidemment 
pour  valeurs 

cPjT  rf^y  (Pz 

rfr*  '  dt»  •  «5» 

En  exprimant  que  toutes  ces  forces  réelles  et  d'inertie  satis- 
font aux  équations  (a)  du  §  177,  on  trouve  facilement  les 
équations  suivantes  : 
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m  ^=2X, 

Telles  sont  les  équations  différentielles  da  mouvement  d'un 
solide  invariable  entièrement  libre.  Les  signes  2  des  pre- 
miers membres  indiquent  des  sommes  s'étendant  à  tous  les 
pojnts  matériels  dont  le  solide  est  formé  ;  quant  à  ceux  des 
seconds  membres ,  ils  indiquent  des  sommes  qui  s'étendent 
à  toutes  les  forces  appliquées  au  solide. 

Nous  pouvons  tirer  immédiatement  de  ces  équations  une 
conséquence  importante.  Nous  avons  vu  qu'un  système  de 
forces  appliquées  à  un  solide  invariable  en  équilibre  peut 
être  remplacé  par  un  autre  système  de  forces,  sans  que  l'é- 
quilibre soit  troublé,  pourvu  que  ce  second  système  satis- 
fasse aux  six  conditions  établies  dans  le  §  180  :  dans  ce 
cas  les  deux  systèmes  de  forces  sont  dits  équivalent»  l'un  à 
l'autre.  Si  l'on  considère  la  forme  des  équations  différen- 
tielles que  nous  venons  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  con- 
ditions d'équivalence  dont  il  vient  d'être  question,  on  en  con- 
clura que  le  système  de  forces  appliquées  à  un  solide  inva- 
riable en  mouvement  peut  être  remplacé  par  tout  autre 
système  de  forces  qui  lui  soit  équivalent,  sans  que  le  mou- 
vement du  solide  soit  changé.  Ueux  systèmes  de  forces,  qui 
peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre  pour  agir  sur  un  so- 
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lide  en  repos ,  peavent  donc  aiissi  se  remplacer  mutuelle- 
ment pour  agir  sur  un  solide  en  mouvement. 

§  2/^2.  Les  six  équations  différentielles  que  nous  venons 
d'obtenir  suflQsent  bien  pour  déterminer  complètement  le 
mouvement  du  solide  ;  mais  elles  ne  sont  pas  sous  une  forme 
commode  pour  effectuer  cette  détermination  :  elles  renfer- 
ment comme  inconnues  les  coordonnées  x,  y,  z,  de  tous  les 
points  du  solide,  coordonnées  qui  sont  généralement  en  très- 
grand  nombre.  Pour  pouvoir  se  servir  de  ces  équations,  il 
faudrait  leur  a^î^î^^^^  cdles  qui  expriment  que  les  distan- 
ces mutuelles  des  différents  points  du  solide  sont  constantes 
et  connues)  à  Taide  de  ces  dernières  équations,  les  coordon- 
nées des  divers  points  s'exprimeraient  eu  fonction  de  six 
d'entre  elles,  qui  seraient  alors  les  inconnues  dont  les  six 
équations  diflàrentidles  du  mouvement  devraient  fournir  les 
valeurs.  Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  autrement,  pour 
ramener  les  équations  différentielles  à  ne  conianii*  que  six 
inconnues. 

Nous  savons,  par  le  premier  théorème  général  (§  232),  que 
le  centre  de  gravité  du  solide  se  meut  comme  si  toute  la 
masse  du  solide  y  était  concentrée ,  et  que  toutes  les  forces 
appliquées  au  solide  y  fussent  transportées  parallèlement  à 
elles«mémes  :  en  écrivant  les  équations  différentielles  du 
mouvement  du  centre  de  gravité ,  ainsi  transformé  en  un 
point  matériel ,  nous  aurons  d^à  trois  équations  contenant 
trois  inconnues  qui  seront  les  coordonnées  de  ce  centre  df 
gravité.  Il  noua  restera  à  déterminer  le  mouvement  du  so- 
lide autour  de  son  centre  de  gravité,  au  moyen  de  trois  au- 
tras  équations  différentielles  ne  contenant  également  que 
trois  inconnues. 

Pour  trouver  ces  trois  autres  équations ,  nous  considère* 
rons  le  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gra* 
vite ,  pendant  un  élément  de  temps  dt  \  nous  supposeroni 
que  ce  mouvement  soit  rapporté  à  des  axes  coordonnés  d« 
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dii-eclion  conaianle  menés  par  le  centre  de  gravité,  tellement 
choisis  qu'ils  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  solide 
relatifs  à  ce  point  (§  2&0)  au  commencement  du  temps  dt  ; 
et  nous  appliquerons  le  troisième  théorème  général  (§  226) 
à  ce  mouvement  infiniment  petit  du  solide,  en  prenant  les 
moments  des  quantités  de  mouvement  et  des  impulsions  par 
rapport  à  chacun  des  trois  axes  coordonnés.  Le  mouvement 
dont  il  s'agit  est  nécessairement  une  rotation  autour  d'un 
axe  instantané  passant  par  le  centre  de  gravité  (  §  27).  Celte 
rotation  peut  être  remplacée  par  trois  rotations  simultanées 
autour  des  trois  axes  coordonnés  (§§  55  et  /i5).  Désignons 
par  w  la  vitesse  angulaire  dans  la  rotation  du  solide  autour 
de  son  axe  instantané,  el  par  p,  q,  r  les  vitesses  angulaires 
dans  les  rotations  composantes  autour  des  axes  coordonnés 
OX,  0  Y|  OZ.  Lorsque  le  solide  tourne  de  Tangle  pdt  autour 
de  l'axe  OX,  les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  quelconque  de 
ses  points  s'accroissent  respectivement  de 

o,  —pzdt,         +pydt, 

ainsi  qu'il  est  facile  de  le  reconnaître  ;  lorsqu'il  tourne  de 
qdt  autour  de  OY,  ces  cordonnées  s'accroissent  de 

-{-qzdt,  o,  ^-qxdt; 

et  lorsqu'il  tourne  de  rdt  autour  de  OZ,  elles  s'accroissent 
de 

—  rydf,  -f-raîrft,  o: 

donc,  lorsque  le  solide  tourne  de  l'angle  tùdi  autour  de  son 
axe  instantané,  les  mêmes  coordonnées  s'accroissent  de 

{qz  —  ry)dt^        {rx  —  pz)dt^        {py — qx)di. 

Il  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  dont 
il  s'agit,  suivant  des  parallèles  aux  axes  coordonnés,  ont 
pour  valeurs 

dx  dy  dz 

~  ^qz^ry,        ^^==.rx^pz,        ■^  =  py^qx. 

31. 
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Or  la  aOMMP  des  BOMeals  des  gnalilés  de  m» 

dîners  poÎBisdn  solide  par  rapporta  Taxe  OX  esi  eiprimëe 

bi  I OD  remplace  dans  celle  expression  -^  ^i  -r  par  leurs 

mi         a/ 

valeurs,  elle  de\ient 

quantité  qui  se  réduit  à  A^,  si  Too  suppose  que  les  axes 
UX,  OY,  OZ  coïncident  avec  les  axes  principaux  du  solide, 
et  si  Ton  désigne  comme  précédemment  par  A,  B,  C  les  mo- 
ments dlnertie  du  solide  par  rapport  à  ces  axes.  On  trouve- 
rait de  même  que  les  sommes  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  du  solide  par  rapport  aux  axes  O  Y,  OZ^  ont  pour 
valeurs  Bf ,  Cr. 

Ainsi,  au  commencement  du  temps  Ji  pour  lequel  nous 
voulons  appliquer  le  troisième  théorème  général ,  les  sommes 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  solide,  par  rapport  aux  axes  coordonnés  OX,  0Y\  OZ, 
qui  coïncident  à  cet  instant  avec  les  axes  principaux  ,  sont 
respectivement  égales  à 

Ap,        B^,        Cr. 

Cherchons  ce  que  deviennent  ces  sommes  de  moments,  par 
rapport  aux  mêmes  axes  coordonnés,  à  la  fin  du  temps  dt. 
A  ce  second  instant,  p,  q,  r  sVtant  accrus  des  quantités  dp, 
dqy  dr  pendant  le  temps  dt,  les  sommes  de  moments  dont 
il  s*agit  auraient  pour  valeurs 

A(p-l-rfp),         B(9-|-rfç),         C(r-4-rfr), 

si  les  moments  étaient  encore  pris  par  rapport  aux  axes 
principaux  du  solide  ;  mais  il  n*en  est  pas  ainsi ,  parce  que 
les  axes  principaux,  qui  coïncidaient  avec  les  axes  cooi*dou- 
ués  au  comniencemont  du  temps  i//,  s*en  sont  écartés  peu- 
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daot  cet  éléffleot  de  temps  en  vertu  de  la  rotation  tùdi  du 
solide  autour  de  son  axe  instantané,  ou  ce  qui  est  la  môme 
chose  en  vertu  de  ses  trois  rotations  simultanées  pdt ,  qdi  , 
rdi  autour  des  trois  axes  coordonnés.  Pour  arriver  au  résul- 
tat que  nous  cherchons,  considérons  Faxe  du  moment  résul- 
tant des  quantités  de  mouvement  des  divers  points  du  solide 
par  rapport  à  son  centi*e  de  gravité  (§  161).  D'après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  les  projections  de  cet  axe,  considéré  à 
la  fin  du  temps  dt^  sur  les  positions  qu'occupent  les  axes 
principaux  du  solide  à  cet  instant,  ont  pour  valeurs 

A{p4-(/p),         E{q-^dq),         C(r-hrfr); 

pour  avoir  la  projection  du  même  axe  sur  Taxe  coordonné 
OX,  il  faudra  projeter  chacune  des  trois  projections  précé- 
dentes sur  OX,  et  faire  la  somme  des  trois  résultats  ainsi  ob- 
tenus. Or,  par  suite  des  rotations  pdt,  qdtj  rdt  autour  des 
trois  axes  OX,  OY,  OZ,  les  axes  principaux  du  solide  se  sont 
écartés  infiniment  peu  de  ces  axes  coordonnés  OX,  0  Y,  OZ  ; 
et  les  angles  que  ces  trois  axes  principaux  font  avecOX,  après 
ces  rotations,  ont  évidemment  pour  valeurs 


TT   .      ,  r 


si  Ton  multiplie  les  quantités  A  ip-hdp),  6(7  +  ^9), 
C(r  +  rfr)  parles  cosinus  de  ces  trois  angles,  et  que  Ton 
ajoute  les  trois  produits,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'un  ordre  supérieur  au  premier,  on  trouve 

\{p-['dp)-^{i\--B)q7dt: 

cette  expression ,  qui  représente  la  projection  de  Taxe  du 
moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  sur  OX,  à  la 
fin  du  temps  <//,  est  donc  la  valeur  de  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  des  divei*s  points  du  so- 
lide par  rapport  à  OX,  au  même  instant. 
Si,  de  cette  somme  de  moments  correspondant  à  la  fin  du 
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temps  éif  BOUS  retramclioiis  la  taleor  Ap  de  la  aonflie  ana- 
logœ  oorrespoodaot  an  coameaceiMOI  du  temps  di^  nous 
trouverons 

Aerp+(C--B)frdr, 

qui  représentera  raccroissement  de  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  moarement  dn  solide  par  rapport  à  OX, 
pendant  le  temps  di.  D'après  le  troisième  théorème  général» 
cet  accroissement  doit  être  égal  à  la  somme  des  moments 
des  impulsions  élémentaires  des  forces  appliquées  au  solide 
pendant  ce  temps  dij  par  rapport  au  même  axe  OX.  Dési- 
gnons par  L,  M«  N  les  sommes  des  moments  des  forces  dont 
il  s'agit,  par  rapport  aux  trois  axes  coordonnés  OX,  0  Y,  OZ. 
Il  est  clair  que  la  somme  des  moments  des  impulsions  élé- 
mentaires de  ces  forces  pendant  le  temps  dij  par  rapport  à 
Taxe  OX,  aura  pour  valeur  Ldt  ;  donc ,  d'après  le  troisième 
théorème  général,  on  aura 

Adp+{C—B)qrdt  =  Ldt. 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes ,  dans  les* 
quelles  l'axe  OX  serait  remplacé  par  les  axes  0\%  OZ,  con* 
duiraient  de  même  aux  deux  autres  relations 

Bdq-^[k'-'C)rqdt=y\dt^ 
Cdr+{B—iL)pçdi=ydt. 

Ces  trois  équations  font  connaltro  les  variations  dp,  dq^  dr 
qu'éprouvent  les  vitesses  angulaires  p,  f ,  r  du  solide  dans 
ses  rotations  autour  des  trois  axes  principaux  relatifs  à  son 
centre  de  gravité,  pendant  le  temps  infiniment  petit  di  qui 
s'écoule  à  partir  de  l'instant  où  ces  axes  principaux  coïnci- 
daient avec  les  axes  de  direction  constante  OX,  OY,  OZ; 
mais,  comme  on  pourrait  les  établir*  de  même  pour  chacun 
des  éléments  de  temps  dt  qui  se  succèdent,  en  employant  à 
chaque  fois  comme  auxiliaires  des  axes  coordonnés  de  dl~ 
rection  constante  qui  coïncident  avec  les  axes  principaux 
du  solide  au  commencement  de  eei  élément  de  temps,  il 
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s*en»iii  qu*on  peut  les  regarder  comme  vraies  pour  tous  los 
éléments  dont  se  compose  un  temps  fini  quelconque.  En  di- 
visant tous  les  termes  parct^,  on  peut  mettre  ces  trois  équa- 
tions sous  la  forme  suivante 

B^  =  (C-A)r;?  +  M,;  (a) 

Ce  sont  les  trois  autres  équations  différentielles  du  mouve- 
ment du  solide  que  nous  nous  proposions  de  trouver.  Elles 
permettent  de  déterminer/»,  9,  r  en  fonction  de  ^  ;  la  con- 
naissance de  ces  trois  quantités  conduira  à  celle  du  cône  lien 
géométrique  des  positions  successives  de  l'axe  instantané  de 
rotation  à  Tintérieur  du  solide  mobile  (  §  S5  ),  et  si  Ton  y 
joint  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  u  autour  de  cet  axe 
instantané,  valeur  qui  sera  également  connue,  on  aura  tout 
ce  qull  faudra  pour  déterminer  le  cône  lieu  géométrique  des 
positions  successives  de  Taxe  instantané  par  rapport  à  des 
axes  de  direction  constante  menés  par  le  centre  de  gravité 
du  solide  :  dès  lors  le  mouvement  du  solide  autour  de  ce 
point  sera  complètement  connu,  puisque  ce  mouvement  con- 
siste dans  le  roulement  du  premier  cône  sur  le  second ,  ce 
roulement  s'effectuant  à  chaque  instant  avec  la  vitesse  an- 
gulaire connue  eo. 

g  243.  Le  cas  le  plus  simple  qui  se  présente,  dans  Tétude 
du  mouvement  d'un  solide  invariable  libre ,  c'est  celui  où  le 
solide  n'est  soumis  à  l'action  d'aucune  force,  et  ne  se  déplace 
qu'en  vertu  du  mouvement  qu'on  lui  a  imprimé  tout  d'abord. 
Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  on  peut  se  faire  une  idée 
très-nette  des  diverses  circonstances  que  présente  le  mouve- 
ment du  solide. 

Nous  savons  d'abord  (§223)  que  le  centre  de  gravité  du 
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solide  se  meut  uniformémeot  et  eo  ligne  droite,  ou  bien  qull 
reste  immobile.  Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  voir  comment  le 
solide  se  meut  autour  de  son  centre  de  gravité.  Pour  y  par- 
venir, nous  pourrions  nous  servir  des  équations  différen- 
tielles (rt)  qui  viennent  d'être  établies  (§  242)  ;  mais  il  sera 
plus  simple  d'opérer  autrement,  eu  n'employant  que  des  con- 
sidérations géométriques. 

Observons  d'abord  que  le  théorème  des  aires  est  applica- 
ble à  ce  mouvement  du  solide  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité (§§  234  et  228),  puisqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieu- 
res :  SI  l'on  considère  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteui*s 
menés  du  centre  de  gravité  aux  divers  points  du  solide,  dans 
leur  mouvement  par  rapport  à  des  axes  de  direction  cons- 
tante passant  par  ce  point ,  le  plan  du  maximum  des  aires 
doit  conserver  constamment  la  même  direction,  et  la  somme 
des  aires  projetées  sur  ce  plan  doit  avoir  constamment  la 
même  valeur.  Voyons  donc  comment  on  peut  trouver  le  plan 
du  maximum  des  aires  dont  il  s'agit ,  à  chaque  instant. 

Ce  plan  du  maximum  des  aires  n'est  autre  chose  que  le 
plan  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  des 
différents  points  du  solide  par  rapport  à  son  centre  de  gra- 
vité (§  228).  Or  nous  avons  vu  (  §  242)  que  les  projections 
de  Taxe  de  ce  moment  résultant,  sur  les  axes  principaux  du 
solide  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  ont  pour  valeurs 

\p,         Bq,         Cr, 

A,  B,  C,  />,  9,  r  ayant  les  mêmes  significations  que  précé- 
demment. On  en  conclut  de  suite  que ,  si  l'on  pi*end  ces  axes 
principaux  pour  axes  coordonnés,  le  plan  du  maximum  des 
aires  fait  avec  les  trois  plans  coordonnés  des  angles  dont  les 
cosinus  sont 

Ap B^ Cr 


y/kY+  B'9*H-  CV»  •  V' A'p»-h  BY  -H  C'H  '  V Ay -HB'^^-I-CV. 
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L  ellipsoïde  central  (g  3^0),  rapporté  aux  mémos  axes,  a 
pour  équation 

Considérons  le  point  de  cet  ellipsoïde  qui  est  situé  sur  Taxe 
instantané  de  rotation  du  solide,  et  désignons  par  Xy  y\  z  ses 
coordonnées,  et  par  /  la  longueur  du  rayon  qui  le  joint  au 
centre  de  rellipsoïde;  on  aura  évidemment 

/  Cl)  '  ^  w'  /  0) 

(ù  étant  la  vitesse  angulaire  dont/>,  9,  r  sont  les  trois  com- 
posantes. Le  plan  tangent  à  Tellipsoïde  au  point  x\  y\  z,  a 
pour  équation 

La  proportionnalité  des  coordonnées  y,  y\  z'  aux  quantités 
p,  9,  r,  montre  que  le  plan  du  maximum  des  aires  est  pa- 
rallèle à  ce  plan  tangent.  Or,  ou  sait  que ,  dans  Tellipsoïde, 
le  pian  diamétral  conjugué  d'un  diamètre  quelconque  est  pa- 
rallèle au  plan  tangent  mené  à  Fcxtrémité  de  ce  diamètre  : 
donc  on  peut  dire  que ,  dans  la  rotation  du  solide  autour 
d*un  axe  instantané  quelconque  passant  par  son  centre  de 
gravité ,  le  plan  du  maximum  des  aires  relatif  à  ce  point 
n'est^  autre  chose  que  le  plan  diamétral  de  Tellipsoïde  central 
qui  est  conjugué  du  diamètre  dirigé  suivant  Taxe  instantané 
de  rotation. 

Ainsi,  dans  le  mouvement  (|ue  nous  étudions,  le  solide 
doit  tourner,  à  un  instant  quelconque,  autour  du  diamètre  de 
son  ellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  plan  du  maximum 
des  aires  considéré  comme  plan  diamétral  de  cet  ellipsoïde.  Si 
cet  axe  de  rotation  n'est  pas  un  des  axes  de  rellipsoïde,  son 
plan  diamétral,  entraîné  par  le  mouvement  du  solide,  change 
de  direction  dans  Tespace  \  donc  le  plan  du  maximum  des 
aires,  qui  doit  conserver  toujours  la  même  direction,  cesse  de 


&90  LIVRE   IV. — DYNAMIQUE.  TnOlSIÈHE   PARTIE. 

coïncider  avec  ce  plan  diamétral ,  et  par  conséquent  aussi 
Taxe  de  rotation  se  déplace  à  l'intérieur  du  solide. 

X>e  théorème  des  forces  vives,  appliqué  au  mouvement  qui 
nous  occupe,  montre  que  la  force  vive  du  solide  conserve 
constamment  la  même  valeur,  puisqull  n'est  soumis  à  Fac- 
tion d'aucune  force.  Or  la  vitesse  d'un  point  situé  a  la  dis- 
lance R  de  Taxe  instantané  de  rotation  est  égale  à  (oR;  la 
force  vive  de  ce  point  est  donc  égale  à  mco^R',  en  désignant 
sa  masse  par  m ,  et  par  conséquent  la  force  vive  du  solide 
tout  entier  a  pour  valeur 

« 

Mais,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  l'ellipsoïde  central 
es  -^^)>  ^^  verra  que  le  moment  d'inertie  2mR*  qui  entre 

dans  cette  expression  est  égal  à  p  ,  en  sorte  que  la  force 
vive  du  solide  peut  se  mettre  sous  la  forme 


0)» 


Le  théorème  des  forces  vives  montre  donc  que  y  est  cons- 
tant; ou  en  d'autres  termes,  à  mesure  que  l'axe  de  rotation 
du  solide  se  déplace  à  son  intérieur,  sa  vitesse  angulaire  (ù 
varie  proportionnellement  à  la  longueur  /  de  la  portion  de 
cet  axe  qui  est  comprise  entre  le  centre  de  gravité  et  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde  central. 

Revenons  maintenant  au  théorème  des  aires.  Diaprés  ce 
théorème,  le  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement 
du  solide  par  rapport  à  son  centre  de  gravité  est  constant.^ 
Or  ce  moment  résultant  a  pour  valeur 


puisque  Ap,  Br/,  Cr  sont  les  projections  de  son  axe  sur  IH 
axes  coordonnés  ;  et  si  l'on  y  remplace  ;»,  f ,  r  par  les  quaR- 
tités  équivalentes 
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tùx'  (k)f/  tûz' 

~'      T'       T' 


il  prend  la  forknc  simple 


0) 


eu  désignant  par  d  la  distance  du  centre  de  gratité  du  solide 
an  pian  tangent  de  relliptolde  central  mené. par  le  poini 

x\  y\2'.  Celte  quantité  —devant  conserver  Constamment 

c  0 

la  même  valeur,  et  -  étant  d^aillcurs  constant,  comme  nous 

venons  de  le  voir,  il  s'ensuit  que  9  est  constant. 

D'après  ce  qui  précède,  si  Ton  considère  le  plan  tangent 
à  rellipsoïde  central  au  point  où  il  est  percé  par  Taxe  ins* 
lantané  de  rotation  du  solide,  ce  plan  tangent  doit  conserver 
une  position  invariable  par  rapport  aux  axes  de  direction 
constante  menés  par  le  centre  de  gravité  t  puisque ,  d'une 
part,  il  reste  toujours  parallèle!  lui-même,  et  que^  d'une 
autre  part,  il  est  toujours  ft  la  même  distance  du  centre  de  gra- 
vité. Le  solide  se  meut  donc  de  telle  manière,  que  son  ellip* 
sotde  central  touche  oonstamment  oe  plan ,  déterminé  une 
fois  pour  toutes  comme  nous  venons  de  le  dire  ;  et  comme 
son  axe  de  rotation  passe  à  chaque  instant  par  le  point  de 
contact  de  l'ellipsoïde  et  du  plan ,  Il  s'ensuit  que  cet  ellip* 
solde  route  sur  le  plan  dont  il  s'agit  De  plus^  la  vitesse 
angulaire  avec  laquelle  s'effectue  ce  roulement  varie  d'un 
Instant  à  un  autre,  de  manière  à  rester  proportionnelle  à  la 
longueur  du  rayon  de  l'ellipsoïde  qui  passe  par  son  point  de 
contact  avec  le  plan.  Cette  image  remarquable  du  mouve- 
ment d'un  solide  invariable  autour  de  son  centre  de  gravité, 
dans  le  cas  où  le  solide  n'est  soumis  à  aucune  force,  est  duc 
à  M.  Poinsot. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  particulier  où  le  solide, 
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à  un  iiislant  quelconque,  tounierait  autour  d*nn  des  axes 
principaux  relatifs  à  son  centre  de  gravité,  il  devrait  conti- 
nuer  indéfiniment  a  tourner  autour  du  même  axe;  c*est  ce 
qui  fait  qu'on  donne  souvent  aux  axes  principaux  le  nom 
iVax€9  permanetUê  de  rotation.  Lorsque  le  solide  tourne 
ainsi  autour  d'un  de  ses  axes  principaux,  sa  vitesse  angulaire 
reste  constante. 

La  connaissance  que  nous  venons  d'acquérir,  des  circons- 
tances que  présente  le  mouvement  d'un  solide  invariable 
abandonné  à  lui-même  sans  qu'aucune  force  le  sollicite, 
vient  compléter  la  notion  que  nous  avions  tout  d'abord  re- 
lativement à  l'inertie  de  la  matière.  Nous  avons  admis  en 
principe  (  §  S3  )  qu'un  poiut  matériel  qui  n'est  soumis  à 
aucune  force  se  meut  uniformément  et  en  ligne  droite  ;  nous 
savons  maintenant  comment  les  choses  se  passent,  lorsqu'au 
lieu  d'un  point  matériel  on  considère  un  solide  invariable 
qfd  se  trouve  dans  le  môme  cas,  c'est-à-dire  qui  n'est  soumis 
à  l'action  d'aucune  force  :  son  centre  de  gravité  se  meut 
uniformément  et  en  ligne  droite,  et  en  même  temps  le  solide 
tourne  autour  de  son  centre  de  gravité,  conformément  aux 
lois  simples  qui  viennent  d'être  indiquées  d'après  M.  Poinsot 

§  246.  Supposons  qu'un  solide  invariable  soit  soumis  aux 
actions  de  diverses  forces ,  et  que  ces  forces  aient  une  ré- 
sultante passant  constamment  par  son  centre  de  gravité,  le 
mouvement  du  solide  dans  l'espace  se  déterminera  encore 
très-facilement.  D'abord  nous  savons  que  le  centre  de  gra- 
vité du  solide  se  meut  comme  si  toute  la  niasse  du  solide  y 
était  concentrée ,  et  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  solide 
y  fussent  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  (§  3:23); 
en  sorte  que  le  mouvement  du  centre  de  gravîté  se  déter- 
mine comme  celui  d'un  simple  point  matériel.  Ensuite  nou> 
observerons  que,  la  résultante  des  forces  appliquées  au  so- 

I 

lide  passant  constamment  par  son  centre  de  gravité,  le  mou- 
vement du  solide  par  rapport  à  des  axes  de  direction  cous- 
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UDie  menés  par  ce  point  s'effectuera  absolument  de  la 
même  manière  que  si  le  solide  n'était  soumis  à  Taction 
d'aucune  force  ;  les  théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives, 
que  nous  pourrons  appliquer  dans  ce  cas ,  comme  nous  l'a- 
vons fait  dans  le  paragraphe  précédent ,  nous  conduiront  à 
des  résultats  qui  seront  identiquement  les  mêmes  :  le  solide 
s^  meut  donc  de  telle  manière  que  son  ellipsoïde  central 
roule  sur  un  plan  lié  invariablement  aux  axes  de  direction 
constante  menés  par  son  centre  de  gravité,  et  la  vitesse  an- 
gulaire dans  ce  roulement  est  à  chaque  instant  proportion- 
nelle à  la  longueur  du  diamètre  de  l'ellipsoïde  central  autour 
duquel  s'effectue  la  rotation  instanianée  du  solide. 

Nous  pouvons  donner  comme  exemple  le  mouvement  d'un 
oorps  solide  soumis  à  la  seule  action  de  la  pesanteur,  et  lancé 
tout  d'abord  d'une  manière  quelconque  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre ,  eu  supposant  toutefois  que  ce  corps  puisse 
être  assimilé  à  un  solide  invariable.  Son  centre  de  gravité  se 
mouvra  suivant  une  parabole  (§  132),  et  en  même  temps  il 
tournera  autour  de  ce  point  conformément  à  ce  qui  vient 
d'être  dit.  S'il  s'agit  d'un  boulet  sphérique  homogène  ,  pour 
lequel  rellipsoïde  central  se  réduit  évidemment  à  une  sphère, 
on  voit  que  l'axe  de  rotation  du  boulet  autour  de  son  centre 
de  gravité  restera  toujours  parallèle  ù  une  même  direction, 
et  que  la  vitesse  avec  laquelle  il  tournera  autour  de  cet  axe 
ne  variera  pas.  S'il  s'agit  d'une  tige  rigide  que  l'on  puisse 
assimiler  à  une  ligne  droite  pesante,  cette  tige  tournera  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  en  restant  dans  un  plan  de  di- 
rection constante  mené  par  ce  point. 

§  245.  Supposons  qu'un  solide  invariable  complètement 
libre  soit  en  repos,  et  qu'on  vienne  lui  appliquer  une  pei*en»- 
sion;  nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  le  mouve- 
ment qui  en  résultera  pour  le  solide.  Nous  entendons  par 
percussion,  un  choc  brusque,  tel  qu'un  coup  de  marteau.  Ce 
choc  s'effectue  dans  un  intervalle  do  temps  extrêmement 
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court  ;  mais  la  force  qui  agit  sur  le  corps  pendant  ce  temps 
est  habituellement  très-grande,  de  sorte  que,  malgré  le  peu 
de  durée  de  son  action ,  elle  détermine  un  mouvement  qui 
peut  être  très-rapide.  Quelle  que  soit  la  vitesse  que  prenne 
un  poiot  quelconque  du  solide  à  la  suite  de  la  pei^cussion,  le 
déplacement  que  ce  point  a  déjà  éprouvé,  à  Tinstant  où  la 
percussion  cesse,  est  toiyours  très  petit  ;  ou  voit  en  effet  qu^, 
lors  même  que  le  point  dont  il  s'agit  aurait,  pendant  toute  la 
durée  6  de  la  percussion  la  vitesse  qu'il  possède  à  la  fin,  son 
déplacement  total  pendant  ce  temps  9  n'en  serait  pas  moins 
très-petit,  puisque  ce  déplacement  serait  égal  au  produit  de 
la  vitesse  du  point  par  0,  et  que  6  est  toujours  extrêmement 
petit  :  11  en  est  encore  ainsi,  à  plus  forte  raison  dans  la  réa- 
lité ,  où  le  point  n'acquien  que  progressivement  la  vitesM> 
dont  il  est  animé  à  la  fin  de  la  percussion.  Nous  pourrons 
donc  supposer,  sans  commettre  d'erreur  appréciable,  que  li^ 
solide  conserve  la  même  position  dans  l'espace  pendant  tonte 
la  durée  de  la  percussion  ;  en  foisant  cette  hypothèse,  nous 
serons  d'autant  plus  près  de  la  réalité  que  la  durée  6  de  la 
percussion  sera  plus  courte,  et  nous  serions  exactement  dans 
le  vrai ,  si  la  percussion  était  instantanée.  Nous  admettrons 
en  outre  que  la  force  P,  qui  agit  sur  le  solide  en  vertu  de  ht 
percussion,  conserve  constaraqient  la  même  direction  pen- 
dant tout  le  temps  8. 

Cela  posé,  il  va  nous  être  facile  de  déterminer  le  mouve- 
ment que  prend  le  solide  sous  l'action  de  la  force  P.  D'abord, 
si  noâs  appliquons  au  mouvement  de  son  centre  de  gravité 
le  théorème  des  quantités  de  mouvement  et  des  impuisions 
projetées  sur  un  axe ,  nous  aurons  évidemment 


^=r* 
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en  désignant  par  v  la  vitesse  du  centre  de  gravité ,  et  par 
M  la  masse  totale  du  solide.  Pour  trouver  le  mouvement  que 
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pi'eud  le  solide  par  rapport  à  des  axes  de  direction  cons* 
taote  menés  par  son  centre  de  gravité ,  appliquons  le  troi- 
sième théorème  général  (§  226)  à  ce  mouvement  relatif  : 
nous  en  conclurons  facilement  que  le  moment  résultant  des 
quantités  de  mouvement  des  divei's  points  du  solide,  par  rap- 
port à  son  centre  de  gravité,  à  la  fin  du  temps  6,  est  égal  au 

moment  de  Timpulsion  totale  /  Vdt  par  rapport  à  ce  point,  et 

que  les  plans  de  ces  deux  moments  coïncident.  Il  s'ensuit  que 
le  plan  du  maximum  des  aires  par  rapport  au  centre  de 
gravité,  dans  le  mouvement  du  solide  autour  de  ce  point,  et 
à  la  fin  du  temps  0,  est  précisément  le  plan  qui  passe  par  ce 
centre  de  gravité  et  par  la  direction  de  la  force  P.  Si  Ton  se 
reporte  maintenant  à  ce  qui  a  été  démontré  précédemment 
es  343),  on  verra  que,  à  Tinstant  où  la  percussion  cesse,  le 
solide  doit  tourner  autour  du  diamètre  de  son  ellipsoïde  cen- 
tfal  qui  est  conjugué  du  plan  diamétral  mené  par  la  direc- 
tion de  la  force  P.  Quant  à  la  vitesse  angulaire  o)  avec  laquelle 
s'effectue  cette  rotation,  on  l'obtiendra  en  exprimant  que  le 

moment  de  rimpnision  totale /Prf/,  par  rapport  au  centre  de 

Cl) 

gravité  du  solide,  est  égal  h-jj,leiâ  ayant  la  même  signi- 

fication  que  précédemment;  ou  bien  encore,  ce  qui  revient 
au  même,  en  exprimant  que  le  moment  de  cette  impulsion 
totale,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation,  est  égal  à  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
du  solide  par  rapport  au  môme  axe ,  somme  qui  a  pour  va- 
leur ttSmr* ,  Xmr^  étant  le  moment  dlnertie  du  solide  par 
rappoit  à  cet  axe. 

Si  le  solide,  après  avoir  été  soumis  a  la  percussion  dont  il 
s'agit ,  est  ensuite  abandonné  à  lui-même|  sans  qu'aucune 
force  lui  soit  appliquée,  il  se  meut  conformément  à  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  §  243  ;  et  les  circonstances  initiales  de  ce 
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-mouvement  sont  précisément  celles  que  nous  venons  de  dé- 
terminer comme  résultant  immédiatement  de  la  percussion. 

Dans  le  cas  où  l'on  appliquerait  à  un  solide  invariable  en 
repos  deux  percussions  égales ,  agissant  suivant  des  direc- 
tions pai*allèles,  et  en  sens  contraire  Tune  de  Tautre,  il 
est  aisé  de  voir  quel  mouvement  ce  cotiple  de  percutaioftM 
lui  communiquerait.  D'une  part,  il  est  clair  que  le  centre  de 
gravité  du  solide  resterait  immobile,  puisque  les  forces  ap- 
pliquées au  solide,  étant  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  ce  point,  s'y  détruiraient  constamment.  D'une  antre 
part,  le  couple  de  percussions  pouvant  être  transporté  paral- 
lèlement à  lui-même,  sans  que  son  effet  soit  changé  (§§  2M 
et  181),  si  on  le  transporte  ainsi  de  manière  que  l'une  des 
deux  percussions  agisse  sur  le  centre  de  graviié  même,  Fau- 
tre  percussion  produira  seule  le  mouvement  du  solide  autour 
de  ce  point;  donc  le  plan  du  maximum  des  axes,  par  rap- 
port au  centre  de  gravité,  dans  le  mouvement  que  le  couple 
de  percussions  communique  au  solide  ,  est  parallèle  au  plan 
de  ce  couple.  On  voit  donc  que,  par  suite  de  l'action  du  cou- 
ple de  percussions ,  le  solide  commence  à  tourner  autour  du 
diamètre  de  son  ellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  plan 
diamétral  parallèle  au  plan  du  couple.  Cet  axe,  autour  du- 
quel le  solide  commence  à  tourner,  n'est  perpendiculaii*e  au 
plan  du  couple  de  percussions,  qu'autant  que  ce  plan  du  cou- 
ple est  parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  de  l'ellipsoïde 
central  du  solide. 

§  2^6.  Mouvement  d'an  solide  Invariable  nas^lelll 
à  tourner  aatoar  d'un  point  fixe.  —  Lorsqu'un  solide 
invariable  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe,  on 
peut  trouver  les  équations  différentielles  de  son  mouvement 
rapporté  à  trois  axes  fixes  menés  par  ce  point,  en  prenant 
la  somme  des  moments  des  forces  qui  agissent  snr  lui,  et  des 
forces  d'inertie  de  ses  différents  points,  par  rapport  à  chacun 
de  ces  trois  axes,  et  exprimant  que  chacune  des  trois  sommes 
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ainsi  obtenues  est  nulle  (§  221).  Mais  on  peut  aussi  établir 
ces  équations  diflërentîelles,  en  raisonnant  pour  le  mouve- 
ment absolu  dont  il  s*agit,  comme  nous  avons  raisonné  pré- 
cédemment (§  2û2)pour  le  mouvement  d'un  solide*  libre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  Si  Ton  reprend  tout  ce  qui 
a  été  dit  à  cette  occasion ,  on  verra  que  les  équations  diiïé  - 
rcntielles  (a),  auxquelles  nous  sommes  parvenus ,  convien- 
nent également,  sans  aucune  modification,  pour  déterminer 
le  mouvement  d'un  solide  invariable  assujetti  à  tourner  au- 
tour d'un  point  fixe.  Seulement  les  moments  d'inertie  A,  B,  C, 
les  vitesses  angulaires  composiintes  />,  9,  r,  et  lés  sommes  de 
monâents  L,  M,  N,  au  lieu  de  se  rapporter  aux  axes  princi- 
paux du  solide  correspondant  à  son  centre  de  gravité ,  se 
rapportent  à  ses  axes  principaux  correspondant  au  point 
fixe  autour  duquel  s'effectue  le  mouvement. 

Si  Ton  suppose  que  le  solide  ne  soit  soumis  à  l'action  d'au- 
cune force,  et  qu'il  ne  se  déplace  qu'en  vertu  du  mouvement 
qu'on  lui  a  imprimé  tout  d'abord ,  il  est  aisé  de  voir  qu'on 
pourra  encore  lui  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  (§  243)  re- 
lativement au  mouvement  d'un  solide  libre  autour  de  son 
centre  do  gravité,  dans  le  cas  où  aucune  force  n'agit  sur  ce 
solide.  .Ainsi  Lon  peut  dire  que,  si  l'on  considère  l'ellipsoide 
qui  fait  connaiti*e  la  loi  des  moments  d'inertie  du  solide  par 
rapport  aux  diverses  droites  menées  par  le  point  fixe,  cet  ellii)- 
solde,  entraîné  par  le  solide  dans  son  mouvement  autour  de 
ce  point,  no  fait  que  rouler  sur  un  plan  fixe,  et  cela  avec  une 
vitesse  angulaire  qui  varie  proportionnellement  à  la  lon- 
gueur du  rayon  de  l'ellipsoïde  passant  par  son  point  de  con- 
tact avec  ce  plan  fixe. 

Enfin  on  \  erra  encore  facilement  que ,  si  un  solide,  assu- 
jetti à  tourner  autour  d'un  point  fixe  et  primitivement  n 
repos,  vient  à  être  soumis  à  une  percussion,  il  commencera 
à  tourner  autour  d'une  droite  qui ,  dans  l'ellipsoïde  dont  il 
tient  dVtre  question,  sera  le  diamètre  conjugué  du  plan  dia- 
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roéiral  passant  par  la  direction  de  la  percussion.  La  vitesse 
Cl),  dont  il  sera  animé  dans  cette  rotation,  s*obtiendra  de  même 

en  égalant  j^  au  moment   de  Timpulsion  totale  due  à  la 

percussion  par  rapport  au  point  fixe,  /  et  ^  ayant  la  signifi- 
cation qui  a  déjà  été  indiquée  ;  ou  bien  encore  en  égalant 
ci)2mr'  au  moment  do  cette  impulsion  totale  par  rapport  à 
Taxe  de  rotation ,  Imr^  étant  le  moment  d'inertie  du  so- 
lide par  rapport  à  cet  axe. 

§  2/^7.  Mouvement  d^un  solide  invariable  assujetti 
à  tourner  autour  d*un  axe  fixe*  —  Lorsqu'un  solide  in- 
variable ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  une  seule 
équation  différentielle  suffît  pour  déterminer  son  mouvement. 
Cette  équation  peut  s'obtenir,  à  l'aide  du  théorème  de  d'Alem- 
bert  (§  221),  en  exprimant  que  la  somme  des  momeuts  des 
forces  réelles  et  des  forces  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  fixe 
est  égale  à  zéro.  Concevons  que  la  force  d'inertie  de  chaque 
point  soit  décomposée  en  deux  forces,  dirigées,  Tune  suivant 
la  tangenie  au  cercle  que  le  point  décrit ,  et  l'autre  suivant 
le  prolongement  du  rayon  de  ce  cercle  (§  138);  le  moment 
de  cette  force  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  sera  égal 
au  moment  de  sa  composante  tangentielle  par  rapport  au 
même  axe,  puisque  le  moment  de  sa  composante  centrifuge 
par  rapport  a  cet  axe  est  nul.  Ce  moment  de  la  force  d'inertie 

aura  donc  pour  expression  mr  —.r,  en  désignant  par  m  la 

masse  du  point  considéré,  par  r  sa  distance  à  l'axe ,  et  par  (û 
la  vitesse  angulaire  du  solide.  Il  s'ensuit  que  la  somme  des 
moments  des  forces  d'inertie  des  divers  pointe  du  solide  par 
rapport  à  l'axe  a  pour  valeur 

^  2mr\ 
dt 

D'après  cela ,  si  l'on  représente  par  P  la  projection  d'une 
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qaelcooque  des  forces  appliquées  au  solide  sur  uu  plan  p^^ 
pendiculaire  à  Taxe  fixe,  et  par  p  la  plus  courte  distance  de 
la  direction  de  cette  force  et  de  Taxe ,  et  si  l'on  regarde 
comme  positifs  les  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire 
tourner  le  solide  dans  le  sens  de  la  vitesse  angulaire  o»  sup- 
posée positive,  on  aura 

'^       dt 

pour  la  somme  des  moments  des  forces  réelles  et  des  forces 
d'inertie  par  rapport  à  Taxe  fixe.  En  régalant  à  zéro,  on  en 
tire 

rfw_  iPp 
de        Inv^  ' 

qnt  est  l'équation  différentielle  du  mouvement  de  rotation  du 
solide  autour  de  Taxe.  L'intégration  de  cette  équation  diffé- 
rentielle fera  connaître  (ù  en  fonction  de  t  ;  et  si  l'on  observe 
que,  6  étant  l'angle  dont  le  solide  a  tourné  à  partir  de  sa  po- 
sition initiale,  on  a 

dB 
dt 

on  voit  qu'une  nouvelle  intégration  fournira  la  valeur  de  cet 
angle  6  en  fonction  de  /.  Les  constantes  introduites  par  ces 
deux  intégrations  se  détermineront  d'après  les  valeurs  de  u 
et  6  correspondant  à  /=o. 

Si  l'on  compare  l'équation  différentielle  qui  vient  d'être 
établie  avec  celle  qui  détermine  le  mouvement  rectilignc 
d'un  point  matériel  sous  l'action  d'une  force  donnée  (§  105), 
on  voit  que  ces  équations  ont  des  formes  analogues.  On  en 
conclut  de  suite  que  le  moment  d'inertie  2mr^  du  solide  par 
rapport  à  l'axe  fixe  joue,  dans  le  mouvement  de  rotation  du 
solide  autour  de  cet  axe ,  le  même  rôle  que  la  masse  d'un 
point  matériel  dans  le  mouvement  rectiligne  de  ce  point  : 

32. 
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toates  choses  égales  d'ailleurs,  Vaccélératian  angulaire 

-.-  est  d*autant  plus  petite  que  le  moment  d'iuei  tie  ^mr^  est 
dt 

plus  grand. 

§  248.  Lorsque  les  forces  appliquées  au  solide  sont  telles 
que  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  Taxe  fixe  est 
nulle,  fù  est  constaut,  et  le  mouvement  de  rotation  du  solide 
est  uniforme.  Cest  ce  qui  a  lieu  en  particulier  lorsque  le 
solide  n^cât  soumis  à  Faction  d'aucune  force. 

Considérons  spécialement  ce  cas  particulier  d'im  solide 
qui  tourne  autour  d'un  axe  en  vertu  d'une  vitesse  initiale, 
sans  qu'aucune  force  lui  soit  appliquée,  et  cherchons  à  nous 
rendre  compte  des  pressions  que  Taxe  doit  avoir  à  supporter 
de  la  part  du  solide.  Si  nous  imaginons  un  système  d'axes 
coordonnés  liés  invariablement  au  solide ,  et  entraînés  par 
lui  dans  sa  rotation  autour  de  l'axe  fixe ,  nous  pouvons  re- 
garder le  solide  comme  étant  en  équilibre  par  rapport  à  ces 
axes  coordonnés  mobiles  ;  les  pressions  qu'il  exerce  sur  l'axe 
fixe  peuvent  donc  être  considérées  comme  dues  aux  forces, 
tant  apparentes  que  réelles  (§  188),  qui  sont  appliquent  à  ses 
différents  points,  dans  cet  équilibre  relatif.  Mais  nous  admet- 
tons qu'il  n'y  a  pas  de  forces  réelles  ;  et  d'un  autre  côté,  le 
mouvement  de  rotation  du  solide  étant  uniforme,  la  force 
d'inertie  de  chacun  de  ses  points  se  réduit  à  la  force  centri- 
fuge :  ce  sont  donc  les  forces  centrifuges  des  différents  points 
du  solide  qui  déterminent  seules  les  pressions  que  le  solide 
exerce  sur  l'axe.  Xous  allons  voir  comment  ces  forces  cen- 
trifuges peuvent  se  composer  entre  elles,  de  manière  à  sim* 
plifier  la  recherche  des  pressions  dont  il  s'agit,  dans  chaque 
cas  particulier. 

La  force  centrifuge  d'un  point  de  masse  m,  situé  à  une 
distance  r  de  l'axe  de  i*otation,  a  pour  expression 
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on  peut  la  supposer  appliquée  au  point  où  sa  direction  ren- 
contre Taxe  fixe.  Si  les  axes  coordonnés,  que  nous  imaginons 
liés  au  solide^  sont  choisis  de  manière  que  Taxe  des  s  coîn- 
eide  avec  Taxe  fixe,  et  si  j?,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du 
point  que  nous  considérons,  il  est  aisé  de  voir  que  la  force 
centrifuge  de  ce  point,  après  avoir  été  transportée  sur  l'axe 
des  X  comme  nous  venons  de  le  dire,  peut  s'y  décomposer 
en  deux  forces  dirigées  parallèlement  aux  axes  des  y  et  des  r, 
et  ayant  respectivement  pour  valeurs 

Cela  posé,  concevons  que  nous  cousidérions  tous  les  points 
matériels  qui  font  partie  d'une  tranche  du  solide  comprise 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x  et  distants 
l'un  de  l'autre  d'une  quantité  infiniment  petite.  Si  nous  rem- 
plaçons la  force  centrifuge  de  chacun  de  ces  points  par  deux 
forces  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z  appliquées  au  \m\n 
de  la  tranche  qui  est  sur  l'axe  des  x^  nous  aurons  en  ce  der- 
nier point  une  série  de  forces  parallèles  à  l'axe  des  y  qui 
pourront  être  remplacées  par  une  force  unique  égale  a  leur 
somme  2ma>'y,  et  aussi  une  autre  série  de  forces  parallèles 
à  l'axe  des  z  qui  pourront  être  remplacées  par  une  force  uni- 
que égale  à  ^tntù^z  :  la  résultante  des  deux  forces  ainsi  ob- 
tenues sera  la  résultante  des  forces  centrifuges  de  tous  les 
points  qui  composent  la  tranche  considérée.  Mais  si  M  est  la 
masse  de  cette  tranche,  et  si  y  t ,  zi ,  sont  les  distances  de  son 
centre  de  gravité  aux  plans  des  xz  et  des  xy^  on  a 

puisque  ci>  est  le  même  pour  tous  les  points  de  la  tranche  ; 
d'ailleurs  Mcrj^^i,  Mco*J5i,  peuvent  être  regardés  comme  les 
composantes  de  la  force  centrifuge  d'un  point  matériel  de 
masse  M  qui  serait  placé  au  centre  de  gravité  de  la  tranche  : 
donc  on  peut  dire  que  les  forces  centrifuges  des  différents 
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points  de  la  tranche  infiniment  mince  dont  il  s'agit,  se  com- 
posent  en  une  seule  force,  qui  est  précisément  la  force  cen- 
trifuge» unique  qui  se  développerait,  si  tonte  la  masse  de  la 
tranche  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité. 

Si  toutes  les  tranches  infiniment  minces ,  dans  lesquelles 
le  solide  tout  entier  peut  être  divisé  par  des  plans  perpen- 
diculaires à  Taxe  fixe,  ont  leurs  centres  de  gravité  situés  sur 
une  droite  parallèle  à  cet  axe,  les  forces  centrifuges  résultao- 
tes  qui  correspondent  à  ces  diverses  tranches,  conformément 
à  ce  qui  précède,  sont  toutes  parallèles  entre  elles  ;  d'ailleurs 
elles  sont  proportionnelles  aux  masses  de  ces  tranches,  et 
sont  appliquées  à  leurs  centres  de  gravité  :  donc  elles  ont 
une  résultante  qui  est  égale  à  leur  somme,  et  qui  est  appli- 
quée au  centre  de  gravité  du  solide  tout  entier.  Ainsi,  dans 
ce  cas,  toutes  les  forces  centrifuges  correspondant  aux  dif- 
férents points  du  solide  ont  pour  résultante  unique  la  force 
centrifuge  qui  se  développerait  si  la  masse  totale  du  solide 
était  concentrée  en  son  centre  de  gravité. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  des  diverses  tranches  infi- 
niment minces,  dans  lesquelles  le  solide  peut  être  décom- 
posé par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  fixe,  ne  sont  pas 
tous  situés  sur  une  droite  parallèle  à  cet  axe,  il  n'arrive  plus 
en  généra]  que  les  forces  centrifuges  des  différents  points  do 
solide  aient  une  résultante  unique.  Si  nous  reprenons  la 
force  centrifuge  de  chaque  point  en  particulier,  et  que  nous 
la  remplacions  par  deux  forces  moi^y,  tn^^z^  dirigées  paral- 
lèlement aux  axes  des  y  et  des  r,  et  appliquées  en  un  point 
de  Taxe  des  x^  l'ensemble  de  toutes  les  forces  analogues 
nous  donnera  un  système  de  forces  parallèles  à  l'axe  des  y 
dirigées  dans  le  plan  dés  xy,  et  un  autre  système  de  forces 
parallèles  à  l'axe  des  z  dirigées  dans  le  plan  des  xz.  Chacun 
de  ces  deux  systèmes  de  forces  donnera  lieu,  soit  à  une  ré- 
sultante unique,  soit  à  un  couple  résultant  $  la  connaissance 
de  la  résultante  ou  du  couple  résultant  correspondant  à 
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chacuD  des  plans  des  xy  et  des  xzj  pourra  dès  lors  servir  à 
la  délermi nation  des  pressions  exercées  par  le  solide  sur  son 
axe. 

Supposons  que  Ton  veuille  trouver  les  conditions  qui  doi- 
vent  être  remplies  pour  que  Taxe  n'ait  à  supporter  aucune 
pression  ;  les  composantes  des  forces  centrifuges  qui  sont 
dirigées  dans  le  plan  des  xy  devront  se  faire  équilibre  mu- 
tuellement, et  il  devra  en  être  de  même  des  composantes 
dirigées  dans  le  plan  des  xz.  Il  faudra  doue  d'abord  que  la 
somme  des  composantes  parallèles  à  Taxe  des  y  soit  nulle, 
ce  qui  fournit  la  condition 

2my  =  0  , 

et  que  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à 
Torigine  des  coordonnées  soit  nulle,  ce  qui  fournit  la  con- 
dition 

lmxy  =  o; 

et  ensuite  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  composantes  pa- 
rallèles à  Taxe  des  z^  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  autres 
conditions  analogues 

2mz  =  0 ,        2mxz  =  o. 

Ces  quatre  conditions  expriment  :  l""  que  le  centi*e  de  gra- 
vité du  solide  doit  être  situé  sur  l'axe  fixe  ;  2®  que  cet  axe 
doit  être  un  des  axes  principaux  du  solide  correspondant  à 
son  centre  de  gravité. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire ,  sur  la  composition  des 
forces  centrifuges  des  divers  points  d'un  solide  qui  tourne 
uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  peut  évidemment  s'appli- 
quer à  la  composition  des  forces  centrifuges  de  ces  points, 
dans  le  cas  où  le  mouvement  de  rotation  du  solide  est  varié, 
puisque  l'expression  de  ces  forces  est  la  même  dans  les  deux 
cas.  Seulement ,  dans  le  cas  général ,  les  forces  centrifuges 
ne  doivent  plus  être  considérées  seules,  pour  arriver  à  la 
détermination  des  pressions  du  solide  sur  l'axe  :  on  doit 
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tenir  compte,  en  même  temps,  des  forces  réelles  qui  agissent 
sfir  le  solide,  et  des  forces  d'inertie  tangentielles  de  ses  dif- 
férents points. 

§  249.  Peadale  eoflip««é.  —  Un  solide  pesaul,  assu- 
jetti à  tourner  autour  d*un  axe  horizontal  qui  ne  passe 
pas  par  son  centre  de  gravité,  prend  sons  la  seule  action  de 
la  pesanteur  une  position  d'équilibre  dans  laquelle  son  cen- 
tre de  gravité  se  trouve  dans  le  plan  vertical  mené  par 
l'axe.  Si  on  le  dérange  de  cette  position  d'équilibre,  et 
qu'ensuite  on  l'abandonne  à  lui-même ,  il  tend  à  y  revenir 
en  elTectuant  une  série  d'oscillations.  Un  solide  pesant,  qui 
se  trouve  dans  ces  conditions,  constitue  ce  qu'on  nomme 
un  pendule  campose'.  Par  opposition,  on  désigne  sous  le 
nom  de  pendule  simple  le  pendule  dont  nous  avons  déjà 
étudié  le  mouvement  (§  1S2),  et  qui  est  formé  d'un  seul 
point  matériel  pesant  attaché  à  l'une  des  extrémités  d'un 
fil  inextensible  et  sans  masse  dont  l'autre  extrémité  est  fixe. 
Nous  allons  voir  comment  on  peut  trouver  les  diverses 
circonstances  du  mouvement  du  pendule  composé. 

Désignons  par  M  la  masse  totale  du  solide,  par  a  la  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  fixe,  par  k  sou  rayon 
de  giration  (§  238)  par  rapport  à  une  parallèle  à  cet  axe 
menée  par  son  centre  de  gi^vité,  par  8  l'angle  que  le  plan 
mené  par  le  centre  de  gravité  et  l'axe  fixe  fait  avec  le  plan 
vertical,  dans  une  position  quelconque  du  pendule ,  et  par 
(à  la  vitesse  angulaire  dont  le  pendule  est  animé  dans  cette 
position.  Le  moment  d'inertie  du  solide,  par  rapport  à  l'axe 
fixe,  a  pour  valeur  (239) 

M{«*4-*»); 
la  somme  des  moments  des  poids  des  différents  points  ma- 
tériels de  ce  solide  par  rapport  à  l'axe  fixe,  dans  la  posi- 
tion quelconque  que  l'on  considère,  est  d'ailleurs  égale  au 
moment  du  poids  total  du  solide  appliqué  à  son  centre  de 
gravité,  et  a  par  conséquent  pour  valeur 
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M(/asin9: 

donc  l  équation  lUfTéreiitielie  du  mouvement  de  rotation  de 
ce  solide  autour  de  Taxe  fixe  est 

dfù jfasînd 

Le  pendule  simple  n'est  qu'un  cas  particulier  du  pendule 
composé  ;  cette  équation  différentielle  pourra  donc  s'appli- 
quer au  mouvement  d'un  pendule  simple  de  longueur  /,  et 
|K>ur  cela  il  suffira  d'y  supposer  que  k  est  nul  et  d'y  rem- 
placer a  par  /  :  ainsi  l'équation  différentielle  du  mouvement 
de  ce  pendule  simple  est 

Tt T"' 

Ces  deux  équations,  dont  l'une  se  rapporte  au  mouvement 
du  pendule  composé ,  et  l'autre  au  mouvement  du  pendule 
simple,  deviennent  identiques  si  l'on  suppose 

a 

donc ,  si  la  longueur  /  du  pendule  simple  satisfait  à  cette 
condition,  les  mouvements  des  deux  pendules  s'effectueront 
exactement  de  la  même  manière,  pourvu  toutefois  que  les 
circonstances  initiales  du  mouvement  soient  les  mêmes  de 
part  et  d'autre.  Ainsi  les  lois  du  mouvement  d'un  pendule 
compose'^  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  trou- 
vées (§  132)  dans  le  cas  du  pendule  simple. 

Le  pendule  simple,  dont  les  oscillations  s'effectuent  de  la 
même  manière  que  celles  d'un  pendule  composé ,  est  dit 
équivalent  à  ce  dernier  pendule. 

Si  Ion  mène  une  droite  parallèle  à  l'axe  de  suspension  du 

pendule  composé,  à  une  distance  de  cet  axe  égaie  ka'\ 

et  dans  le  plan  qui  pasM»  par  cet  axe  et  par  le  (.entre  de 
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gravité  du  pendule,  tous  les  points  du  solide  qui  se  trou- 
vent sur  cette  droite  se  meuvent  absolument  de  la  même 
manière  que  si  chacun  d'eux  était  isolé  et  qu'il  fàt  Hé  di- 
rectement à  Taxe  de  suspension  par  un  fil  inextensible  et 
sans  masse  dirigé  suivant  la  pei*pendiculaire  qui  mesure  sa 
distance  à  Taxe  :  cette  droite  se  nomme  Vaxe  d'oncillation 
du  pendule,  et  Ton  donne  le  nom  de  centre  d'oêcillaiion 
au  point  où  elle  perce  le  plan  pérpendiculaii*e  à  Taxe  de 
suspension  mené  par  le  centre  de  gravité  du  solide.  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  axes  de  suspension  et  d*oscillatioa  sont 
réciproques  Tua  de  l'autre  ;  c'est-à-dire  que,  si  l'on  prend 
l'axe  d'oscillation  pour  en  faire  un  axe  de  suspeDsioa  du 
solide,  l'axe  de  suspension  primitif  deviendra  l'axe  d'oscilla- 
tion :  en  effet ,  la  distance  a'  du  centre  de  gravité  du  solide 

à  son  nouvel  axe  de  suspension  étant  égale  à  —  ,  la  dis- 

A* 
tance  a'  -\ — ;  de  ce  nouvel  axe  de  suspension  à  Taxe  d'os- 

cillation  correspondant  sera  égale  à — I-  a,  ce  qui  démontre 

la  proposition  énoncée. 

Si  Ton  cherche ,  parmi  tous  les  axes  de  suspension  d'un 
solide  pesant ,  qui  sont  parallèles  k  une  même  droite  menée 
par  son  centre  de  gravité ,  quels  sont  ceux  pour  lesquels  la 
durée  des  petites  oscillations  du  pendule  formé  par  ce  solide 
a  une  même  valeur,  on  trouvera  évidemment  que  ces  axes 
sont  les  génératrices  de  deux  surfaces  cylindriques  de  révo- 
lution ayant  la  droite  donnée  pour  axe  commun  de  figure , 
et  que  les  rayons  a,  a'  de  ces  deux  surfaces  cylindriques  sa- 
tisfont à  la  condition 

k  étant  le  rayon  de  giration  du  solide  par  rapport  à  la  droite 
dont  il  s'agit  ;  pour  toutes  les  génératrices  de  ces  deux  sur- 
faces, prises  comme  axes  de  suspension,  la  durée  des  peUles 
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oscillations  du  pendule  sera  égale  à  celle  des  petites  oscil- 

latious  d'un  pendule  simple  ayant  pour  longueur  a  H . 

Parmi  tou»  les  axes  de  suspension  parallèles  à  la  droite 
donnée ,  ceux  qui  fourniront  la  pins  courte  durée  pour  les 
petites  osciliatioAS  du  pendule,  seront  les  génératrices  d'un 
t^ylindre  de  réyolution  autour  de  cette  droite  ayant  k  pour 

rayon  :  car,  pour  que  l'expression  a-\ — ,  dans  laquelle  a 

n 

est  variable,  devienne  un  minimum,  il  faut  que  l'on  ait 
a  =  k, 

§  250.  Claire  ëe  ^r^nmAmn.  —  Lorsqu'un  solide,  as- 
sujetti à  tourner  autour  d'un  axe  fixe  ,  et  d'abord  en  repos , 
vient  à  être  soumis  à  une  percussion  brusque  dont  la  direc- 
tion ne  rencontre  pas  l'axe  fixe,  il  se  met  immédiatement  en 
mouvement.  La  vitesse  angulaire  dont  il  est  animé,  à  l'ins- 
tant où  la  percussion  cesse,  se  détermine  facilement  par  ce 
qui  précède  :  car  on  a 

dt  ~  Imr^  • 

P  étant  la  projection  de  la  force  de  percussion  à  un  instant 
quelconque  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe ,  et  p  la 
distance  de  la  direction  de  cette  force  à  l'axe ,  distance  que 
nous  regarderons  comme  constante  pendant  toute  la  durée  9 
de  la  percussion  ;  et  si  l'on  multiplie  par  dt,  pour  intégrer 
ensuite  entre  les  limites  o  et  9  de  la  variable  /,  on  trouve 
pour  la  vitesse  angulaire  on  du  solide  à  la  fin  de  la  per- 
cussion 


«=  piprf'. 


Cette  équation  aurait  pu  d'ailleurs  être  obtenue  immédiate- 
ment, en  appliquant  le  troisième  théorème  général  (§  226) 
an  mouvement  dont  il  s'agit,  et  prensint  les  moments  des 
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qiiatitiU's  de  mouvemeiU  et  des  impulsions  par  rappoil  k 
raxe'fixe  ;  il  est  aise  de  voir  en  effet  que  ce  théorème  |K'ut 
être  appliqué  sans  qu'on  tienne  compte  des  réactions  de 
Taxe  fixe  sur  le  solide  (§  236) ,  puisque  les  moments  de  ces 
réactions  par  rapport  à  Taxe  sont  nuls. 

Pendant  que  le  solide  est  soumis  à  la  percussion  qui  le 
met  ainsi  brusquement  en  mouvement,  Taxe  supporte  habi- 
tuellement des  pressions  considérables.  On  peut  se  deman- 
der de  quelle  manière  la  percussion  doit  ùive  appliquée  au 
solide,  pour  que  ces  pressions  sur  l'axe  soient  nulles.  Pour 
cela,  il  faut  évidemment  que  Taxe  autour  duquel  le  solide 
commencerait  à  tourner,  s'il  était  entièrement  libre  et  qu'il 
fût  soumis  ù  la  même  percussion,  soit  précisément  Taxe  au- 
tour duquel  nous  le  supposons  assujetti  à  tourner.  S'il  en  est 
ainsi,  la  fixité  de  l'axe  ne  gêne  en  aucune  manière  le  mou- 
vement que  la  percussion  tend  à  faire  prendre  au  solide ,  et 
par  conséquent  le  solide  ne  doit  exercer  aucune  pression 
sur  cet  axe  ;  tandis  que ,  si  Taxe  fixe  n'est  pas  c^lni  autour 
duquel  la  percussion  ferait  tourner  le  solide,  dans  le  cas  où 
il  serait  entièrement  libre ,  l'existence  de  cet  axe  fixe  oblige 
le  solide  à  prendre  un  mouvement  différent  de  celui  qu'il 
prendrait  sans  cela,  et  il  en  résulte  nécessairement  une 
réaction  du  solide  sur  l'axe  qui  le  gène  dans  son  motive- 
ment. 

Si  le  solide  était  libre ,  la  per- 
cussion qui  lui  est  appliquée 
déterminerait  à  la  fois  un  mou~ 
vement  de  son  centre  de  gra- 
vité ,  et  un  mouvement  de  ro- 
tation du  solide  autour  d*une 
droite  passant  par  ce  point 
(§  245).  Pour  que  ces  deux 
Fig.  115,  mouvements  se  composent  en 

une  seule  rotation  autour  de  Taxe  fixe  AR,  fig.  ilo,  il  faut 
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que  Taxe  de  la  rotation  composante  soit  une  parallèle  A'  fi' 
à  Taxe  A  fi ,  menée  par  le  centre  de  gravité  G  ;  il  faut  de  plus 
que  ia  direction  du  mouvenfkent  du  centre  de  gravité,  c'est-à- 
dire  la  dii'ection  de  la  percussion,  soit  perpendiculaire  au  plan 
AB  A'B'  (§  5^).  Mais  pour  que  la  rotation  du  solide  s'effectue 
d'abord  autour  de  l'axe  A'B',  il  faut  que  le  plan  mené  par  la 
direction  de  la  percussion  et  par  le  point  G  soit  le  plan  diamé- 
tral de  rellipsoïde  central  qui  est  conjugué  du  diamètre  dirigé 
suivant  la  droite  A'B';  donc' ce  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  A'B'  doit  être  perpendiculaire  au  plan  AB  A'  B',et 
en  outre  le  point  C  où  la  direction  de  ia  percussion  rencontre 
le  plan  AB  A'  B'  doit  être  sur  la  ligne  d'intei*section  du  plan 
AB  A'  B'  avec  le  plan  diamétral  dont  il  s'agit.  Enfin  la  vitesse 
V  du  centre  de  gravité  doit  être  égale  à  la  vitesse  angulaire  a> 
autour  de  l'axe  A'  B'  multipliée  par  la  dislance  a  du  centre 
de  gravité  G  à  l'axe  AB  (§  53).  Or,  il  résuite  de  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  §  2&5,  que  Pon  a 


M  Mr- 


PU  désignant  par  M  la  masse  du  solide  tout  entier,  par  k  le 
nyon  de  giration  de  ce  solide  par  rapport  à  la  droite  A'  B', 
i'i  par  2  la  distancf*  du  point  C  à  cette  droite  :  il  s'ensuit 
qu'on  doit  avoir 


c'est-à-dire  que  la  distance  CO  du  point  C  à  l'axe  AB  doit 
être  égale  à  la  longueur  du  pendule  simple  équivalent  au 
pendule  composé  que  formerait  le  solide  en  oscillant  autour 
de  l'axe  AB  supposé  horizontal. 

Ainsi,  en  résumant,  pour  que  Taxe  fixe  AB  n'éprouve  pas 
de  pression  pendant  que  la  percussion  est  appliquée  au  so- 
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lide ,  il  faut  i*  que  le  plan  diamétral  de  rellipsoide  centrai 
du  solide,  qui  est  coojugué  du  diamètre  parallèle  à  AB,  soit 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  AB  et  par  le  centre  de 
gravité  G;  2*"  que  la  direction  de  la  percussion  soit  perpen- 
diculaire à  ce  plan  mené  par  le  point  G  et  la  ligne  AB  ; 
3*  enfin  que  le  point  où  cette  direction  perce  le  plan  GAB  soit 
à  la  rencontre  du  plan  diamétral,  dont  il  vient  d^étre  ques^ 
tion,  avec  Taxe  d'oscillation  coirespondant  à  la  ligne  AB  con- 
sidérée comme  axe  de  suspension  (§  249). 

La  première  de  ces  conditions,  à  laquelle  le  solide  doit 
satisfaire ,  est  nécessaire  et  suffisante  pour  qull  soit  possible 
de  trouver  une  direction  suivant  laquelle  on  puisse  appli- 
quer une  percussion  au  solide,  sans  que  Taxe  AB  éprouve  de 
pressions  pendant  la  durée  de  cette  percussion.  Lorsque 
cette  première  condition  est  remplie ,  le  point  C  déterminé 
par  la  troisième  condition  se  nomme  le  centre  de  per- 
eiifsion. 

Si  Ton  supposait  que  le  point  0,  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  C  sur  Taxe  AB,  fût  seul  fixe  dans  le  solide, 
la  percussion  devrait  encore  faire  tourner  ce  solide  autour 
de  Taxe  AB  :  donc  AB  doit  être  un  des  axes  principaux  du 
solide,  relativement  au  point  0  (§  2&6).  Si  à  cette  condition 
on  en  ajoute  deux  autres,  savoir  l""  que  la  percussion  doit 
être  dirigée  perpendiculairement  au  plan  OAB  ;  2*"  que  la 
distance  CO.doit  être  égale  à  la  longueur  du  pendule  simple 
équivalent  au  pendule  composé  que  formerait  le  solide  en 
oscillant  autour  de  Taxe  AB  supposé  horizontal,  on  aura  un 
système  de  trois  conditions  équivalent  à  celui  auquel  on 
était  d'abord  parvenu.  On  sait  d'ailleurs  qu'une  droite  AB, 
qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravité  G  du  solide  ne 
peut  être  un  axe  principal  de  ce  solide  que  pour  un  seul  de 
ses  points. 

Si  le  solide  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  fixe  AB,  son  ellipsoïde  central  est  égale- 
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ment  symétrique  par  rapport  à  ce  plan  ;  alors  la  condition 
nécessaire  et  sufiisante  pour  qu'on  puisse  appliquer  une  per- 
cussion au  solide ,  sans  qu'il  en  résulte  de  pressions  sur 
Taxe ,  se  trouve  remplie ,  et  la  percussion  doit  être  dirigée 
dans  le  plan  de  symétrie. 


CHAPITRE   llî. 


MOVVeilENT    DES  SOLIDES   NATURELS. 


§  251.  Loi*squ*un  solide  naturel  se  meut  saus  éprouver 
de  changement  de  forme  appréciable  pendant  son  mouve- 
ment ,  on  peut  lui  appliquer  tout  ce  qui  a  été  dit  relative- 
ment au  mouvement  d*un  solide  invariable  ;  l'erreur  que  l'on 
commet  ainsi  y  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  déformation 
du  solide ,  est  gén(-i*alemout  très-petite ,  et  pent  être  né- 
gligée. Des  considérations  analogues  à  celles  qui  ont  été 
présentées  à  roccnsion  de  Téquilibre  des  solides  (§§  iS.'^  et 
195),  montrent  même  qu'on  ne  commet  absolument  aucune 
erreur  en  traitant  un  solide  naturel  en  mouvement  comme 
un  solide  invariable ,  s'il  conserve  rigoureusement  la  même 
forme  pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement ,  pourvu 
toutefois  que  l'on  attribue  à  ce  solide  précisément  la  forme 
qu'il  possède  dans  cet  état  de  mouvement ,  et  non  telle  ou 
telle  autre  forme  peu  différente  de  celle-là  qu'il  aurait  dans 
d'autres  circonstances ,  par  exemple ,  s'il  était  en  repos. 
Généralement  les  choses  ne  se  passent  pas  comme  nous  ve- 
nons de  le  supposer  en  dernier  lieu.  Chaque  molécule  du  so- 
lide se  mouvant  autrement  que  si  elle  était  isolée ,  tout  en 
étant  soumise  aux  mêmes  forces  exlérieni*es,  il  faut  nik^i^- 
sairement  qu'elle  éprouve  de  la  part  des  molécules  voisines 
des  actions  qui  produisent  re  changement  de  mouvement , 
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aclions  qui  ne  peuvent  se  développer  qu'autant  que  sa  dis- 
tance à  chacune  de  ces  molécules  voisines  varie  d'une  cer- 
taine quantité;  et  comme  ces  actions  moléculaires  doivent 
en  général  changer  d'intensité,  à  mesure  que  la  molécule  à 
laquelle  elles  sont  appliquées  se  trouve  en  tel  ou  tel  point 
de  s:i  trajectoire  ,  il  s'ensuit  que  les  distances  de  cette  molé- 
cule à  celles  qui  l'environnent  doivent  aussi  changer  d'un 
instant  à  un  autre  :  eu  sorte  que  ce  n'est  que  dans  des  cas 
exceptionnels  qu'un  solide  naturel  en  mouvement  conserve 
invariablement  la  même  forme ,  pendant  un  temps  plus  ou 
moins  long.  Mais,  la  plupart  du  temps,  le  changement  con- 
tinuel de  forme  qu'éprouve  un  solide  naturel  en  mouvement 
est  tellement  faible,  qu'on  ne  pent  pas  s'en  apercevoir;  et, 
ainsi  qne  nous  venons  de  le  dire ,  on  ne  commet  qu'une 
erreur  insensible  en  le  traitant  comme  un  solide  invariable. 

Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  dans  l'espace,  et  éprouve 
en  même  temps  un  changement  de  forme  assez  grand  pour 
qa'on  ne  puisse  pas  se  dispenser  d'en  tenir  compte ,  la  dé- 
termination des  diverses  circonstances  de  son  mouvement 
est  beaucoup  plus  complexe  ;  cette  détermination  ne  peut 
s'effectuer  qu'autant  que  l'on  connaît  les  lois  suivant  les- 
quelles varient  les  actions  que  les  diverses  parties  du  corps 
exercent  les  unes  sur  les  autres ,  à  mesure  que  leurs  posi- 
tions respectives  viennent  h  changer.  Aloi*s  la  question 
i^ntre  dans  le  cas  général  de  la  recherche  du  mouvement 
d'un  système  de  points  matériels  soumis  à  la  fois  à  leurs 
actions  mutuelles  et  à  des  forces  extérieures. 

Après  avoir  dit  que  le  mouvement  d'un  solide  naturel , 
dont  la  déformation  est  toujours  trèsr-petite ,  peut  être  dé- 
terminé comme  si  le  solide  était  de  forme  invariable ,  nous 
i^'aurions  plus  rien  à  ajouter,  si  l'on  n'avait  jamais  à  consi- 
dérer que  le  mouvement  de  solides  isolés.  Mais  très-sou- 
vent, et  surtout  dans  les  applications  de  la  mécanique  aux 
machines,  on  a  à  considérer  des  solides  qui  se  meuvent  en 

3a 
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toochanl  d'autres  solides  mobiles  ou  ioiuiobtles  ;  il  est  né- 
cessaire de  cbercber  à  se  faire  une  idée  nette  des  effets  dus 
à  ce  contact,  afin  de  pouvoir  en  tenir  compte  dans  l'étude  du 
mouvement  des  corps  dont  il  s'agit. 

Le  contact  de  deui  solides  en  mouvement ,  on  bien  d'un 
solide  en  mouvement  avec  un  solide  en  repos ,  peut  avoir 
lieu  de  deux  manièi*es  très-diflërenles.  Ce  contact  peut 
n'exister  que  pendant  un  intervalle  de  temps  très-court , 
pendant  lequel  les  mouvements  des  deux  solides  sont  modi- 
fiés d'une  manière  notable  :  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  se 
produit  un  choc  entre  les  deux  solides.  Le  contact  peut,  au 
contraire,  être  continu,  de  telle  manière  que  les  deux  solides 
glissent  ou  roulent  l'un  sur  l'antre  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  que  l'on  considère,  ou  au  moins  pendant  une 
portion  notable  de  cette  durée.  Nous  allons  voir  quelles 
sont  les  circonstances  qui  se  présentent  dans  chacun  de  ces 


§  252.  Ch«e  ëe  éemx  sollëes  sphérlqjaes.  —  Pour  nous 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  lorsque  deux  corps  so- 
lides viennent  à  se  choquer,  nous  considérerons  un  cas  très- 
simple  ;  nous  étudierons  le  choc  de  deux  solides  sphériques 
homogènes ,  qui  sont  animés  chacun  d'un  mouvement  de 
translation  rectiligne  et  uniforme,  et  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  ligne  droite. 

Soient  M,  M' les  deux  corps  dont  il  s'agit,  m,  m',  leurs 
masses ,  et  f ,  v  leurs  vitesses,  que  nous  supposerons  diri- 
gées dans  le  même  sens.  Si  le  corps  M  est  en  arrière  du 
corps  M',  et  que  v  soit  plus  grand  que  v'j  il  est  clair  que  la 
distance  des  deux  corps  va  en  diminuant  progressivement, 
et  que  bientdt  il  doit  se  produire  un  choc.  En  raison  de  la 
symétrie  complète  du  système ,  par  rapport  à  la  droite  sui- 
vant laquelle  les  centres  des  deux  solides  se  mouvaient  tout 
d'abord,  il  est  clair  que  ces  deux  centres  resteront  sur  la 
même  droite  pendant  et  après  le  choc,  et  que  le  mouveroeat 
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de  chacun  des  deux  solides  ne  cessera  pas  d'être  un  mou- 
vement de  translation  :  le  choc  n'aura  donc  pour  effet  que 
de  modifier  la  vitesse  dont  les  deux  solides  sont  animés. 

Aussitôt  que  les  deux  corps  sont  arrivés  au  coniact,  il  se 
développe,  entre  celles  de  leurs  molécules  qui  sont  voisines 
du  point  de  contact ,  des  forces  qui  tendent  à  diminuer  la 
vitesse  du  corps  M,  et  à  augmenter  celle  du  corps  M'  ;  il 
s'ensuit  qu'au  bout  d'un  certain  temps ,  qui  est  toujours 
très-court,  les  deux  corps  sont  animés  d'une  même  vitesse  u. 
Pour  déterminer  cette  vitesse  commune,  nous  pouvons  nous 
servir  du  second  théorème  général  sur  le  mouvement  des 
systèmes  matériels,  c'est-à-dire  du  théorème  des  quantités 
de  mouvement  projetées  sur  un  axe  (§  224).  Si  nous  pro- 
jetons le  mouvement  du  système  des  deux  corps  M,  M',  sur 
la  droite  suivant  laquelle  se  meuvent  leurs  centres,  et  si 
nous  observons  qu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  appli- 
quées à  ce  système ,  puisque  les  forces  développées  par  le 
choc  entre  les  deux  corps  sont  des  forces  intérieures,  nous 
verrons  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  des  deux 
solides  conserve  constamment  la  même  valeur.  En  égalant 
cette  somme  de  quantités  de  mouvement,  prise  avant  le  choc, 
à  ce  qu'elle  devient  à  l'instant  où  les  deux  solides  ont  une 
même  vitesse,  on  obtient  la  relation 

d'où  l'on  déduit 

mv  +  m'v' 
m  4-  m 

A  partir  de  l'instant  où  les  deux  solides  ont  acquis  la  vi- 
tesse commune  u^  les  choses  se  passent  do  diverses  ma- 
nières, suivant  la  nature  des  solides.  Les  forces  dont  nous 
venons  de  parler,  qui  ont  agi  entre  eux  de  manière  a  rendre 
leurs  vitesses  égales,  n'ont  pu  se  développer  qu'autant  que 
les  solides  ont  éprouvé  une  certaine  dérormatiou  dans  l(^ 
33. 
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voisinage  de  leur  point  de  contact;  ces  solides  se  sont  aplatis 
vers  ce  point,  et  leur  aplatissement  a  augmenté  nëcessaire- 
ment  tant  que  la  vitesse  de  M  était  encore  supérieure  à  celle 
de  M',  puisque,  dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité  de  M  se 
rapprochait  toujours  du  centre  de  gravité  de  M'.  Lorsque 
les  deux  solides  ont  subi  cette  déformation,  ils  peuvent  ten- 
dre plus  ou  moins  énergiquement  à  reprendre  leui*s  foinnes 
primitives,  en  vertu  de  leur  élasticité.  Dans  le  cas  où  ces 
corps  sont  Tnn  et  Taulre  complètement  dépourvus  d'élasti- 
cité, ils  ne  tendent  en  aucune  manière  à  revenir  au\  formes 
qu'ils  avaient  d*abord  ;  ils  cessent  donc  de  réagir  Tun  sur 
Tautre  à  partir  de  Tinstant  où  leurs  vitesses  sont  devenues 
égales,  et  par  conséquent  ils  continuent  à  se  mouvoir  avec 
la  vitesse  commune  u  et  restent  indéfiniment  en  contact 
Tun  avec  Tautre.  Au  contraire,  lorsque  les  corps  sont  élas- 
tiques ,  Taplatissement  qu'ils  ont  éprouvé  momentanément 
tend  à  disparaître,  et  ils  continuent  à  réagir  Tan  sur  Fauire 
en  vertu  de  cette  tendance  après  que  leurs  vitesses  sont 
devenues  égales  ;  la  vitesse  de  M  est  donc  encore  dimi- 
nuée, et  celle  de  M'  augmentée,  en  sorte  que,  au  bout 
d*un  temps  très-court,  les  dou\  corps  se  séparent  Tun  de 
l'autre  avec  des  vitesses  diiïérontes.  Si  les  réactions  qui  se 
développent  pendant  cette  seconde  partie  du  choc  ont  les 
mêmes  valeui*s  que  celles  qui  s'étaient  développées  dans  la 
première  partie,  c'est-à-dire  si  le  choc  présente  une  symé- 
trie complète  de  part  et  d'autre  de  l'instant  qui  correspond 
à  la  plus  grande  déformation  des  deux  corps,  on  dit  que  ces 
corps  sontparfaitefnetit  efastiques.  Dans  ce  cas,  la  vitesse 
du  corps  M,  qui  a  déjà  diminué  de  f — u  pendant  la  pre- 
mière partie  du  choc ,  diminue  encore  de  la  même  quantité 
pendant  la  seconde  partie  ;  et  de  même  la  vitesse  dû  corps 
M,  qui  s'est  accrue  de  «  —  t?'  pendant  la  première  partie, 
s'accroît  encore  d'autant  pendant  la  seconde  partie  :  on  a 
donc 
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.  Il  — tP  =  t? — M»  n?'  —  M  =  II  —  v\ 

en  désignant  par  xo  et  vo'  les  vitesses  des  deux  corps  M,  M' à 
rinstant  où  ils  se  séparent  l'un  de  l'autre  après  le  choc.  A 
Taide  de  ces  deux  relations^  et  de  la  valeur  obtenue  précé* 
deinment  pour  u,  on  trouve 

(m  — m')r4-2mV  ,       (m'  —  m)r'-f-2wu? 

W  = } ,  W  =  ;  , 

w-hm  m  A- m 


Ces  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  et  qui  se  rap- 
portent, Tun  ùdes  corps  entièrement  dépourvus  d'élasticité, 
et  l'autre  à  des  corps  parfaitement  élastiques,  doivent  être 
regardés  comme  des  limites  extrêmes  entre  lesquelles  tous 
les  cas  de  la  nature  se  trouvent  compris. 

Si  l'on  suppose  que  le  corps  M' ait  un  rayon  et  une  masse 
infinis,  et  que  sa  vitesse  v'  soit  nulle,  on  se  trouvera  dans  le 
cas  où  un  plan  fixe  vient  à  être  choqué  par  un  corps  sphé- 
rique  qui  se  meut  perpendiculairement  à  sa  direction  :  les 
formules  précédentes  montrent  que  l'on  a  alors 

Le  corps  qui  rencontre  le  plan  restera  donc  immobile  sur 
ce  plan,  s'ils  sont  l'un  et  l'autre  dépourvus  d'élasticité  ;  tan- 
dis qu'il  le  quittera  avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle 
qu'il  avait  d'abord,  s'ils  sont  parfaitement  élastiques.  Une 
bille  d'ivoire,  qui  vient  tomber  normalement  sur  un  plan  de 
marbre,  réalise  à  très-peu  près  ce  dernier  cas. 

Si  l'on  suppose  que  les  masses  m,  jn'  sont  égales,  et  que 
la  vitesse  v'  est  nulle,  on  trouvera 

M  =  ;  t? ,        ir  =  0  ,         \v  =  r. 

Les  deux  corps  se  meuvent  donc  ensemble  avec  une  vitesse 
commune  égale  à  la  moitié  de  la  vitesse  primitive  du  corps 
M ,  slls  sont  tous  deux  dépourvus  d'élasticité  ;  s'ils  sont 
parfaitement  élastiques,  le  corps  M  s'arrête  à  la  An  dn  choc, 
et  le  corps  M' prend  précisément  la  vitesse  dont  le  corps  M 
était  primitivement  animé.  Ce  dernier  cas  se  réalise  presque 
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complètement  lorsque  les  deux  corpsspheriques.de  même 
masse  sout  des  billes  d'ivoire. 

§  253.  Perte  ëe  feree  vive  ëeas  le  eliee  des  sellëes 
■atarels.  —  Considérons  toujours  le  cas  simple  de  deux 
corps  sphériques  homogènes  qui  viennent  à  se  choquer  di- 
rectement>  et  comparons  les  valeurs  de  la  force  vive  du  sys- 
tème de  ces  deux  corps  avant  et  après  le  choc.  Pour  pouvoir 
faire  plus  facilement  cette  comparaison,  nous  décompose- 
rons  la  force  vive  du  système,  à  un  instant  quelconque,  en 
deux  parties  dont  l'une  est  la  force  vive  dont  le  système  se- 
rait animé  s'il  était  concentré  en  son  centre  de  gravité,  et 
l'autre  est  la  force  vive  de  ce  système  dans  son  mouvement 
par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  son 
centre  de  gravité  (§  235).  Or  il  est  aisé  de  voir  que  le  cen- 
tre de  gravité  du  système  entier  se  meut  uniformément  avec 
une  vitesse  qui  est  toujours  la  même,  avant,  pendant  et 
après  le  choc  (§  222),  vitesse  qui  est  par  conséquent  égale 
à  la  vitesse  commune  u  des  deux  coi*ps  à  l'instant  de  leur 
plus  grande  déformation  :  la  première  des  deux  parties  dans 
lesquelles  nous  décomposons  la  force  vive  du  système  a 
donc  toujours  la  même  valeur,  en  sorte  que  nous  pouvons 
en  faire  abstraction,  dans  la  recherche  de  l'augmentation  ou 
de  la  diminution  que  la  force  vive  totale  a  pu  éprouver  d'un 
instant  à  un  autre. 

Avant  que  le  choc  commence,  la  force  vive  du  système, 
dans  son  mouvement  rapporté  à  des  axes  de  direction  cons- 
tante menés  par  son  centre  de  gravité,  a  pour  valeur 

à  l'instant  où  les  deux  corps  se  meuvent  avec  la  vitesse 
commune  Uy  cette  force  vive  est  évidemment  nulles  enfin , 
si  les  corps  sont  parfaitement  élastiques,  la  force  vive  du 
système,  par  rapport  aux  mêmes  axes  mobiles,  a  pour  va- 
leur 
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m(u  —  w)* -H  m' («;'  —  «)', 
quantité  qui  est  égale  à 

diaprés  les  relations  qui  lient  u?  et  k?'  à  u,  v^  v\  Ainsi  Ton 
voit  que,  dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques,  la 
force  vive  du  système  est  exactement  la  même  après  le  choc 
qu'avant  ;  taudis  que,  dans  le  cas  des  corps  dépourvus  de- 
lasticité,la  force  vive  a  diminué,  par  Teffet  du  choc,  de  toute 
la  quantité 

m{v—uy  +  m'{u—v'y, 

c'est-à-dire  de  la  force  vive  correspondant  aux  vitesses  per- 
due et  gagnée  v  —  u^u  —  v. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  du  résultat  auquel  nous 
venons  de  parvenir,  en  se  reportant  au  théorème  général 
des  forces  vives  (§  230).  Ce  théorème  indique,  en  effet,  que 
raccroissement  de  la  force  vive  du  système,  pendant  un 
temps  quelconque ,  est  égal  au  double  de  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  qui  agissent 
sur  le  système  pendant  ce  temps.  Or,  pendant  tout  le  temps 
que  la  vitesse  du  corps  choquant  M  est  plus  grande  que  celle 
du  corps  choqué  M' ,  ces  corps  s'aplatissent  de  plus  en  plus 
dans  le  voisinage  de  leur  point  de  contact  ;  les  molécules 
des  deux  corps  qui  sont  près  de  ce  point  de  contact  se  rap- 
prochent donc  les  unes  des  antres,  tout  en  tendant  à  se  re- 
pousser mutuellement  -,  il  eu  résulte  que  la  somme  des  tra- 
vaux des  forces  qui  se  développent  ainsi  entre  les  molécules 
des  deux  corps  est  négative  (§  175),  et  par  suite  que  la 
force  vive  du  système  doit  diminuer  jusqu'à  Tinstant  où  les 
deux  solides  ont  atteint  la  vitesse  commune  u,  La  perte  de 
force  vive,  dans  le  choc  des  deux  corps  supposés  dépourvus 
d'élasticité,  est  donc  une  conséquence  nécessaire  du  travail 
négatif  développé  par  les  forces  moléculaires  de  ces  deu 
corps,  pendant  qu'ils  se  déforment  par  l'effet  du  choc.  Lors-*» 
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que  les  deux  corps  sont  parfaitement  élastiques,  les  forces 
moléculaires  développent  uu  travail  positif  pendant  tout  le 
temps  que  ces  4;oips  emploient  à  revenir  de  leur  plus  graude 
défoitnation  à  leur  forme  primitive;  d'ailleurs,  d*après  la 
définition  que  nous  avons  donnée  des  coips  parfaitement 
élastiques  (g  352),  la  somme  des  travaux  positifs  produits 
pendant  la  seconde  partie  du  choc  doit  avoir  la  même  valeur 
absolue  que  la  somme  des  travaux  négatifs  correspondant  a 
la  première  partie  :  donc  la  force  vive  du  système  doit  s*ac~ 
croître,  pendant  cette  seconde  partie  du  cboc,  de  toute  la 
quantité  dont  elle  avait  diminué  d'abord,  et  par  conséqueut, 
à  la  fin  du  choc,  elle  doit  avoir  précisément  la  même  valeur 
qu'au  commencement 

Tous  les  solides  naturels  étant  compris  entre  les  deux  li- 
mites extrêmes  d'une  élasticité  parfaite  et  d'un  défaut  com- 
plet d'élasticité,  il  s'ensuit  que  le  choc  de  ces  solides  doit 
présenter  des  circonstances  intermédiaires  entre  celles  qui 
se  l'apportent  à  ces  deux  limites.  Ainsi ,  on  peut  dire  que, 
dans  le  choc  direct  de  deux  solides  naturels  sphériques  et 
homogènes,  il  y  a  toujours  une  perte  de  force  vive  due  à  ce 
que  le  travail  positif  développé  par  les  forces  moléculaires, 
peudant  la  seconde  partie  du  choc,  est  inférieur  à  la  valeur 
absolue  du  travail  négatif  que  ces  forces  moléculaires  déve- 
loppent pendaint  la  première  partie.  Celle  perte  de  force 
vive  est  plus  ou  moins  petite,  suiranc  que  les  deux  solides 
se  rapprochent  plus  ou  moins  de  remplir  te  conditions  lie 
rélasiicilé  parfaite,  telle  que  nous  lavons  définie  ;  elle  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdue 
ei  gagnée  par  les  deux  corps,  toutes  les  fois  (^uc  ces  deux 
corps  reikteiil  en  contact  l'un  avec  l'autre  après  que  le  choc 
est  terminé. 

La  différence  entre  les  valeui*s  absolues  des  sommes  de 
travaux  dus  aux  forces  moléculaires ,  pendant  les  deux 
parties  du  choc ,  tient  à  deux  causes  que  nous  devons  in- 
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diqiier  :  i**  les  molécules  des  deux  corps ,  écaitôcs  de  leurs 
positions  primitives  pendant  la  première  partie  du  choc , 
peuvent  ne  pas  reprendre  complètement  ces  positions  lors- 
que le  choc  est  termine,  en  sorte  que  les  corps  conservent 
une  portion  de  la  déformation  totale  que  le  cboc  leur  avait 
fait  éprouver;  2>  les  molécules  peuvent  n'être  pas  revenues 
complètement  à  leurs  positions  définitives,  à  Tinstant  oit  les 
deux  corps  se  séparent,  de  sorte  que  ces  molécules,  en  con- 
tinuant à  se  mouvoir  après  cette  séparation,  en  vertu  de  la 
vitesse  qu'elles  possèdent  encore,  prennent  un  mouvement 
vibratoire  qui  se  transmet  à  toutes  les  molécules  voisines 
sans  avoir  aucune  influence  sur  le  mouvement  d'ensemble 
de  chacun  des  deux  solides  dans  l'espace.  La  différence  en* 
tre  la  foi^e  vive  du  système  avant  le  choc,  et  la  force  vive 
du  même  système  après  le  choc  (celte  dernière  force  vive 
étant  évaluée  abstraction  faite  du  mouvement  vibratoire  des 
molécules  des  deux  solides),  peut  donc  être  regardée  comme 
une  perte  de  force  vive  qui  est  due  à  la  fois  aux  déplace- 
ments moléculaii*es  persistants  et  aux  vibrations  occasion- 
nées par  le  choc/  Une  portion  de  cette  différence  des  forces 
vives  du  système,  prises  avant  et  après  le  choc,  est  bien  ab- 
sorbée par  le  travail  résistant  qui  correspond  aux  déplace- 
ments persistants  des  molécules.  L'antre  portion,  au  con^ 
traire,   n'est  pas  réellement  perdue  par  l'effîet  du  choc, 
puisqu'elle  se  retrouve  dans  le  mouvement  vibratoire  des 
molécules,  mouvement  dont  nous  ne  tenons  pas  compte  en 
évaluant  la  force  vive  finale  du  système  ;  mais,  au  point  de 
vue  de  l'application  de  la  mécanique  aux  machines,  on  peut 
regarder  cette  seconde  portion  comme  tout  aussi  bien  per- 
due que  la  première,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  tai*d. 

Il  est  aisé  de  comprendi*e  que  les  conséquences  auxquelles 
nous  venons  de  parvenir,  dans  le  cas  simple  du  choc  direct 
de  deux  corps  sphériques  homogènes,  peuvent  être  immé- 
diatement génénilisées.  On  peut  dire  que,  toutes  les  fois 
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qull  se  produit  un  choc  eotre  deux  solides  naturels,  ce  choc 
est  accompagné  d*une  perte  de  force  vive  plus  ou  moins 
grande,  qui  est  due  aux  déplacements  persistants  et  aux 
vibrations  des  molécules  des  deux  solides. 

§  256.  OlisfienieBt  de  deux  solMes  natareto  !'«■  s«r 
l'aatre.  —  Lorsque  deux  solides  naturels  glissent  Tun  sur 
Tautre,  soit  que  Tun  de  ces  deux  solides  reste  immobile , 
ou  bien  qu'ils  soient  tous  deux  en  mouvement ,  il  se  pré- 
sente, dans  le  voisinage  de  leurs  points  de  contact,  des  cir- 
constances analogues  à  celles  que  nous  venons  d'indiquer 
dans  le  choc.  Chacun  des  deux  solides  tend  à  retenir  vers 
lui  les  molécules  de  l'autre  solide  qui  sont  très-rapprochées 
de  sa  surface.  Ces  molécules,  ainsi  dérangées  de  leurs  posi- 
tions naturelles  dans  le  corps  auquel  elles  appartiennent, 
puis  abandonnées  à  elles-mêmes  par  suite  de  la  continua- 
tion du  glissement  des  deux  corps,  reviennent  plus  ou  moins 
exactement  dans  ces  positions;  si  elles  y  reviennent,  elles  les 
dépassent  en  vertu  de  leur  vitesse  acquise,  et  prennent  ainsi 
un  mouvement  vibratoire  qui  se  transmet  dans  toute  reten- 
due du  corps.  Le  glissement  dont  il  s'agit  doit  donc  être  ac* 
compagne  d'une  perte  de  force  vive  due  aux  déplacements 
moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  des  deux  corps. 
On  conçoit  que,  ponr  chacun  des  points  de  contact  des 
deux  solides,  on  puisse  substituer  aux  phénomènes  com* 
plexcs  que  nous  venons  d'indiquer,  des  forces  résistantes 
dont  le  travail  con*esponde  à  la  perte  de  force  vive  qu'ils 
occasionnent;  on  peut,  par  exemple,  regarder  les  deux 
solides  comme  étant  dans  les  mômes  conditions  que  slls 
étaient  de  forme  invariable ,  et  qu'un  ressort  en  hélice  fut 
interposé  entre  eux  de  telle  manière  que,  s'attachant  à  l'un 
d'eux  par  une  de  ses  extrémités,  et  à  l'autre  par  son  antre 
extrémité,  il  tendit  à  s'opposer  à  la  continusitiou  du  glisse- 
ment du  premier  solide  sur  le  second.  Cette  force  résistante, 
que  nous  supposons  appliquée  à  chacun  des  deux  solides, 
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el  dont  on  se  fait  une  idée  assez  nette  en  Tassimilant  à  l*ac« 
tion  du  i*essort  dont  nous  venons  de  parier,  se  nomme  ré^ 
iiêtance  au  gliêsement^  ou  simplement  froUemeni.  Nous 
avons  déjà  employé  ces  expressions  pour  désigner  la  force 
qui  agit  d'une  manière  analogue,  dans  le  cas  ou  Ton  cherche 
à  déterminer  le  glissement  de  deux  solides  l'un  sur  l'autre 
(§  202)  ;  mais  il  ne  peut  en  résulter  aucun  inconvénient 
dans  les  applications ,  puisqu'on  saura  toujours  si  elles  doi- 
vent avoir  la  signification  que  nous  leur  attribuons  actuelle- 
lementy  ou  bien  celle  que  nous  leur  avions  donnée  précé- 
demment, suivant  qu'il  y  aura  réellement  un  glissement 
entre  le» deux  corps  considérés,  ou  bien  seulement  une 
tendance  au  glissement.  D'ailleurs,  pour  éviter  tonte  am* 
biguîté,  il  arrive  souvent  qu'on  distingue  les  deux  espèces 
de  résistance  au  glissement  dont  il  s'agit,  eu  donnant  à 
l'une  le  nom  de  frottement  pendant  le  mauvefnent ,  et  à 
l'autre  celui  de  froitefnent  au  départ. 

Ainsi,  d'après  les  explications  dans  lesquelles  nous  ve- 
nons d'entrer,  on  peut  ne  pas  se  préoccuper  des  monve- 
menls  moléculaires  développés  par  le  glissement  de  deux 
solides  naturels  l'un  sur  Tautre,  lorsque  ces  deux  solides  ne  se 
touchent  que  par  un  point,  pourvu  que  l'on  regarde  les  deux 
solides  comme  soumis  chacun  à  l'action  d'un  frottement  dû 
à  la  présence  de  l'autre  solide.  Les  deux  forces  de  frotte- 
ment, appliquées  ainsi  aux  points  des  deux  solides  par  les- 
quels ils  se  touchent,  sont  égales  et  directement  opposées  $ 
leur  direction  est  la  même  que  celle  du' glissement  élémen* 
taire  qui  a  lieu  à  partir  de  l'instant  considéré,  et  par  consé- 
quent se  trouve  dans  le  plan  tangent  commun  aux  deux 
solides,  mené  par  leur  point  de  contact  (§  65).  Le  travail 
élémentaire  de  chacune  de  ces  forces  de  frottement  s'obtient 
ea  la  multipliant  par  la  projection  du  déplacement  élémen- 
taire al^solu  de  son  point  d'application  sur  sa  direction  ;  et  la 
somme  des  travaux  analogues,  pour  les  deux  forces  de  frot- 
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Ipflienty  esl  égale  aa  produit  de  llBlensilé  de  ehaciiiie  d  elles 
par  le  glissemeiit  êlemenUiire  des  deax  solides  (§  1 7d). 

Liorsqne  deux  solides  naturels  glissent  Tuu  sur  Tantre  en 
se  touchant  par  pinsienrs  points  isolés ,  et  même  par  an 
très-grand  nombre  de  points  réparfis  le  long  d*uiie  ligne  on 
dans  lovte  retendue  d'une  certaine  surfice,  on  petit  dire 
pour  chacun  de  leurs  points  de  contact  ce  que  nous  venons 
de  dire  pour  leur  point  de  contact  unique ,  dans  le  cas  on  il 
n  y  en  a  qu'un.  On  peut  considérer,  à  chacun  de  ces  points 
de  contact,  deux  forces  de  frottement  égales  et  de  sens  con- 
traire, appliquées  Tune  à  un  des  deux  solides  et  Tautre  à 
Tanlre  solide,  et  ayant  même  direction  que  le  glissement 
élémentaire  des  deux  solides  au  point  dont  il  s*agit. 

Dans  le  cas  particulier  oîi  les  deux  solides  qui  glissent 
Tun  sur  Tantre  se  touchent  par  une  face  plane,  et  où  leur 
mouvement  pendant  un  élément  de  temps  est  un  mouvement 
de  translation  ,  dont  la  direction  est  nécessairement  paral- 
lèle à  la  face  plane  de  contact.  Il  est  aisé  de  voir  que  tontes 
les  forces  de  frottement  applique^  à  l'un  de  ces  solides  sont 
parallèles  entre  elles  et  dirigées  dans  le  même  sens  ;  ces 
forces  peuvent  donc  être  remplacées  par  une  force  unique 
égale  à  leur  somme,  et  dirigée  comme  elles  suivant  la  direc- 
lion  du  glissement  élémentaire  des  deux  solides.  Dans  ce 
cas,  on  peut  regarder  les  deux  solides  comme  étant  soumis 
chacun  à  une  seule  force  de  frottement,  dont  l'intensité 
constituera  le  frottement  total  des  deux  solides  Tun  sur 
Tantre.  Ces  deux  forces  de  frottement  sont  d'ailleurs  dans  le 
même  cas  que  celles  qui  correspondent  à  chaque  point  de 
contact  pris  séparément;  leurs  travaux  pendant  un  élément 
de  temps  quelconque  s'évaluent  conformément  à  ce  que  nous 
avons  dit  il  n*y  a  qu'un  instant. 

Des  expériences,  faites  dans  le  cas  particulier  dont  nous 
venons  de  parier,  ont  fait  connaître  les  lois  du  frottement 
pendant  le  mouvement.  En  faisant  varier  retondue  de  la 
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face  plane  par  laquelle  les  deux  solides  se  touchent,  la  pres- 
sion totale  que  chacun  de  ces  deux  solides  exerce  sur  l'autre 
suivant  la  perpendiculaire  à  cette  face  de  contact ,  et  la 
TÎtesse  du  glissement,  on  a  trouvé  que  :  1**  le  frottement 
est  proportionnel  à  la  pression  ;  2°  il  est  indépendant  de 
l'étendue  des  surfaces  frottantes;  3"  il  est  aussi  indépendant 
de  la  vitesse  de  glissement  des  deux  solides.  Les  deux  pre- 
niièrf^s  de  ces  trois  lois  sont  exactement  les  mêmes  que 
celles  qui  se  rapportent  au  frottement  au  départ  (S  202). 

Il  est  naturel  de  regarder  le  frottement  qui  se  développe 
en  chaque  point  de  contact  de  deux  solides  qui  glissent  Tun 
sur  l'autre  comme  satisfaisant  aux  lois  qui  viennent  d'être 
énoncées,  à  l'exception  toutefois  de  la  seconde,  qui  n'a  plus 
de  sens  quand  11  ne  s'agit  que  d'un  seul  point  de  contact. 

Nous  désignerons  toujours  le  rapport  du  frottement  à  la 
pression  sons  le  nom  de  coefficient  de  frottement.  Ce  rap- 
port dépend  uniquement  de  la  nature  des  surfaces  des  corps 
qui  glissent  l'un  sur  l'autre.  L'expérience  montre  que,  pour 
les  mêmes  corps,  la  valeur  de  ce  rapport  qui  correspond  au 
frottement  pendant  le  mouvement  est  généralement  plus 
petite  que  celle  qui  correspond  au  frottement  an  départ. 

Nous  donnerons  également  le  nom  d'angle  de  frottement 
à  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  au  coefllcient  de  frotte- 
ment. Si  l'on  considère,  en  chaque  point  de  contact  de  deux 
solides  qui  glissent  l'un  sur  l'autre,  la  résultante  de  la 
pression  et  du  frottement  appliqués  à  l'un  des  deux  solides, 
c'est-à-dire  l'action  totale  que  ce  solide  éprouve  de  la  part 
de  l'autre  en  ce  point,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  fait  avec  la 
normale  commune  un  angle  égal  à  l'angle  de  frottement 
correspondant;  cette  action  totale  est  d'ailleurs  dirigée  dans 
le  plan  mené  par  la  normale  commune  et  par  la  direction  du 
glissement  élémentaire  qui  a  lieu  en  ce  point  de  contact. 

§  ^55.  Iloalenieiit  de  deux  PolMe»  natarels  Pan 
sar  l^aulre*  —  Lorsque  deux  solides  naturels  arrrondis 
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roulent  l'an  sur  l'autre ,  il  se  produit  des  phéDomènes  am- 
logues  à  ceux  que  nous  venons  de  faire  connaître  dans  le 
cas  du  glissement.  Les  pressions  égales  et  contraires ,  que 
ces  deux  solides  exercent  l'un  sur  l'autre,  déterminent  pour 
chacun  d'eux  une  déformation  dans  le  voisinage  de  leurs 
points  de  contact.  Les  points  de  contact  se  déplaçant  sur 
les  deux  solides  par  suite  de  la  continuation  du  roulement, 
la  déformation  dont  il  s'agit  tend  à  disparaître  ;  maisy  ou 
bien  les  molécules  ne  reviennent  pas  exactement  à  leurs  po- 
sitions primitives ,  ou  bien  elles  y  reviennent  en  prenant  un 
mouvement  vibratoire  :  on  peut  donc  dire  encore  qœ  le 
roulement  de  deux  solides  naturels  l'un  sur  l'autre  est  ac- 
compagné d'une  perte  de  force  vive  due  aux  déplacements 
moléculaires  persistants  et  aux  vibrations  des  deux  solides. 
On  conçoit  encore  que  l'on  puisse  substituer  à  ces  phé- 
nomènes, qui  se  passent  dans  le  roulement  de  deux  corps 
l'un  sur  l'autre,  l'action  de  certaines  forces  résistantes  ca- 
pables d'occasionner  la  même  perte  de  force  vive.  Mais, 
pour  nous  rendre  un  compte  exact  de  la  manière  dont  cette 
substitution  peut  se  faire,  il  est  nécessaire  de  se  reporter  aux 
expériences  faites  par  Coulomb  pour  arriver  à  la  connais* 
sance  des  lois  de  la  rétistanee  au  raulêimmtt. 

j*  Un  corps  cylindrique  M ,  fig. 

116,  étant  posé  sur  une  surface 


^  plane  et  horizontale  H  H,  Cou- 

*/y//^/Ay//^/!v:V/^^^^^^  ^^^  ^  cherché  quelle  était  la 

^,  force  de  traction  qu'il  fallait  loi 

FI9.  lis.  appliquer  horizontalement  en  B, 

suivant  une  direction  BB' perpendiculaire  à  ses  génératrices, 
pour  déterminer  son  roulement.  11  a  trouvé  que  cette  force 
variait  proportionnellement  au  poids  P  du  cylindre ,  et  en 
raison  inverse  de  son  diamètre  D  ;  en  sorte  qu'il  a  pu  la  re- 
présenter par 
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k  éiant  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des 
surfaces  en  contact.  Une  force  de  traction  convenable ,  ap- 
pliquée an  cylindre  M  suivant  la  verticale  CC,  peut  égale- 
ment déterminer  son  roulement  dans  le  même  sens.  Cou^ 
lomb  a  trouvé  que  cette  force  varie  aussi  proportionnelle* 
ment  au  poids  du  cylindre  et  en  raison  inverse  de  son  dia- 
mètre ;  mais  que,  dans  chaque  cas,  elle  est  double  de  celle 
qui  doit  être  appliquée  suivant  BB'  pour  produire  le  même 
effet.  Ce  résultat  s'explique  facilement ,  si  Ton  observe  que 
le  mouvement  qu'on  cherche  à  faire  prendre  au  cylindre,  en 
le  tirant  suivant  BB'  ou  CC,  est  une  rotation  instantanée 
autour  d'un  axe  qui  coïucide  avec  son  arête  inférieure  A, 
ei  qu'en  conséquence  les  choses  se  passent  au  commence- 
ment du  roulement  comme  si  le  cylindre  était  assujetti  à 
tourner  autour  de  cet  axe;  de  quelque  manière  que  la  force 
de  traction  lui  soit  appliquée,  pour  vaincre  la  résistance  qui 
s'oppose  au  mouvement  dont  il  s'agit,  il  faut  que  le  moment 
de  cette  force  par  rapport  à  l'arête  A  ait  une  même  valeur  : 
donc ,  lorsque  cette  force  agit  suivant  CC,  elle  doit  être 
double  de  ce  qu'elle  est  lorsqu'elle  agit  suivant  BB',  pruisque 
la  distance  de  sa  direction  à  l'arête  A  est  deux  fois  plus  pe- 

■ 

lite  que  dans  ce  dernier  cas. 

Si  l'on  examine  de  près  ce  qui  se  passe  dans  l'expérience 
qui  vient  d'être  indiquée ,  on  verra  que  ce  n'est  pas  seule- 
ment une  force ,  mais  bien  un  couple,  que  Ton  applique  au 
cylindre  pour  vaincre  la  résistance  au  roulement.  Considé- 
rons, par  exemple,  le  cas  où  l'on  exerce  une  force  de  trac- 
tion F  suivant  CC  Tant  que  cette  force  F  n'est  pas  suffi- 
samment grande,  le  cylindre  reste  immobile j  mais  il  est 
clair  que  la  pression  totale  qu'il  exerce  sur  le  plan  HH  est 
égale  à  son  poids  P  augmenté  de  F,  et  que  par  conséquent 
il  éprouve  de  la  part  du  plan  HH  une  réaction  égale  à 
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P  +  F  dirigé  verticalemenl  et  de  bas  en  haut ,  tandis  que 
<2ptte  réaction  était  simplement  égale  à  P,  quand  la  force  K 
n*agi6sait  pas.  L*application  do  la  force  F  au  point  C,  sui- 
vant la  direction  CC,  détermine  donc  en  même  temps  Fac- 
tion d*une  autre  force  égale  à  F  agissant  en  A  verticalement 
et  de  bas  en  haut  ;  c*est-à-dire  que,  en  exerçant  la  force  de 
traction  F  sur  le  point  C,  on  applique  réellement  au  cylin- 
dre un  couple  ayant  pour  force  F  et  pour  bras  de  levier  le 
rayon  du  cylindre.  On  arrive  facilement  à  une  conséquence 
analogue,  en  considérant  le  cas  où  Fon  cherche  à  mettre  le 
cylindre  en  mouvement  au  moyen  d'une  force  appliquée  sui- 
vant BB'.  Ainsi  c'est  au  moyen  d'un  couple  qu'on  parvient  à 
vaincre  la  résistance  au  roulement ,  et  par  conséquent  on 
peut  regarder  cette  résistance  comme  étant  elle-même  un 
couple  qui  agit  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  A,  en 
sens  contraire  du  roulement  qu'on  tend  à  produire. 

La  force  de  traction  qu'il  faut  appliquer  en  B ,  pour  dé- 
terminer le  roulement  du  cvlindre,  étant  égale  à 

comme  nous  l'avons  dit,  et  par  conséquent  colle  qu'on  doit 
appliquer  on  C  pour  produire  le  mémo  oiïcl  ayant  pour 
valeur 

le  moment  du  couple  à  l'aide  duquel  on  parvient  à  vaincre 
la  résistance  au  roulement  est  exprimé  par 

P       D 

?A-  ^3  X  P  =  AP. 

On  peut  donc  dire  que  la  résisiaqce  au  roulement  est  un 
couple  dont  le  moment  a  pour  valeur  kV\  c'est-à-dire  que 
cette  résistance  est  proportionnelle  au  poids  P  du  cylindre 
et  Indépendante  do  son  dtam^lro  I). 
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Les  expériences  que  nous  venons  de  rappeier  et  d'ana- 
lyser, ne  font  connaître  que  la  résistance  qui  se  développe 
lorsque  Ton  cherche  à  faire  rouler  un  cylindre  pesant  sur 
DU  plan  sur  lequel  il  repose  ;  elles  ne  se  rapportent  en  au- 
cune manière  à  la  résistance  analogue  qui  se  développe 
lorsque  le  cylindre  est  déjà  en  mouvement  depuis  un  cer- 
tain temps ,  et  qu'il  continue  à  rouler  :  mais  on  peut  ad^ 
mettre  que,  dans  ce  second  cas,  la  résistance  au  roulement 
suit  les  mêmes  lois  que  dans  le  premier  cas.  Seulement  le 
coefficient  k  qui  entre  dans  l'expression  du  moment  de  cette 
résistance  au  roulement  devra  être  regardé  comme  n'ayant 
généralement  pas  la  même  valeur,  pour  les  mêmes  corps, 
suivant  qu'il  se  rapporte  à  la  résistance  qui  se  développe 
an  commencement  du  roulement  ou  bien  à  celle  qui  se  déve* 
loppe  pendant  le  roulement. 

D'après  cela,  loi'sque  deux  solides  naturels  rouIei*ont  l'un 
sur  l'autre,  nous  pourrons  regarder  chacun  des  deux  solides 
comme  soumis  à  l'action  d'un  couple  résistant ,  dont  le  mo^ 
ment ,  proportionnel  à  la  pression  normale  N  qu'ils  exer- 
cent Tun  sur  l'autre,  et  indépendant  de  la  courbure  de  leurs 
surfaces,  sera  exprimé  par 

AN, 
k  étant  un  coefficient  qui  dépend  uniquement  de  la  nature 
des  surfaces  des  deux  solides  dans  le  voisinage  de  leurs  points 
de  contact.  Ce  couple  résistant  sera  dirigé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  instantané  autour  duquel  s'effectuera  le 
roulement  élémentaire  absolu  ou  relatif  d'un  des  solides  sur 
l'autre,  et  dans  un  sens  tel  qu'il  tende  à  s'opposer  à  la  con-^ 
tinuation  du  roulement.  Le  couple  résistant  appliqué  à  l'un 
des  deux  solides  sera  d'ailleurs  égal  et  directement  contraire 
an  couple  résistant  appliqué  à  l'autre  solide.  Si  l'un  des  deux 
solides  reste  immobile,  et  si  la  vitesse  angulaire  de  l'autre 
solide  dans  son  roulement  instantané  sur  le  premier  est  co, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  somme^es  travaux  développés  pf  n- 

u 


119  UVI^B   IV. — »YN4l|ItttF'-    TROii&iliME   PARTIE. 

ddjill  le  lemps  J^,par  les  deux  foices  du  couple  mUtaul  ap- 
é  à  ce  seeond  solide,  a  pour  valeur 

—  ArNwrff. 

Dans  le  cas  où  les  deux  solides  sout  Tuu  et  l'autre  eu  oiou- 
vemeut ,  cette  expre^iou  représeiite  encoi*e  la  somme  des 
travaux  dus  aux  forces  des  deux  couples  i*ésistants  égaux  et 
çoJOAraire^  que  nous  i^egardous  comme  appliqués  aux  deux 
splides,  »  étant  la  vitesse  angulaire  dans  le  rouleoient  re- 
kilif  de  Tun  des  deux  solides  siu*  l'autre  ;  car  on  sait  que  la 
%é^gm^  des  travaux  dus  à  des  forces  qui  soot  deux  à  deux 
^ales  et  directement  opposées  ne  dépend  que  du  mouveineBi 
f^ifàûi  des  piQiiaLs  d'application  de  ces  forces  (§  175),  et  par 
c^séquenl ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  somuie  dts  tra- 
vaux dus  aux  forces  des  deux  couples  résistants  est  la  même 
Que  sî  le  roulement  relatif  d'un  des  deux  solides  sur  l'autre 
éi^t  un  routemeat  absolu. 

§  256.  Exenfl^ft  du  iii««veaieal  àtn  màlômm  b«I«- 
rete.  — Gliêsement  d'un  corps  peManiêwruu plan  incline, 
—  Sii  mt  corps  solide,  posé  sur  un  plan  incliné,  et  soumis  à  la 
seule  action  de  la  pesanteui*,  cède  à  celte  action  et  se  met 
à  glisser  parallèlement  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  du 
plan,  il  éprouve  de  la  part  du  plan  un  frottement  qui  agit  en 
9ens  contraira  de  son  mouvement.  Soit  m  la  masse  iu  corps, 
et  f  l'angle  que  le  plan  incliné  fait  avec  l'horizon.  Si  l'o» 
décompose  le  poids  wg  du  corps  eu  deux  composantes,  doni 
l'une  m^cosf  agisse  perpendiculairement  au  plan  ,  et  Tan- 
tre  m^sinf  agisse  parallèlement  à  ce  plan ,  m^cosf  sera 
la  pression  exercée  par  le  corps  sur  le  plan  pendant  son 
mouvement  (§  131);  et  par  suite  le  frottement  qu'il  éprouve 
de  la  part  du  plan  aura  pour  expression 

f  étant  le  coefficient  de  frottement.  Ce  frottement  agit  en 
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seiis  contraire  du  monvemeot  ^  h  par  conséquent  eu  sens 
contraire  de  la  composante  Mt^siuf  du  poids  du  corps  : 
donc  on  peut  dire  que  le  corps  se  meut  en  ligne  droite  sous 
TactiOQ  d'une  force  égale  à 

mg  sin  f  — fmg  cos  ^ . 

Cette  forc^  étant  constante,  le  mouvement  du  corps  est  uui- 
fermement  varié,  et  l'accélération  de  ce  mouvement  e%l 
égale  à 

g{ma(f—fcos(^). 

Si  nous  remplaçons  /  par  tanga,  cette  expression  devien- 
dra 

sinf© — a) 

•  y  '      ■  • 

cos  a 
donc  le  mouvement  du  corps  sera  accéléré  oh  retardé,  sui- 
vant que  l'angle  9  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tangle 
de  frottement  <x« 

Supposons  que  l'on 
fasse  remonter  le 
corps  pesant  le  loog 
de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du 
plan,  en  lui  applK- 
quantune  force  cons- 
tante F  dont  la  di- 
rection fasse  un  an- 
gle p  avec  cette  Irgnè 
de  plus  grande  pen- 
te, fig.  Ii7.  Les  projections  du  poids  mg  et  de  la  force  F 
sur  la  perpendiculaire  an  plan  auront  pour  valeurs 


FifrUl. 


mg  CO80 


FMn|3; 


ec  leur  dMéreiiee 

34. 
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mgcos(f  —  F8io(!i, 

qui  ser**)  nécessairement  positive  si  le  corps  reste  en  contact 
aYec  le  plan,  sera  la  pi*ession  normale  du  corps  sur  le  plan  : 
le  frottement  aura  donc  pour  valeur 

f{mgco8(f  —  FsinjS). 

La  projection  de  la  force  F  suivant  la  direction  du  mouve- 
ment sera  égale  à 

Fcos(5  ; 

si  Tou  en  retranche  la  projection 

m^sinçp 

du  poids  du  corps  sur  la  même  direction,  ainsi- que  le  frotte- 
ment dont  on  vient  de  trouver  l'expression ,  on  aura 

Fco8|3 — mgfàùif'^f(mgcoB^  —  Fsin^) 

pour  la  force  qui  agit  sur  le  mobile  suivant  la  direction  de 
son  mouvement  rectiligne,  et  qui  tend  constamment  à  mo- 
difier sa  vitesse.  Cette  force  étant  constante,  il  s'ensuit  que 
le  mouvement  du  coips  est  uniformément  varié.  Son  mou- 
vement sera  uniforme,  si  l'on  a 

FçosjS  —  mjfsin^— /(m^cos^  —  FsinP)  =o, 

d*où  Ton  tire 

8inqp+/cos9  sin  (ç-ha) 

F=ma  — 7 :: — ^  =  mg ^ , 

cos(3-|-/8inp  008  ([b— a) 

a  étant  l'angle  de  frottement.  On  voit ,  par  ce  dernier  résul- 
tat, que  la  force  F ,  capable  de  faire  remonter  uniformément 
le  corps  sur  le  plan,  varie  de  grandeur  avec  l'angle  (3  que 
sa  direction  fait  avec  le  plan  ;  cette  force  F  est  un  minimum 
lorsque  (3  =  «.  C'est  ce  qu'on  peut  reconnaître  facilement 
par  des  considérations  géométriques,  si  l'on  remarque  que 
la  réaction  totale  du  plan  sur  le  corps  (résultante  de  la  pn^s- 
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&ion  et  du  frottement)  est  dirigée  suivant  une  ligne  MR' 
faisant  Tangle  a  avec  la  normale  MN'  (§  25^i),  et  qu'eu 
conséquence,  pour  que  la  vitesse  du  cotps  ne  change  pas, 
il  faut  que  la  résultante  des  forces  F  et  tng  soit  égale  et  di^ 
rectement  opposée  à  cette  réaction  totale;  en  sorte  que,  si 
I*ou  mène  par  Textrémité  P  de  la  droite  qui  i^présente  la 
force  mg  une  ligne  PS  parallèle  à  la  direction  de  F,  jnsqu'à 
la  rencontre  de  MR  prolongement  de  MR',  la  longueur  PS 
fera  connaître  la  grandeur  de  la  foi'ce  F  :  donc,  pour  que  F 
soit  un  minimum,  il' faut  que  la  parallèle  à  sa  direction 
menée  du  point  P  à  la  ligne  MR  soit  la  perpendiculaire  PU 
abaissée  de  P  sur  MR ,  et  par  suite  il  faut  que  cette  direction 
de  F,  perpendiculaire  à  MR ,  fasse  avec  le  plan  un  angle  (3 
égal  à  a. 

§  257.  Mouvement  d'une,  bille  de  billards  —  Cher- 
chons à  nous  rendre  compte  des  circonstances  que  présente 
le  mouvement  d'une  bille  sur  un  billard,  en  supposant  que 
cette  bille  ait  été  animée  tout  d'abord  d'un  mouvement  de 
translation  et  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  son 
centre,  et  que  l'axe  de  la  rotation  initiale  soit  dirigé  per- 
pendiculairement au  plan  vertical  mené  par  la  direction 
de  la  vitesse  initiale  de  son  centre.  Il  est  aisé  de  voir 
d'abord  que,  en  raison  de  la  symétrie,  le  centre  de  la  bille 
ne  sortira  pas  du  plan  vertical  dont  on  vient  de  parler, 
et  que  par  conséquent  ce  point  se  mouvra  en  ligne  droite, 
suivant  la  direction  de  la  vitesse  qu'il  avait  au  commence- 
ment du  mouvement;  de  plus,  par  la  même  raison,  l'axe  de 
rotation  de  la  bille,  dans  son  mouvement  autour  de  son 

centre,  restera  toujours  parallèle 
à  sa  direction  primitive.  Si  les 
sens  de  la  translation  et  de  la  ro- 
tation initiales  de  la  bille  sont  ceux 
Fi».  i«.  qu'indiquent  les  flèches  cî-contre, 

fig,  11b,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  se  développe  au  point  A  un 
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frotteflMot  dirigé  en  sens  cootraire  du  iiKMnrenienl  de  tnm^ 
latioR.  Ce  frottement ,  égal  kfiAg,  si  M  est  la  nuisse  de  la 
bille ,  tend  à  ralentir  à  la  fois  le  mouvemeat  du  centre  C ,  et 
le  mouvement  de  rotation  antew  de  ce  point  ;  eo  sorte  qve^  si 
Ton  désigne  par  v  la  vitesse  du  point  C,  et  par  a»  In  vitesse 
angulaire  de  la. bille  dans  sa  rotation  aatour  de  ce  ^lat , 
on  anra 

R  étant  le  rayon  de  la  bille ,  et  Imr'  sou  moment  d'inertie 
pris  par  rapport  à  «n  de  ses  diamètres.  Or,  on  sait  (§  2SS) 
qne  Ton  a  dans  ce  cas 

2tiir»  =  M.  |R»: 

la  valeur  de  •--  se  réduit  donc  à 

dt 

dt  ^R' 

£ii  intégrant,  ou  trouve 

v  —  Vo  —  fgt,      w=&)o— ï"~  r» 

Vo  et  ci)o  étant  les  valeui*s  initiales  de  v  et  ai.  La  vitesse  r 
du  centre  de  la  biUe,  et  sa  vitesse  angulaire  co  autour  de  ce 
point,  vont  continuellement  en  diminuant.  Bientôt  une  de 
CCS  deuic  quantités  devient  égale  à  zéro;  comme  le  glisse- 
ment de  la  bille  sur  le  billard  ne  cesse  pas  encore  d'exister 
a  cet  instant,  cette  quantité  qui  s'est  amiulée  la  première 
devient  négative,  et  augmente  dès  lors  de  plus  en  plus  en 
valeur  absolue,  pendant  que  l'autre  quantité  continue  a  dé- 
croître :  il  arrive  donc ,  au  bout  de  quelque  temps ,  que 

l'on  a 

»H-Rci>=o. 

A  l'instant  où  cette  condition  est  remplie ,  le  point  le  plus 
bas  de  ta  bille  est  animé  à  la  fois  de  deux  vitesses  égales  et 
vontrajres;  ce  point  a  doue  «ne  vitesse  absolue  nulle,  et  par 
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conséquent,  il  cesse  d\  «voir  glissement  de  \n  Mtic  «nr  te 
billard;  dès  lors  le  frottement  n'agit  plus,  la  bitte rottle  sur 
le  billiard,  et  ce  roulement  s'effectue  ufiifoitiiément ,  si  tou- 
tefois on  néglige  ta  t^ésistancé  au  roulement  dont  l'effet  coih 
siste  à  diminuer  peu  à  peu  la  vitesse  de  la  bille  dans  cette 
dernière  partie  de  «on  monvemcnt. 

D'après  cela,  si  nous  nous  reportons  aux  valeurs  de  r  et  «> 
en  fonction  de  I,  c'est  lorsque  l'on  aura 

qne  la  bille  cessera  de  glisser  pour  commencera  rouler.  Cette 
valeur  de  t  est  comprise  entre  les  valeurs 

pour  lesquelles  ou  a  17  =  0  ou  Gt)=-o.  Sâ^  est  plus  grand 

que  I  -^^  w  s'annulera  avant  v^  et  le  roulement  qui  suc- 

cédeim  au  glissement,  se  fera  dans  le  sens  de  la  vitesse  ««. 

Si,  au  contraire,  j-  est  plus  petit  que  |  -j^ ,  n  s'annulera 

avant  tù^  et  la  bille  roulera  en  revenant  vers  son  point  de 

départ.  Enfin ,  si  j-  est  égal  à  \  -j^ ,  t^  et  o)  s'annnleroat 

en  môme  temps,  et  la  bille,  au  lieu  de  rouler  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre,  restera  immobile  sur  le  billard. 

Dans  le  cas  général,  où  l'axe  autour  duquel  s'effectue  la 
rotation  initiale  de  la  bille  u'est  pas  perpendiculaire  à  la  di- 
rection du  mouvement  de  son  centre,  le  frottement  qu'elle 
éprouve  change  à  chaque  instant  la  direction  de  ce  dei'iiter 
mouvement,  c'est-à-dire  que  la  bille  se  meut  en  ligne  couril>e. 
C'est  ainsi  qu'on  peut  se  rendre  compte  des  effhis  que  l'on 
produit  au  jeu  de  billard,  en  donnant  à  une  bille,  à  la  fois 
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tenieiit,  est  égaie  au  produit  de  Tinteusité  de  chacune  d  elles 
pSiV  le  glissement  élémentaire  des  deux  solides  (§  175). 

Loi*sque  deux  solides  natui^'ls  glissent  Tuu  sur  Tautre  en 
se  touchant  par  plusieurs  points  isolés ,  et  même  par  un 
très-grand  nombre  de  points  répartis  le  long  d*une  ligne  oa 
dans  toute  retendue  d'une  certaine  surface,  on  peut  dire 
pour  chacun  de  leurs  points  de  contact  ce  que  nous  venons 
de  dire  pour  leur  point  de  contact  unique ,  dans  le  cas  où  il 
n*y  en  a  qu'un.  On  peut  considérer,  à  chacun  de  ces  points 
de  contact,  deux  forces  de  frottement  égales  et  de  sens  con- 
traire ,  appliquées  Tune  à  un  des  deux  solides  et  Tautrc  à 
Tantre  solide ,  et  ayant  même  direction  que  le  glissement 
élémentaire  des  deux  solides  au  point  dont  il  s*agit. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  solides  qui  glissent 
Tun  sur  Tantre  se  touchent  par  une  face  plane,  et  où  leur 
mouvement  pendant  un  élément  de  temps  est  un  mouvement 
de  translation  ,  dont  la  direction  est  nécessairement  paral- 
lèle à  la  face  plane  de  contact,  il  est  aisé  de  voir  que  toutes 
les  forces  de  frottement  appliquées  à  Tun  de  ces  solides  sont 
parallèles  entre  elles  et  dirigées  dans  le  même  sens  ;  ces 
forces  peuvent  donc  être  remplacées  par  une  force  unique 
égale  à  leur  somme,  et  dirigée  comme  elles  suivant  la  direc- 
tion du  glissement  élémentaire  des  deux  solides.  Dans  ce 
cas,  on  peut  regarder  les  deux  solides  comme  étant  soumis 
chacun  à  une  seule  force  de  frottement,  dont  l'intensité 
constituera  le  frottement  total  des  deux  solides  l'un  sur 
l'autre.  Ces  deux  forces  de  frottement  sont  d'ailleurs  dans  le 
même  cas  que  celles  qui  correspondent  à  chaque  point  de 
contact  pris  séparément  ;  leurs  travaux  pendant  un  élément 
de  temps  quelconque  s'évaluent  conforméiinent  à  ce  que  nous 
avons  dit  il  n'y  a  qu'un  instant. 

Des  expériences,  faites  dans  le  cas  particulier  dont  nous 
venons  de  parler,  ont  fait  connaître  les  lois  du  frolleroent 
pendant  le  mouvement.  En  faisant  varier  l'étendue  de  h 
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face  plane  par  laquelle  les  deux  solides  se  touchent,  la  pres- 
sion totale  que  chacun  de  ces  deux  solides  exerce  sur  l'autre 
suivant  la  perpendiculaire  à  cette  face  de  contact,  et  la 
Tîtesse  du  glissement ,  on  a  trouvé  que  :  i""  le  fi*otteAient 
est  proportionnel  à  la  pression  -,  2*"  il  est  indépendant  de 
retendue  des  surfaces  frottantes;  3°  il  est  aussi  indépendant 
de  la  vitesse  de  glissement  des  deux  solides.  Les  deux  pre- 
mières de  ces  trois  lois  sont  exactement  les  mêmes  que 
celles  qui  se  rapportent  au  frottement  au  départ  (§  202). 

Il  est  naturel  de  regarder  le  frottement  qui  se  développe 
en  chaque  point  de  contact  de  denx  solides  qui  glissent  Tun 
sur  l'autre  comme  siUisfaisant  aux  lois  qui  viennent  d'être 
énoncées,  à  Fexception  toutefois  de  la  seconde,  qui  n'a  plus 
de  sens  quand  il  ne  s'agit  que  d'un  seul  point  de  contact. 

Nous  désignerons  toujours  le  rapport  du  frottement  à  la 
pression  sons  le  nom  de  coefficient  de  frottement.  Ce  rap- 
poit  dépend  uniquement  de  la  nature  des  surfaces  des  corps 
qui  glissent  l'un  sur  l'autre.  L'expérience  montre  que,  pour 
les  mêmes  corps,  la  valeur  de  ce  rapport  qui  correspond  au 
frottement  pendant  le  mouvement  est  généralement  plus 
petite  que  celle  qui  correspond  au  frottement  au  départ. 

Nous  donnerons  également  le  nom  &angle  de  frottement 
h  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  au  coefficient  de  frotte- 
ment. Si  l'on  considère,  en  chaque  point  de  contact  de  deux 
solides  qui  glissent  l'un  sur  l'autre,  la  résultante  de  la 
pression  et  du  frottement  appliqués  à  l'un  des  deux  solides, 
c'est*à'dire  l'action  totale  que  ce  solide  éprouve  de  la  part 
de  l'autre  en  ce  point,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  fait  avec  la 
normale  commune  un  angle  égal  à  l'angle  de  frottement 
correspondant;  cette  action  totale  est  d'ailleurs  dirigée  dans 
le  pian  mené  par  la  normale  commune  et  par  la  direction  du 
glissement  élémentaire  qui  a  lieu  en  ce  point  de  contact. 

§  9^5.  lloaleaieMt  de  deux  Millden  naturels  l'un 
Mir  Paulre.  —  Lorsque  deux  solides  naturels  arrrondis 
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Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  négligé  la  résisUinco  au 
roulement  à  laquelle  le  cylindre  est  soumis  pendant  qu'il 
roule  sur  le  plan.  Voici  comment  on  pourrait  en  tenir 
compte.  Cette  résistance  au  roulement,  que  nous  pouvons 
assimiler  à  un  couple  (§  255),  n'inHue  pas  directement  sur 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  cylindre  ;  en  sorte  que, 
si  la  réaction  langenlielle  du  plan  sur  le  cylindre  <*st  tou- 
jours désignée  par  F,  on  aura  encore 

dv  .  F 

Pour  trouver  l'cquation  du  mouvement  de  roUtion  du  cylin- 
dre autour  de  son  axe,  nous  observerons  que  le  moment  du 
couple  dont  il  vient  d'être  question  peut  être  représenté  par 
AM«?cos<p,  k  étant  une  quantité  qui  dépend  uniquement  de 
la  nature  des  surfaces  qui  se  touchent  ;  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  l'axe  du  cylindre 
est  donc  égale  à 

FR  — ArMjTCOS^  : 

et  par  suite  on  a 

rfû,       FR-^Mgcosy  ^  2F  __  ^Aycosy 

71  ^  1^  ^^^  ^' 

En  exprimant  ensuite  que  v  est  égal  à  Rw,  on  trouve  pour 


F  la  valeur 


Mtf      .  î*         V 

F=  Y  ( si" î  + -j{- c«8? ) î 


et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  cette  valeur  de  F, 
on  peut  déterminer  complètement  v  et  w.  Ou  voit  que,  si  la 
résistance  au  roulement  n'agit  pas  directement  pour  modi- 
fier le  mouventcnt  du  centre  de  gravité,  elle  n'en  loftae  pas 
moins  sur  ce  mouvement  en  raisoB  de  l'augmenutioa  qu'elle 
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Tait  subir  à  Ja  réaelioii  taiigeutielle  F  du  plan  sur  ie  cy- 

lîudre. 

« 

On  voit  que,  loi'squ'un  cylindre  roule  sur  un  plan  hu^liiié, 
dans  les  circonstances  que  nous  venons  d'indiquer,  raccélé- 
ration  du  mouvement  de  son  centre  de  gravité  est  plus 
petite  que  celle  du  mouvement  d*un  point  matériel  pesant , 
qui  glisserait  le  long  de  ce  plan  sans  en  éprouver  de  frotte- 
ment j  et  cela  lors  même  que  Ton  ne  tient  pas  compte  de  la 
résistance  au  roulement.  Cela  tient  à  ce  que  la  pesanteur 
détermine  en  même  temps  le  mouvement  de  translation  du 
cylindre  le  long  du  plan,  et  son  mouvement  de  rotation  sur 
lui-même.  Le  travail  développé  par  la  pesanteur,  pendant 
i|ae  le  cenlre  de  gravité  dm  cylindre  deacead  d'une  certaine 
liauteur,  doit  produire  non-seiileHiieni  raccroisseueiU  de 
de  force  vive  de  la  masse  entière  du  corps  supposé  cob- 
centré  k  soii  centre  de  gravité,  mais  enooi^  raccroissenettt 
de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  mouvement  autour  de  son 
de  gnavité  (S§  n%  et  2$B), 


-•oc- 
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§    259.    EqaatloBs    dlMTeatlelle»    du    ■i#aveBieMt 

llaldeff.  —  Lorsqu'un  fluide  est  en  mouvement  sous 
l'action  de  diverses  forces,  on  peut  lui  étendre  la  notion  que 
nous  avons  acquise  relativement  à  la  pression  en  un  point 
quelconque  d'une  masse  fluide  en  équilibre  (S  212).  Otte 
notion  repose  essentiellement,  il  est  vrai,  sur  l'hypothèse  de 
la  fluidité  parfaite,  hypothèse  qui  ne  peut  pas  être  admise 
complètement,  quand  il  s'agit  d'un  fluide  en  mouvement;  eu 
eflet  l'expérience  prouve  qu'il  se  développe  un  certain  frot- 
tement dans  le  glissement  des  diverses  parties  d'un  fluide 
les  unes  sur  les  autres,  et  que  ce  frottement  est  d'autaut 
plus  grand  que  la  vitesse  de  glissement  est  elle-même  plus 
grande  :  mais  on  peut  regarder  les  choses  comme  se  passant 
de  la  même  manière  que  s'il  s'agissait  d'un  fluide  parfait,  et 
que  le  frottement  qui  se  développe  en  réalité  fut  une  foi*ce 
extérieure  appliquée  aux  diverses  molécules  de  ce  fluide 
parfait. 

D'après  cela,  on  voit  que  l'on  peut  distinguer,  en  chaque 
point  de  l'espace  occupé  par  un  fluide  en  mouvement,  et  à 
un  instant  quelconque  :  1''  la  pression  qui  a  lieu  en  ce  point, 
2""  la  masse  spécifique  du  fluide  au  même  point,  S^  enfin  la 
vitesse  de  la  molécule  qui  y  est  située.  Si  l'on  rapporte  le^ 
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positions  des  divers  poiiils  du  fluide  à  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires ,  la  connaissance  complète  de  la  vitesse  dont 
il  vient  d*ètre  question  suppose  celle  de  ses  trois  compo* 
sautes  UjUij  u^j^  parallèles  aux  axes  des  or,  des  y  et  des  z  ;  de 
sorte  quVn  y  joignant  la  pression  p  et  la  masse  spécifique  p, 
cela  fait  cinq  quantités  dont  on  doit  connaîti*e  les  valeurs, 
pour  que  le  mouvement  du  fluide  soit  connu.  Ces  cinq 
quantités,  considérées  ponr  un  môme  point  de  Tespace,  va- 
rient en  général  avec  le  temps  /;  d*ailleurs,  à  un'méme  ins- 
tant, elles  varient  aussi  quand  on  passe  d*un  point  de  l'es- 
pace à  un  autre  point,  c'est-à-dire  quand  on  fait  varier  les 
coordonnées  or,  y,  z  du  point  auquel  elles  se  rapportent  :  ce 
sont  donc  des  fonctions  de  t,  or,  y,  z.  Nous  allons  établir  les 
équations  différentielles  qui  peitvent  servir  à  déterminer  ces 
cinq  fonctions  inconnues. 

D*après  le  théorème  de  d'Alembert,  pour  trouver  les  équa- 
tions du  mouvement  d*un  système  matériel  quelconque ,  on 
peut  exprimer  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  qui  lui  sont 
appliquées  et  les  forces  d'inertie  de  ses  différents  points. 
Nous  pouvons  donc  ici  nous  appuyer  sur  la  théorie  de  Té- 
qnilibre  des  fluides,  pour  établir  les  équations  que  nous  cher- 
rhons.Considérons  en  particulier  une  molécule  située  au  point 
dont  les  coordonnées  sontjr,  y,  z;  désignons  par  /,  j'ij/i, 
les  projections  de  son  accélération  totale  sur  les  trois  axes, 
et  par  X,  Y,  Z  les  trois  projections  de  Taccélération  totale 
que  lui  communiquerait  la  résultante  des  forces  extérieures 
auxquelles  elle  est  soumise,  si  elle  était  libre.  Nous  devons 
exprimer  que  Téquation  différentielle  (^b)  du  §  21/i  est  sa- 
tisfaite quand  on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  X  — j,  Y  — ji, 
Z  —  j'i  ;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  fonction  p 
satisfait  aux  trois  équations 

Ren^arquons  maintenant  que,  pendant  le  tem   ps     « .   , 
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coordoiittées  »,  y,»  àt  b  inolécuto  ^e  iuhis  coosîdérws 
»'R€croi$seut  de  udt,  u^dij  u%dt\  et  que  par  coa^neot  Tac- 
croisement  qu'éprouve  la  composaDte  u  de  sa  vilesse  a  pour 
valeur 

du  ,    ,  du     .    ^  du      j    .  du      , 

on  aura  donc  pour  la  composante  j  de  raccélératloii  toiak 
de  cette  molécule 

du  du    .         du  ^        du 

Si  Ton  détermine  de  même  les  valeurs  de  j\ ,  et  y^,  et  que  l'on 
substitue  les  résulta^  ainsi  obtenus  dans  les  équations  dif- 
férentielles précédentes,  on  trouvera 

i  dp       ^        du  du  du  du 

p  dx  dt  dz  dy  dz^ 

i  dp      ^      (ùii         dui  dui  dui     I  ,  V 

i  dp dui         du2  du^  du^ 

p  dz  dt  dx  dy  dz  ' 

Nous  avons  donc  déjà  trois  équations  auxquelles  doivwt 
latisfairc  nos  cinq  fonctions  inconnues  /»,  p,  u,  u^  ¥2. 
Voyous  comment  nous  pourrons  en  trouver  deux  auti^es. 

Nous  observerons  d'abord  que  la  masse  spécifique  p  est 
néceâsaireoieot  liée  aux  vitesses  u,  Uv^  u%  des  diverses  010-^ 
lécules ,  indépendamment  de  toute  cousidératiou  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées.  Eueflèt,  si  Ton  connaissait  u,  Mi>«h» 
en  fonction  de  »,  y,  z,  et  i,  le  mouvement  de  la  masse  fluide 
serait  complètement  connu  ;  on  pourrait  savoir  où  sont  si- 
tuées à  un  instant  quekonque  les  diverses  molécules  qui 
occupaient  primitivement  des  positions  données  ;  on  pooi^ 
rait  savoir  en  particulier  quelles  sont  les  molécules  qui  se 
trouvent  à  cet  instant  à  llntérieur  d'un  élément  quelconque 
de  volume,  et  par  conséquent  quelle  est  la  masse  totale  du 
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fluide  eoiiteiiii  dans  cet  élément  :  donc  on  pourrait  en 
conclure  la  valeur  de  la  niasse  spécifique  du  fluide  relative 
au  point  de  l'espace  où  cet  élément  de  volume  est  placé.  Pour 
trouver  la  relation  qui  existe  entre  t/^  UijUQj  etp,  considérons 
le  fluide  contenu  au  bout  du  temps  i ,  dans  un  parallélépi- 
pède rectangle  dont  les  arêtes^  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés, aient  pour  valeurs  les  quantités  infiniment  petites 
^,  7],  Ç  ;  voyons  ce  qu'est  devenu  ce  fluide  à  la  fin  du  temps 
/  4-  dtj  en  vertu  du  déplacement  de  ses  diverses  molécules, 
et  exprimons  que  sa  masse  est  la  même  dans  les  deux  cas. 
Il  est  aisé  de  voir  que  le  fluide  dont  il  s'agit ,  aflectant  la 
forme  d'un  parallélipipède  rectangle  à  la  fin  du  temps  t, 
pourra  être  regardé  comme  ayant  encore  la  foi'me  d'un  pa- 
rallélipipède à  la  fin  du  temps  t  -\-  dt-,  que,  les  arêtes  de  ce 
nouveau  parallélipipède  faisant  entre  elles  des  angles  dont 
chacun  difiere  infiniment  peu  d'un  angle  droit,  son  volume 
ne  diffère  du  produit  de  ses  trois  arêtes  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à  lui-même, 
en  sorte  qu'on  peut  le  considérer  comme  étant  égal  à  ce 
produit  'y  enfin  que,  par  une  raison  semblable ,  chacune  des 
aràtes  du  nouveau  parallélipipède  peut  être  regardée  comme 
égale  à  sa  projection  sur  l'axe. coordonné  avec  lequel  elle 
fait  un  angle  infiniment  petit.  Désignons  par  ^,  y,  z  les 
coordonnées  du  sommet  du  parallélipipède  primitif  qui  est 
le  plus  voisin  de  l'origine  des  coordonnées  ;  de  sorte  que  les 
coordonnées  du  sommet  opposé  soient  a^-ï-l^y-^-my  z+Z^ 
Pendant  le  temps  dij  x  s'accroit  de  udt  ;  or  +  g  s'accrott 

donc  de  (w4-  ?  T-)  «^',  et  par  suite  l'arête  du  parallélipi- 
pède qui  était  parallèle  à  l'axe  des  or  à  la  fin  du  temps  / ,  et 
qui  avait  pour  valeur  \  s'accrott  de  \  ^  dt.  Le  volume  du 
parallélipipède  dont  il  s'agit  devient  donc  égal  à 
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î(.+g*),.(.+^.,).  «(,+». 

à  la  fin  du  temps  i  +  dt.  Si  nous  miihîpKons  le  volume  pri- 
mitif £77  Ç  de  ce  parallélipipède  par  la  masse  spécifique  p 
qui  correspond  au  temps  /  et  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y,  2,  nous  aurons  la  masse  du  fluide  renfermé  dans 
ce  volume  à  la  fin  du  temps  /.  En  multipliant  de  même  le 
nouveau  volume  dont  nous  venons  de  trouver  Texpression, 
par  ce  que  devient  p  loi^qu'on  y  fait  croître  i  de  rf/,  x  de 
udt,  y  de  Uirf/,  et  z  de  uidtj  c'est-.Vdire  par 

■   '        dt  ax  dy  dz 

on  aui*a  la  masse  du  même  fluide  considéré  à  la  fin  du  temps 
/  +  di.  Ces  deux  masses  devant  être  égales,  on  en  conclut 
facilement  la  relation 

(du      dui       dui\       dp    ^      dp    ,       dp    .        dp 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme  plus  simple 

dt        dx         dy  dz 

Outre  cette  équation  (Ji)y  nous  pouvons  en  trouver  une  autre 
qui  nous  sera  fournie  par  la  nature  du  fluide.  S*il  s'agit  d'un 
fluide  incompressible ,  homogène  ou  hétérogène ,  la  masse 
spécifique  d'une  portion  infiniment  petite  -quelconque  dn 
fluide  restera  toujours  la  même ,  de  quelque  manière  que 
cette  portion  du  fluide  se  déplace  :  donc,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  aura 

dt  dx  dy  dz 

et  par  suite  l'équation  (h)  se  réduira  à 
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du       dui       du2 

dx       dy        dz         * 

S^l  s'a^t  d*iin  flnide  éiaMique,  auquel  la  loi  de  Mariotte  soit 
applicable,  on  aura 

k  étant  un  coefficient  constant.  En  général,  la  connaissance 
de  la  nature  du  flnide  fournira  une  relation  entre  la  masse 
spécifique  p  et  la  pression  p  que  cette  masse  spécifique  per 
met  au  fluide  de  supporter,  et  cette  relation,  dont  les  deux 
exemples  que  nous  venons  de  citer  (p  =  constante ,  />  =  A  p; 
ne  sont  que  des  cas  pai*ticuliers,  étant  jointe  aux  équations 
(a),  (ift) ,  complétera  le  système  d*équatîons  nécessaires 
pour  déterminer  les  inconnues  p,  p,  u,  Ut,  ui,  eu  fonction 
de  t,  X,  y,  z. 

L'intégration  de  ces  équations  différentielles  introduira 
des  fonctions  arbitraires  qui  devront  être  déterminées  d'a- 
pi*ès  les  circonstances  initiales  du  mouvement,  et  aussi  d'a- 
près les  conditions  dans  lesquelles  se  trouve  la  surface  du 
fluide  considéré,  qui  petit  se  mouvoir  le  long  de  parois  fixes, 
ou  bien  éprouver  sur  sa  surface  libre  des  pressions  cons- 
tantes ou  variables,  suivant  des  lois  données. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  les  qtiatre  théo- 
rèmes généraux  démontrés  dans  le  premier  chapitre  de  ce 
livre  sont  applicables  au  mouvement  d'une  masse  fluide 
quelconque;  et  que,  toutes  les  fois  que  leur  application 
pourra  suffire  pour  arriver  aux  résultats  que  l'on  cherche, 
on  devra  s'en  contenter,  sans  recourir  aux  équations  diflë- 
rentielles  qui  viennent  d'être  établies. 

§  260.  M^^ttveineat  pernanent  d'an  fluide.  —  Lors  - 
que  le  mouvement  d'un  fluide  est  tel  que,  pour  chaque  point 
de  l'espace  dans  lequel  le  fluide  se  meut ,  les  cinq  quanti- 
tés p,  p,  f/,  utyV7\  conservent  constamment  les  mêmes  va- 
leurs, ces  qtiantîtés  ne  changeant  que  quand  on  passe  d'un 
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point  à  un  autre  de  Tespace  dont  il  s'agit,  on  dit  que  le 
mouvement  du  fluide  est  permanent.  Pour  donner  un 
exemple  de  ce  genre  de  mouvement,  on  peut  citer  Je  mouve- 
ment des  eaux  dans  les  fleuves  et  les  rivières  j  les  circons- 
tances qui  caractérisent  le  mouvement  permanent  s*y  trouvent 
u  très-peu  près  réalisées.  Dans  un  pareil  mouvement,  chaque 
molécule  ne  conserve  pas  nécessairement  la  mémo  vitesse  ; 
mais  les  diverses  molécules  qui  viennent  successivement 
passer  par  un  même  point  de  Tespace  y  prennent  des  vi- 
tesses de  même  grandeur  et  de  même  direction.  Il  est  aisé 
de  voir  que  toutes  les  molécules  qui  viennent  ainsi  passer 
par  un  mémo  point  de  Tespace  se  suivent  constamment ,  et 
parcourent  toutes  la  même  trajectoire  ;  Tensemble  de  ces 
molécules,  réparties  le  long  de  leur  trajectoire  commune, 
constitue  ce  qu'on  nomme  un  filet  du  fluide  en  mouvement. 

D'après  la  définition  même  du  mouvement  permanent,  les 
dérivées  partielles  des  quantités  p,  p,  ti,  ui,  utj  prises  par 
rapport  à  t^  sont  toutes  nulles.  Ces  cinq  quantités  ne  sont 
fonction  que  des  trois  variables  indépendantes  ;r>  y,  z.  Il  en 
résulte  une  simplification  notable  dans  les  équations  qui 
servent  à  les  déterminer. 

§  261.  Ecoaleneiit  permanent  d^an  liquide  pesant 
par  un  erlflee.  —  Supposons  qu'un  vase  renferme  un  li- 
quide pesant ,  et  qu'uu  orifice  de  petites  dimensions  soit 
pratiqué  dans  la  paroi  du  vase,  de  telle  sorte  que  le  liquide 
puisse  s*écouler  en  le  traversant.  A  partir  de  Tinstant  où  Té- 
coulement  commence,  le  liquide  sort  a^vec  une  vitesse  qui 
crott  assez  rapidement;  bientôt  cette  vitesse  d'écoulement 
cesse  d'augmenter,  et  si  le  niveau  du  liquide  est  entretenu 
constant  dans  le  vase,  par  un  moyen  quelconque,  le  mouve- 
ment devient  permanent.  Nous  allons  nous  proposer  de  dé- 
terminer la  vitesse  avec  laquelle  le  liquide  sort  du  vase, 
lorsque  la  permanence  du  mouvement  a  été  ainsi  établie. 

Nous  admettrons  que  rorifice  est  percé  dans  une  paroi 
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sans  épaisseur,  pour  ne  pas  avoir  à  tenir  compte  de  Tin- 
fluence  que  la  surface  intérieure  d^un  orîGce  pratiqué  dans 
une  paroi  épaisse  peut  exercer  sur  l'écoulement  du  liquide  ; 
nous  admettrons^  eu  outre,  que  les  molécules  liquides  tra- 
▼ersent  l'orifice  avec  des  vitesses  égaies,  dirigées  toutes  per- 
pendiculairement au  plan  de  Torifice  ;  enfin  nous  suppose- 
rons que  la  surface  libre  du  liquide  dans  le  vase  a  une  étendue 
très-grande  par  rapport  à  celle  de  Torifice  d'écoulement,  de 
sorte  que  le  mouvement  descendant  des  molécules  qui  se 
trouvent  près  de  cette  surface  libre  à  un  instant  quelconque 
s'efTectue  avec  une  vitesse  très-petite. 

Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du 
liquide  pendant  un  élément  de  temps  di.  Si  nous  désignons 
par  u  la  vitesse  avec  laquelle  les  diverses  molécules  traver- 
sent l'orifice  de  sortie,  par  ta  Taire  de  cet  orifice,  et  par  p  la 
masse  spécifique  du  liquide,  nous  aurons  (ùudt  pour  l'ex- 
pression du  volume  de  liquide  sorti  pendant  le  temps  dt ,  et 
par  conséquent  ptùudt  pour  l'expression  de  sa  masse. 
Considérons  le  liquide  qui  était  contenu  dans  le  vase  au 
commencement  du  temps  dtj  entre  la  surface  libre*  à  laquelle 
il  se  termine  vers  le  haut  et  le  plan  de  l'orifice  de  sortie  ;  et 
voyons  ce  qu'est  devenu  ce  liquide  à  la  fin  du  temps  di. 
Pendant  le  temps  infiniment  petit  dont  il  s'agit,  un  volume 
omdt  de  liquide  ti'averse  l'orifice  ;  en  même  temps  les  mo- 
lécules qui  étaient  d'abord  sur  la  surface  libre  s'abaissent  de 
manière  à  parcourir  dans  leur  ensemble  un  espace  ayant  , 
également  pour  volume  (M>udt^  puisque  le  volume  total  du 
liquide  que  nous  considérons  ne  change  pas.  Si  nous  com- 
parons les  conditions  dans  lesquelles  se  trouve  be  liquide  au 
commencement  et  à  la  fin  du  temps  dt^  nous  verrons  qu'à 
ces  deux  instants  il  se  compose  d'une  partie  commune, 
romprise  entre  le  plan  de  l'orifice  et  la  surface  sur  laquelle 
sont  venues  se  placer  à  la  fin  du  temps  dt  les  molécules  qUi 
étaient  sur  la  sniface  libre  au  commencement  de  ce  temps  ; 

35. 
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Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  négligé  la  résistance  au 
roulement  à  laquelle  le  cylindre  est  soumis  pendant  qu'il 
roule  sur  le  plan.  Yoîci  comment  on  pourrait  en  tenir 
compte.  Cette  résistance  au  roulement,  que  nous  pouvons 
assimiler  à  un  couple  (§  255),  ninflue'pas  directement  sur 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  cylindre  ;  en  sorte  que, 
si  la  réaction  langentielle  da  plan  sur  le  cylindre  est  tou- 
joui-s  désignée  par  F,  on  aura  encore 

dv  .  F 

Pour  trouver  Téquation  du  mouvement  de  rotation  du  cyiin- 
dre  autour  de  son  axe,  nous  observerons  que  le  moment  du 
couple  dont  il  vient  d'être  question  peut  être  représenté  par 
kMg  cos<fj  k  étant  une  quantité  qui  dépend  uniquement  de 
la  nature  des  surfaces  qui  se  touchent  ;  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  extérieures  par  rapport  à  Taxe  du  cylindre 
est  donc  égale  à 

FR  —  A'M^cosç  : 
et  par  suite  on  a 

rfco_  FR— A:MsfCosç_  2JF  _  2 /rycosy 
Tt  1^  MR  R* 

£n  exprimant  ensuite  que  v  est  égal  à  R&>,  on  trouve  pour 
F  la  valeur 

*  =  -y  (sui(j>-|--^co8(j)); 

et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  cette  valeur  de  F, 
on  peut  déterminer  complètement  v  et  o).  On  voit  que,  si  la 
résistance  au  roulement  n*agit  pas  directement  pour  modi- 
fier le  mouvement  du  centre  de  gravité,  elle  n*en  influe  pas 
moins  sur  ce  mouvement  «n  raison  de  Taugmentation  qu'elle 
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fait  subir  à  la  réacUon  tangeulîelle  F  du  plan  sur  le  cy- 

luidre. 

« 

On  voit  que,  loi*squ'un  cylindre  roule  sur  un  plan  incliné, 
dans  les  circonstances  que  nous  venons  d'indiquer,  raccélé- 
ration  du  mouvement  de  son  centre  de  gravité  est  plus 
petite  que  celle  du  mouvement  d*un  point  matériel  pesant , 
qui  glisserait  le  long  de  ce  plan  sans  en  éprouver  de  frotte- 
ment ,  et  cela  lors  même  que  Ton  ne  tient  pas  compte  de  la 
résistance  au  roulement.  Cela  tient  à  ce  que  la  pesanteur 
détermine  en  même  temps  le  monvement  de  translation  du 
cylindre  le  long  du  plan,  et  son  mouvement  de  rotation  sur 
lui-même.  Le  travail  développé  par  la  pesanteur,  pendant 
qoe  le  cealre  de  gravité  dH  cylindre  deseead  d*une  certaine 
hauteur,  doit  produire  non-seiileMieiii  raccroisseuieiit  de 
de  force  vive  de  la  masse  entière  du  corps  supposé  cob- 
centré  à  soii  centre  de  gravité,  mais  eooore  raccroissenwiic 
de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  mouvement  autour  de  son 
de  gravité  (§§  2^0  et  2â5). 


►^©- 
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en  remplaçant  l'orifice  de  sortie  par  la  section  ooDiractëe 
de  la  veine,  c'est-à-dire  par  la  section  faite  dans  cette  veine 
au  point  où  les  filets  liquides  sont  devenus  sensiblement  pa- 
rallèles entre  eux.  Ainsi,  ce  qu'il  y  avait  de  défectueux  dans 
notre  hypothèse  n'influe  pas  sur  la  vitesse  d'écoulement,  qui 
a  bien  réellement  pour  valeur  V  2gh  ;  cela  n'a  d'influence 
que  sur  la  valeur  de  la  dépense,  qui  doit  être  regardée 
comme  égale  à  «V2^A,  oui'  étant  l'aire  de  la  section  con- 
tractée de  la  veine,  et  non  pas  l'aire  de  l'orifice,  comme  nous 
l'avions  trouvé  d'abord. 

Si  l'orifice  est  muni  d'un  ajutage  cylindrique,  et  si  le  li- 
quide traverse  cet  ajutage  en  coulant  le  long  de  ses  parois, 
les  circonstances  de  l'écoulement  ne  sont  plus  les  mêmes 
que  précédemment.  La  veine  liquideprésente,  immédiatement 
après  sa  sortie  de  l'orifice,  la  forme  cylindrique  que  nous 
lui  avions  attribuée  tout  d'abord  :  l'action  de  l'ajutage  fklt 
compléteroenl  disparaître  la  convergence  des  filets  liquides 
aussitôt  qu'ils  pénètrent  à  son  intérieur.  Dans  ce  cas,  la  dé- 
pense doit  nécessairement  être  exprimée  par  ait#,  u  étant 
l'aire  de  l'orifice;  ou  bien  par  (k>V2^A,  si  la  vitese  u  a 
pour  valeur  ^^gh.  L'expérience  indique  encore  que  la 
dépense  eflective  est  plus  petite  que  la  dépense  théorique 
«Va^A,  et  qu'elle  n*en  est  que  les  0,82.  Cela  tient  h  ce 
que  la  vitesse  d'écoulement  du  liquide  est  inférieure  à  v^2^A; 
la  présence  de  l'ajutage,  en  obligeant  les  filets  liquides  qui 
étaient  convergents  dans  le  vase  à  devenir  brusquement  pa- 
rallèles dès  qu'ils  travei*sent  l'orifice,  occasionne  une  perte 
de  force  vive  qui  se  manifeste  par  une  diminution  dans  la 
vitesse  d'écoulement  du  liquide.  Si  nous  désignons  par  ^  le 
rapport  de  la  dépense  effective  à  la  dépense  théorique,  rap- 
port que  l'on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  eoef/teieni  de 
iUp0nê0j  la  dépense  effective  aura  pour  expression 
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et  la  vilesse  u  avec  laquelle  le  liquide  s'ëcoiilc  sera  égale  à 


Ainsi  la  vitesse  d'écoulement  u  est  celle  avec  laquelle  le  il-' 
quide  coulerait  à  travers  nn  orifice  percé  en  mince  paroi,  si 
la  hauteur  de  la  surface  libre  du  liquide  dans  le  vase  au^lessus 
du  centre  de  gravité  de  Torifice  était'  fi}  h,  La  hauteur  dont 
il  s'agit  étant  en  réalité  A,  on  voit  que  Tajutage  cylindri- 
que a  pour  effet  de  rendre  complètement  inutile  la  portion 
A  —  u*Ade  cette  hauteur;  A — fji'A,  ou  ce  qui  revient  au 

même  —  f-j — 1),  est  ce  qu'on  nomme  la  perfe  de  charge 

due  à  l'ajutage  cylindrique. 

§  262.  Keouil«m«Bt  permanent  d'an  içab  pur  mm 
•riien.  —  Supposons  qu'un  gaz,  contenu  dans  un  réservoir, 
s'écoule  en  dehors  uniquement  en  vertu  de  sa  force  expan- 
sive,  par  un  orifice  de  petites  dimensions,  pratiqué  dans  une 
paroi  mince  de  ce  réservoir;  et  que,  la  pression  intérieure 
et  la  pression  extérieure  étant  entretenues  constantes,  l'écou^ 
lement  soit  devenu  permanent.  Nous  allons  chei'cher  à  dé- 
terminer  la  vitesse  avec  laquelle  le  gaz  traverse  l'orifice. 

Soit  Cl)  raii*e  de  l'orifice,  et  u  la  vitesse  que  possède  une 
molécule  de  gaz  lorsqu'elle  le  traverse,  vitesse  que  nous  sup- 
poserons être  la  même  pour  toutes  les  molécules,  et  dont 
nous  regarderons  la  direction  comme  étant  perpendiculaire 
au  plan  de  l'orifice.  Pendant  le  temps  dt^  il  sortira  du  ré- 
servoir un  volume  de  gaz  égal  à  <ùudij  et  la  masse  de  ce 
gaz  aura  pour  valeur  pcoti^//,  p  étant  la  masse  spécifique 
du  gaz  dont  il  s'agit,  dans  les  circonstances  où  il  se  ti*ouve 
à  sa  sortie  du  résen  oir.  Désignons  par  P  la  pression  qui  est 
entretenue,  constante  dans  le  réservoir,  ou  au  moins  dans 
toutes  les  parties  qui  ne  sont  pas  très-rapprocbées  de  l'on-' 
ftce  ;  et  par  P'  la  pression  constante,  dans  l'espace  où  se 
i*end  le  gaz  à  sa  sortie  du  réservoir  :  P'  est  nécessaireuient 


552  LIVRE  IV.  —  DYNAMIQUE.   TROlSifelfrfi   PARTIE. 

phi6  petit  que  P.  Si  lions  prenons  le  gaz  qni  traverse  l'ori- 
fice pendant  le  temps  dt,  et  dont  le  volume  est  alors  mudi, 
et  que  nous  remontions,  par  la  pensée,  à  toutes  les  positions 
que  ce  gaz  a  occupées  antérieurement,  à  divers  instants  cloî- 
gtiés  les  uns  des  autres  du  même  inter\'alle  de  temps  di, 
nous  verrons  sans  peine  que  ces  positions  ne  se  pénètrent 
pas,  mais  qu'elles  sont  contiguës  les  unes  aux  autres  ;  nous 
verrons,  de  plus,  que  Tensemble  de  ces  positions  successives 
de  la  quantité  infiniment  petite  de  gaz  que  nous  considérons, 
forme  une  masse  gazeuse  totale  complètement  identique 
avec  le  gaz  qui  existe  a  un  instant  donné  dans  la  portion 
du  réservoir  £i  laquelle  correspondent  ces  diverses  positions 
successives.  Le  gaz  renfermé  dans  le  réservoir  se  trouve, 
par  là,  divisé  en  une  infinité  de  paities  infiniment  petites, 
de  même  masse,  dont  chacune  vient  prendre  la  place  de 
celle  qui  est  immédiatement  à  côté  d'elle,  pendant  le 
temps  dt. 

Si  nous  considérons  une  de  ces  portions  infiniment  peti- 
tes du  gaz,  située  assez  loin  de  Torifice  pour  que,  dans  tous 
ses  points,  elle  soit  soumise  à  la  pression  P,  nous  voyous  que 
cette  portion  de  gaz  vient  successivement  prendre  la  place 
de  toutes  les  autres  portions  de  même  masse  qui  se  trouvent 
entre  elle  et  Torifice;  que  son  volume  s'accroît  peu  à  peu,  à 
mesure  qu'elle  a  à  supporter  une  pression  plus  faible,  jus- 
qu'à devenir  égal  à  taudty  à  l'instant  où  elle  traverse  l'ori- 
Ace,  et  où  elle  n'est  plus  soumise  qu'à  la  pression  F  ;  et 
qu'en  même  temps  les  vitesses  de  ces  diverses  molécules , 
Irès-petites  d'abord,  vont  en  augineuUint,  jusqu'à  devenir 
égales  à  u.  Prenons,  à  un  instant  quelconque,  la  totalité  du 
gaz  contenu  dans  l'espace  ahcmfi^  fig.  119,  que  cette  por- 
tion infiniment  petite  parcourt,  depuis  la  position  abca'b'e. 
où  elle  supporte  la  pression  P,  jusqu'à  l'orifice  de  sortie  mw; 
et  appliquons-lui  le  théorème  des  forces  vives,  pendant  le 
temps  infiniment  petit  «/^«^Cegaz  total,  étant  considéi*é  dans 
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les  deux  positions  abcmn,  ab'c'7n!n\  qu'il  occupe  au  com- 

meuceioentet  à  la  fin  du  temps 
dt ,  contiendra  éTidemment 
une  partie  commune  oUicm^i^ 
dont  les  différents  points  au- 
ront une  même  vitesse  dans 
les  deux  cas,  en  vertu  de  la 
permanence  du  mouvement; 
Tacci'oissement  de  sa  force  vive 
pendant  le  temps  d%  se  réduira 
donc  à  l'excès  de  la  force  vive 
du  gaz  mnm'fi!  qui  a  traversé 
Torifice  pendant  ce  temps,  sur 
celle  du  gaz  de  même  masse ,  qui  occupait  la  position 
abc  a'Vc  au  commencement  de  ce  temps  dt.  Si  nous  négli- 
geons cette  dernière  force  vive  de  la  couche  gazeuse  abe  a'b'c\ 
dont  les  différents  points  ne  sont  animés  que  d'une  très-pe- 
tite vitesse,  nous  aurons  simplement  la  force  vive  du  gaz 
tnnni'n',  c'est-à-dire 

pour  raccroissement  de  force  vive  du  gaz  total  abctnu  peu- 
daut  le  temps  dt. 

Évaluons  maintenant  la  somme  des  travaux  développés 
pendant  le  temps  c/^par  les  forces  qui  agissent  sur  lesdivei*^ 
ses  parties  du  gaz  total  abcmn.  Ces  forces  se  réduisent  aux 
actions  répulsives  qui  s'exercent  entre  les  diverses  molé- 
cules du  gaz,  et  aux  pressions  qu'il  éprouve  aux  différents 
points  de  sa  surface,  puisque  nous  supposons  que  l'écoule- 
ment est  uniquement  dû  à  la  force  expansive  de  ce  gaz,  et 
par  conséquent,  que  ses  molécules  ne  sont  soumises  à  au- 
cune force  extérieurcy  telle  que  la  pesanteur.  Pour  trouver 
le  travail  du  aux  passions  que  le  gaz  éprouve  sur  sa  sur- 
face, considérons  d'abord  la  pression  P  qui  s'exerce  dans 
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loiift  les  points  de  la  surface  ahc,  Soil  9  un  élémest  de  cette 
surface,  et  i  Tépaissear  de  la  couche  abca'b'e'  près  de  Télé- 
ment  <r;  Pr  est  la  pression  supportée  par  cet  élément,  et 
Ptfc  est  le  travail  que  produit  cette  pression  élémentaire 
pendant  le  temps  dt,  pendant  lequel  la  surface  abc  vient 
se  placer  en  a'b'c'*,  donc  le  travail  dà  à  la  pression  P,  qui 
&*exerce  sur  toute  la  surface  abe^  est  égal  à  Pxlve ,  c'est- 
à-dire  égal  au  produit  de  P  par  le  volume  de  la  couche  gâ- 
teuse abc  a'b'c'.  On  trouverait  de  même,  que  le  travail  du  à 
la  pression  F  s'exerçant  sur  la  surface  mn ,  peiulunt  que 
cette  surfece  passe  de  mn  en  mit',  est  égal  au  produit  de  F 
par  le  volume  mnm'n'.  Mais,  de  ces  deux  travaux,  le  pre- 
mier est  positif,  et  le  second  est  négatif;  d'ailleurs,  leurs 
valeurs  absolues  sont  égales,  puisque  abca'b'e  et  mnm'n 
sont  les  deux  volumes  que  prend  une  même  masse  de  gaz, 
sous  les  pressions  P  et  F,  et  que  ces  volumes  sont  en  raison 
inverse  des  pressions  P  et  P',  d'après  la  loi  de  Mariotte  : 
donc,  la  somme  des  travaux  développés  par  les  pressions 
que  le  gaz  abemn  supporte  sur  toute  sa  surface,  pendant  le 
temps  dt,  est  égale  à  zéro. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  le  travail  dévelop|)é 
par  les  actions  moléculaires,  dans  le  gaz  dont  il  s'agit,  pen- 
dant qu'il  passe  de  la  position  abcmn  à  la  position  a*Vc*m!n', 
Nous  observerons,  pour  cela,  que  ce  travail  total  est  égal  à 
la  sonnne  des  travaux  dus  aux  forces  moléculaires  dans  les 
diverses  couches  dont  nous  regardons  le  gaz  total  comme 
composé,  couches  dont  chacune  vient  prendre  la  place  do 
la  couche  voisine,  pendant  le  temps  inflniment  petit  <//  ;  et, 
par  conséquent,  il  est  le  mémo  que  la  somme  des  travaux 
développés  par  les  forces  moléculaires  dans  une  seule  de 
ces  couches,  pendant  qu'elle  passe  de  la  position  abca'b'e'^ 
la  position  mnm'n'.  Cherchons  donc  à  déterminer  l'expres- 
sion de  celte  dernière  somme  de  travaux,  et  pour  cela  con* 
sidérons  d'une  manière  générale  le  travail  Aik  aux  forces 
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molécutuii'es  d'un  gaz  qui  se  dilate,  eu  passant  du  volume  V 
à  un  volume  plus  grand  Y'.  Soit />  la  pression  qull  faudrait 
exercer  sur  toute  la  surface  de  ce  gaz  pour  le  maintenir  en 
équilibre,  lorsque  son  volume  a  pris  une  valeur  quelcon- 
que 9  comprise  entre  V  et  Y'.  D  après  le  théorème  du  travail 
virtuel ,  appliqué  à  Téquilibre  qui  vieui  d'être  indiqué ,  la 
somme  des  travaux  dus  aux  forces  moléculaires  de  ce  gaz, 
lorsque  son  volume  s*accrott  d'une  quantité  infiniment  petite 
dvy  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  travaux 
développés  en  mOme  temps  par  la  pression  p  qui  s'exerce 
aux  différents  points  de  sa  surface  ;  mais,  si  Ton  répète  ici 
le  raisonnement  qui  vient  d'être  fait  pour  trouver  le  travail 
dà  à  la  pression  P  s'exerçant  sur  la  surface  abcy  fig,  119» 
ou  reconnaît  que,  dans  le  cas  dont  nous  nous  occupons  main^ 
tenant,  la  somme  des  travaux  dus  à  la  pression  p  appliquée 
à  toutes  les  parties  de  la  surface  du  gaz,  est  égale  à  — pdr  : 
donc,  pendant  que  le  gaz  se  dilate,  de  manière  que  sou  vo- 
lume passe  de  la  valeur  v  à  la  valeur  v\-dc,  les  forces  mo- 
léculaires qui  agissent  entre  ses  diverses  parties  développent 
des  travaux  dont  la  somme  est  égale  à  pdv.  Or,  d'après  la 
loi  de  Mariette,  on  a 

P'V' 
''=  — ' 

F  étant  la  valeur  que  prend  la  pression  p,  lorsque  ir  devient 
égal  à  Y'  ;  il  s'ensuit  que  la  somme  de  travaux  que  nous 
venons  de  déterminer  peut  s'écrire  sous  la  forme 

P'V  ^  , 

V 

et  que,  par  conséquent,  le  travail  total  du  aux  forces  molé- 
culaires, pendant  que  le  gaz  passe  du  volume  Y  au  volume 
Y',  a  pour  valeur 

i 


»'Y'    /^  =  P'V7.  ï- 
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Appliquons  cetle  formule  au  cas  que  nous  avons  spcciak*- 
ment  en  vue,  c'est-à-dire  au  cas  d'une  couche  gazeuse  qui 
passe  de  la  position  abcab'e,  fig.  119,  où  elle  supporte  la 
pression  P,  à  la  position  mnm'n'j  où  elle  supporte  la  pres- 
sion P';  et  observons  que  le  rapport  des  deux  volumes 
qu'elle  a  dans  ces  deux  positions,  est  égal  au  rapport  invei-se 
des  pressions  P  et  F,  et  que  d'ailleui*s  le  volume  V  estég;il 
à  (àudt:  nous  trouverons  ainsi 

P 

?'(M>udtL  ■=p 

pour  l'expression  de  la  somme  des  travaux  dus  aux  foires 
moléculaires  de  cette  couche,  et  par  conséquent  aussi  de 
la  somme  des  travaux  développés  par  les  forces  molécu- 
laires du  gax  abcmn ,  pendant  que  ce  gaz  passe  à  la  posi- 
tion a'b'cm'n'. 

Nous  aurons  donc,  en  appliquant  le  théorème  des  for- 
ces vives 

p 

^(Miudt,  «*  =  2  V'(»iudt.  L  — ,5 

d'où,  en  observant  que  p  est  la  masse  spéciri(|ue  du  ^a/soiib 
la  pression  P',  et  posant  en  conséquence 

nous  tirons 


«=0u^. 


Telle  est  la  vitesse  avec  laquelle  le  ga%  s'écoule  à  tnivei*s 
l'orifice  o). 

D'après  ce  qui  précède  ,  le  volume  du  gaz  qui  traverse 
Torifice  pendant  l'unité  de  temps  doit  être  égal  a  a)U,  en  sup- 
posant toutefois  que  ce  volume  soit  mesuré  sous  !api*ession  P'. 
L'expérience  montre  que  cette  valeur  de  la  dépense  est  trop 
grande,  ce  qui  tient  à  ce  que  la  veine  gazeuse  se  contracte  à 
sa  sortie  de  l'orifice ,  au  lieu  d'être  cylindrique  comme  nous 
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Tavoiis  supposé.  Les  choses  se  passent  de  In  même  maiiièi*e 
que  dans  récoulemeiU  d'uo  liquide  par  un  orifice,  et  toul  ce 
qae  nous  avons  dit  à  l'occasion  de  ce  dernier  écoulement 
(§  261),  pour  expliquer  la  différence  entre  les  résultats  de 
la  théorie  et  ceux  de  l'observation,  poun*ait  être  répété  ici. 
Nous  devons  dire  cependant  que ,  dans  le  cas  d'un  gaz ,  les 
considérations  théoriques  que  nous  avons  développées  ne 
sont  complètement  conformes  à  la  réalité,  quand  on  substi- 
tue la  section  contractée  de  la  veine  à  l'orifice  de  sortie, 
qu'auUint  que  le  rapport  des  pressions  P  et  P'  est  peu  diffé- 
rent de  l'unité  :  s'il  en  était  autrement,  on  ne  serait  pas  dans 
le  vrai  en  regai^dant  la  pression  comme  étant  égale  à  P'  dans 
toute  l'étendue  de  la  section  contractée  de  la  veine  gazeuse, 
parce  que  cette  veine  se  dilaterait  au  delà  de  sa  section 
contractée,  ce  qui  indiquerait  un  excès  de  la  pression  qui 
s'exerce  à  son  intérieur  sur  la  pression  environnante. 

L'action  de  la  pesanteur  sur  un  gaz  qui  s'écoule  dans  les 
conditions  que  nous  venons  d'étudier,  n'a  évidemment  qu'une 
influence  insignifiante  sur  les  résultats ,  et  on  peut  en  con- 
séquence ne  pas  en  tenir  compte. 

§  263.  MoBvement  permanent  d'nn  liquide  pesant 
dani»  an  tuyau.  —  Dans  les  deux  questions  que  nous  ve- 
nons de  traiter  (§§  261  et  262) ,  nous  avons  regardé  le 
liquide  ou  le  gnz  dont  il  s'agissait  comme  jouissant  de  la. 
fluidité  parfaite  ;  nous  n'avons  tenu  compte  en  aucune  ma- 
nière des  frottements  que  les  molécules  fluides  exercent  les 
unes  sur  les  autres.  Les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  sont  cependant  d'accord  avec  ceux  que  fournit 
Texpérience,  pourvu,  bien  entendu,  que  l'on  fasse  attention 
à  la  contraction  de  la  veine  fluide ,  ainsi  que  nous  l'avons 
dit.  Cela  provient  de  ce  que,  dans  l'un  et  l'autre  des  deux 
cas  que  nons  avons  étudiés ,  les  molécules  fluides  ne  pren- 
nent une  vitesse  un  peu  grande  que  dans  le  voisinage  de 
l'oiificc  vei*s  lequel  elles  se  dirigent  ;  de  sorte  que  le  frotte- 
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menl  qui  se  développe  entre  ces  molécules»  et  qui  crott  avec 
leur  vitesse,  n'agit  d'une  manière  un  peu  sensible  que  dans 
une  petite  portion  de  l'espace  total  que  le  fluide  occupe,  et 
n'a  en  conséquence  qu'une  très-faible  influence  sur  Técouli*- 
ment  du  fluide.  Mais  il  n'eu  est  plus  de  même  lorsqu'il  s*agit 
d'un  fluide  qui  coule  dans  un  tuyau  d'une  grande  longueur  ; 
l'influence  du  frottement  se  fait  alors'  sentir  d'une  manière 
très-notable  C'est  dans  un  pareil  mouvement  que  le  frotte- 
ment des  fluides  a  été  étudié  :  nous  allons  voir  quels  sont 
les  résultats  auxquels  on  est  parvenu  à  ce  si^et. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  permanent  d'un  liquide, 
pesant  dans  un  tuyau  dont  la  section  transversale  est  paitout 
la  même.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  mouvement  de  chaque 
molécule  doit  être  uniforme  dans  toute  la  longueur  du 
tuyau.  Mais  les  divei*ses  molécules  ne  se  meuvent  pas  toutes 
avec  une  même  vitesse  ;  celles  qui  sont  tout  près  des  parois 
du  tuyau  se  meuvent  très-lentement,  et  à  mesure  qu'on  s  e- 
loigne  de  ces  parois  pour  se  rapprocher  de  l'axe  du  tuyau , 
on  en  trouve  dont  les  vitesses  sont  de  plus  en  plus  grandes  : 
le  liquide  tout  entier  peut  être  regardé  comme  formé  de 
couches  cylindriques  concentriques,  qui  glissent  les  unes 

dans  les  autres,  et 
dont  les  vitesses  sont 
d'autant  plus  petites 
que  leurs,  rayons  sont 
plus  grands. 

Les  diverses  molé- 
cules liquides  étant 
animées  de  mouve- 
ments uniformes,  les 
forces  qui  agissent 
sur  chacune  d'elles 
*"'*'  *^®'  doivent  se  faire  équi- 

libre s  et  par  conséquent  il  doit  en  être  de  même  de  toutes 
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les  forces  appliquées  à  la  portion  de  liquide  comprise 
eatre  deux  sections  transversales  A 6,  CD,  fig.  120;  la 
somme  des  projections  de  ces  forces  sur  Taxe  du  tuyau  doit 
donc  être  nulle.  Désignons  par  co  Taire  de  la  section  du 
tuyau  ;  par  /  la  longueur  de  la  portion  de  tuyau  ABCI)  ; 
par  ff  Tangle  que  l'axe  de  ce  tuyau  fait  avec  la  verticale  ; 
par  2'  et  2"  les  distances  des  centres  M,  N  des  deux  sec- 
tions AB9  CD  à  un  plan  horizontal  HH  ;  par  p  la  masse  spé- 
cifique du  liquide  ;  et  par  F  une  force  appliquée  au  liquide 
ABCD,  en  sens  contraire  de  son  mouvement,  et  capable  de 
produire  le  même  effet  que  l'ensemble  des  frottements  que  ce 
liquide  éprouve.  Soit  de  plus  p'Ia  pression  moyenne  dans  te 
section  AB,  et  j>''la  pression  analogue  dans  la  section  CD.  Le 
liquide  ABCD  est  soumis  l*"  à  la  force  /)'&)  qui  agit  sur  la  sec- 
tion AB,  dans  le  sens  du  mouvement  ;  2''  à  la  pression  p"ot) 
qui  agit  sur  la  section  CD,  en  sens  contraire  de  la  précé- 
dente ;  S*"  à  son  poids  qui  a  pour  expression  ^g<ùl,  et  dont  la 
projection  sur  l'axe  du  tuyau  a  pour  valeur  p^û()/cos(}>,  ou  bien 
ùgra  {2' — r")  ;  /i°  à  la  force  F  qui  agit  en  sens  contraire  du 
mouvement.  Donc,  d'après  ce  qui  précède,  on  doit  avoir 

Cette  relation  permet  de  déterminer  F,  lorsque  l'on  connaît 
les  autres  quantités  qui  y  entrent ,  quantités  qui  peuvent 
èlre  facilement  déterminées.  Des  expériences  nombreuses, 
discutées  par  Prony,  lui  ont  fait  voir  que  la  force  F  peut 
être  représentée  par  l'expression 

e  étant  le  périmètre  de  la  section  du  tuyau,  u  la  vitesse 
moyenne  du  liquide  dans  une  section  quelconque,  et  a,  (3  deux 
coefficients  constants  pour  un  même  liquide.  Le  facteur  1% 
sert  de  mesure  à  la  surface  par  laquelle  le  liquide  considéré 
touche  la  paroi  du  tuyau  ;  il  est  aisé  de  comprendre  que  la 
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force  F  doit  en  effet  être  proportionnelle  à  cette  surface.  En 
remplaçant  F  par  l'expression  que  nous  venons  dindiqner, 
et  divisant  ensuite  tous  les  termes  par  pâ^u,  la  relation  que 
nous  avons  trouvée  devient 

n'  n"  I 

99       ?9  « 

a  et  *  étant  mis  au  heu  de  —,  — .  Concevons  que  Ton  îm- 

plante  sur  le  tuyau ,  aux  points  A,  C ,  des  tubes  verticaux 
ouverts  par  le  haut ,  dans  lesquels  une  portion  du  liquide 
puisse  s*élever  ;  et  que  ce  liquide  s'y  maintienne  immobile 
pendant  que  récoulement  continue  au-dessous  d'eux.  Les 

n       n 

quantités  ^  ,  ^-*  sont  évidemment  les  hauteurs  M  P,  NQ 
^  99    ?9 

auxquelles  le  liquide  s'élèvera  dans  ces  tubes  au-dessus  des 
points  M ,  N  ;  et  par  suite 

—  —  —  -H  2  —  z 

99      99 
est  la  différence  de  niveau  des  points  P,  Q.  Cette  dernière 
quantité  n'est  autre  chose  que  la  charge  qui  tend  à  accé- 
lérer le  mouvement  du  liquide  ABCD,  charge  qui  est  entiè- 
i*ement  perdue  par  l'effet  du  frottement.  Ainsi 

est  la  perte  de  charge  due  au  frottement  dans  la  longueur  / 
du  tuyau  ;  de  sorte  que  la  perte  de  charge  par  mètre  de  lon- 
gueur est  exprimée  par 

Prony  a  trouvé  que,  pour  l'écoulement  de  l'eau  dans  un 
tuyau,  on  doit  prendre 

a  =  0.000  01 7  3  ,         />  =  0,000  348  , 
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les  unités  de  longueur  et  de  temps  étaut  le  mètre  et  la  se- 
conde. 

La  toi  qui  vient  d'être  indiquée,  pour  le  frotienient  éprouvé 
par  un  liquide  eu  mouvement,  montre  bien  qu'un  liquide  eu 
équilibre  peut  être  regai*dé  comme  jouissant  d'une  fluidité 
parfaite ,  puisque  ce  frottement  est  d'autant  plus  petit  que  la 
vitesse  est  elle-même  plus  petite,  et  qu'il  se  réduit  à  zéro 
lorsque  la  vitesse  est  nulle. 

§  26/».  MoMveHieBi*  perHianenl  d^un  gas  dans  «a 
tayaa.  ->  Lorsqu'un  gaz  est  animé  d'un  mouvement  per- 
manent dans  un  tuyau  d'une  grande  longueur,  les  choses  se 
passent  à  peu  près  comme  nous  venons  de  le  dire  pour  un 
liquide  ;  il  y  a  cependant  une  diflërence  qui  tient  à  ce  que 
le  gaz  se  dilate  à  mesure  qu'il  est  soumis  à  une  pression 
plus  faible.  L'action  de  la  pesanteur  sur  le  gaz  n'ayant  qu'une 
influence  insignifiante  sur  son  mouvenient,  il  est  nécessaire 
que  la  pression  soit  plus  grande  du  côté  d'où  vient  le  gaz 
que  du  côté  vers  lequel  il  marche ,  afin  que  le  frottement 
que  ce  gaz  éprouve  dans  son  mouvement  puisse  être  vaincu 
par  l'excès  de  la  première  pression  sur  la  seconde.  Il  en 
résulte  nécessairement  que  la  densité  du  gaz  décroît  peu  à 
peu  pendant  qu'il  parcourt  le  tuyau,  et  par  conséquent  que 
sa  vitesse  va  en  augmentant  constamment  ;  car  la  perma- 
nence du  mouvement  exige  que  des  masses  égales  de  gaz 
traversent  en  même  temps  toutes  les  sections  du  tuyau ,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que,  dans  ces  diverses  sec- 
ticMi»,  la  vitesse  du  gaz  est  en  raison  inverse  de  sa  densité. 
Cependant ,  dans  les  circonstances  les  plus  ordinaires ,  le 
rapport  des  pressions  extrêmes  est  peu  différent  de  l'unité  ; 
la  vitesse  du  gaz  ne  s'accroît  pas  beaucoup  d'un  bout  k 
l'autre  du  tuyau,  et  on  peut  appliquer  à  son  mouvement  ce 
qui  a  été  dit  pour  le  mouvement  permanent  d'un  liquide  daus 
un  tuyau,  en  regardant  sa  vitesse  comme  égale  à  la  moyenne 
de  ses  vitesses  extrêmes.  En  se  fondant  sur  ces  considéra- 
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lions,  on  a  reconnu  par  rexpéi'ience  que  la  perle  de  charge 
par  mètre  de  longueur,  occasionnée  par  le  frottement  du  gai 
contre  le  tuyau  dans  lequel  il  se  meut,  peut  être  représentée 
par  l'expression  simple 

Celte  expression  ne  diffère  de  celle  qui  a  été  trouvée  pour 
les  liquides  que  par  la  suppression  du  terme  au ,  suppression 
que  Ton  peut  également  opérer  quand  il  s'agit  d'un  liquide 
et  que  la  vitesse  u  est  un  peu  grande.  On  a  trouvé  par  Tex- 
périence  que ,  quel  que  soit  le  gaz,  on  peut  prendre 

*  =  0,000  355. 

valeur  qui  diffère  à  peine  de  celle  qui  correspond  au  inou* 
vement  de  Teau. 

§  265.  Pression  exereée  par  une  veine  liquide  sur 
une  surfaee  plane.  —  Pour  donner  une  idée  de  la  manière 
dont  on  peut  trouver  Faction  qu'un  fluide  en  mouvemeut 
exerce  sur  la  surface  d'un  corps  solide ,  nous  considérerons 

le  cas  où  une  veine  liquide  vient 
rencontrer  un  plan  fixe  AB,/?y.  121, 
dont  la  direction  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  la  veine.  Nous  sup- 
poserons que  le  plan  est  assez  large 

pour  que  les  filets  liquides ,  déviés 

de  leur  route  par  la  présence  de  ce 
plan,  finissent  par  être  tous  dirigés 
à  angle  droit  sur  l'axe  de  la  veine. 
Si  le  plan  n'était  pas  maintenu  dans 
l'immobilité,  la  veiue  le  repousserait 
devant  elle  ;  concevons  donc  qu'on 
lui  applique  une  force  de  retenue  P,  dirigée  suivant  Taxe  de 
la  veine  et  eu  sens  contraire  du  mouvement  du  liquide ,  el 
proposoas-nous  de  déterminer  la  grandeur  que  doit  avoir 


Fig.  121. 
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celle  force  pour  que  le  plan,  ne  oède  pas  à  Faciion  de  la 
veine  :  îl  est  clair  que  nous  aurons  par  là  la  mesure  de  la 
pression  que  la  veine  liquide  exerce  sur  le  plan. 

Considérons  tout  le  liquide  qui  se  trouve  à  uif  instant 
qnelccMique  dans  le  voisinage  du  plan  AB,  dq>uis  la  section 
transversale  MN  de  la  veine  jusqu'au  contour  du  plan,  et  ap- 
pliquons-lui le  théorème  des  quantités  de  mouvement  pco^ 
jetées  sur  un  axe  (§  ââ/i),  en  considérant  son  mouvement 
pendant  un  élément  de  temps  dt^  et  projetant  les  quantités 
de  mouvement  et  les  impulsions  sur  Taxe  même  de  la  veine. 
Si  nous  comparons  le  liquide  dont  il  s'agit ,  dans  les  deux 
positions  qui!  occupe  au  commencement  et  à  la  fin  du  temps 
dtj  nous  voyons  que  dans  ces  deux  positions  il  renferme  une 
partie  commune  ;  cette  partie  est  comprise  entre  la  section 
M'N'  où  se  trouvent,  à  la  fin  du  temps  dty  les  molécules 
liquides  qui  étaient  dans  la  section  MN  au  conuBencement 
de  ce  temps,  et  la  limite  correspondant  au  contour  du  plan 
AB  à  laquellc'se  terminait  le  liquide  considéré  au  commen- 
cement du  temps  dt.  L'accroissement  de  là  somme  des  quan- 
tités de  mouvement  projetées  sur  Taxe  de  la  veine  pendant 
le  temps  dt^  sera  donc  simplement  la  différence  entre  la 
somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  correspondant 
au  liquide  qui  était  compris  entre  MN  et  M'N' au -commen- 
cement du  temps  e//,  et  la  somme  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées  correspondant  à  une  quantité  [égale  de  li- 
quide située  vers  le  contour  du  plan  AB  à  la  fin  de  ce  temps. 
Mais  les  vitesses  de  toutes  les  molécules  de  ce  dernier  H-' 
quide  sont ,  par  hypothèse,  dirigées  à  angle  droit  sur  Taxe 
de  la  veine  :  donc  la  somme  de  leurs  quantités  de  mouve- 
ment projetées  sur  cet  axe  est  nulle.  Ainsi  l'accroissement 
que  subit  pendant  le  temps  dt  la  somme  des  projections  des 
quantités  de  mouvement  du  liquide  tout  entier  sur  le  même 
axe  se  réduit  à 

— ûtùvdt.Vf 
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en  désigHaot  par  p  la  masse  spécifique  du  liquide ,  par  qa 
Taire  de  la  section  transversale  de  la  veine ,  et  par  v  la  vi- 
tesse des  molécules  liquides  qui  composent  cette  veine.  D'un 
antre  côté  les  actions  que  le  liquide  prouve  de  la  part  du 
plan  AB  sont  les  seules  forces  extérieures  qui  lui  soient  ap- 
pUquéeSy  et  la  somme  de  leurs  projections  sur  Taxe  de  la 
yrîne  est  évidemment  égale  à  P  ;  en  sorte  que ,  si  l'on  ob- 
serve que  ces  forces  projetées  agissent  en  sens  contraire  du 
mouvement  du  liquide,  on  aura 

—  Prff 

pour  l'expression  de  la  somme  de  leurs  impulsions  pendant 
le  temps  dt.  Donc,  d'après  le  deuxième  théorème  général  que 
nous  voulons  appliquer  ici,  on  a 

d'où  l'on  tire 

Psspa)v\ 

Telle  est  la  valeur  de  la  pression  que  la  veine  liquide  exerce 
sur  le  plan  AB,  dans  les  circonstances  où  nous  nous  sommes 
placés. 


•••.«■    *»-H»»  *•>»    ■« 


CHAPITRE  V, 


THÉORIE   DV   MOUVEMENT    DES  NACHIXES. 


§  266.  Ii#tl«afl  géBérales  s«r  le»  aiaehittM.  —  Si  Ton 

passe  en  revae  les  diverses  espèces  de  machines  (fui  sont 
employées  dans  l'industrie,  on  reconnaît  facilement  qu'elles 
peuvent  être  groupées  dans  deux  classes  bien  distinctes.  Les 
unes  servent  à  vaincre  des  résistances  plus  ou  moins  consi- 
dérables ;  telles  sont  celles  qui  ont  pour  objet  d'élever  des 
fardeaux  y  de  comprimer  ou  de  broyer  des  corps,  de  tourner, 
de  couper  pu  de  percer  les  bois  ou  les  métaux ,  etc.  Les 
autres  sont  destinées  à  faire  des  ouvrages  qui  demandent  de 
l'adresse  plutôt  que  de  la  force  ;  telles  sont  celles  qui  ser- 
vent à  filer  et  à  tisser  les  matières  textiles,  à  broder  les 
étoffes,  à  fabriquer  les  dentelles,  etc. 

En  ne  considérant  d'abord  que  les  machines  de  la  pre- 
mière classe,  nous  voyons  qu'elles  sont  employées,  non-seu- 
lement pour  vaincre  des  résistances,  mais  encore  pour  faire 
marcher  les  points  d'application  de  ces  résistances.  Lors- 
qu'une machine  de  cette  classe  est  en  activité ,  lorsqu'elle 
travaille,  il  y  a  à  la  fois  résistance  vaincue  et  déplacement 
du  point  d'application  de  la  résistance  en  sens  contraire  de 
son  action.  D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir,  par  divers  exemples 
simples ,  que  le  travail  effectué  par  la  machine  (en  attri- 
buant au  mot  travail  son  acception  vulgaire)  varie  propor- 
tîoiinetlement  à  l'intensilé  de  la  résistance  vaincue,  lorsque 
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le  point  sur  lequel  cette  résistance  agit  se  déplace  de  la 
même  manière  ;  et  aussi  que,  à  égalité  de  résistance  vain- 
cue, le  travail  varie  proportionnellement  au  chemin  que  le 
point  d'application  de  cette  résistance  parcourt  suivant  sa 
direction,  c'est-à-dire  à  la  projection  du  chemin  parcouru 
par  ce  point  sur  la  direction  de  la  force  :  donc,  en  général, 
le  travail  effectué  par  la  machine  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  résistance  vaincue  par  la  projection  du  chemin  par- 
couru par  le  point  d'application  de  cette  force  sur  sa  direction. 
C'est  pour  cela  que  précédemment  nous  avons  adopté  le  mot 
travail  pour  désigner  un  produit  tel  que  celui  dont  il  vient 
d'être  question  (§§  i  16  à  118).  Mais,  pour  qu'une  machine 
puisse  vaini^re  u^e  résistance  et  faire  marcher  en  Bfiéttie 
temps  le  point  d'application  de  oette  résistance  en  sens 
contraire  de  son  action ,  il  faut  qu'une  force  mouvante ,  ou 
une  puisêanoe ,  lui  soit  appliquée  ;  il  faut  en  outre  que  le 
point  de  la  machine  sur  lequel  agit  la  puissance  marche 
dans  le  sens  de  cette  action  :  il  faut  donc  que  la  pumance 
développe  un  certain  travail^  conformément  à  raoception 
que  nous  attribuons  à  cette  expression.  Ce  travail, dévetoppé 
par  la  puissance,  fait  que  la  machine  soumise  à  son  action 
peut  effectuer  le  travail  coiTespondant  à  la  résistance  qu'eUe 
a  à  vaincre.  La  machine  sert  dlntermédiaire  entre  ces  deux 
travaux  :  on  peut  dire  qu'elle  a  pour  objet  de  transmettre 
le  travail  de  la  puissance  au  point  ou  la  résistance  est  ap- 
pliquée. 

Les  machines  comprises  dans  la  seconde  des  deux  classes 
que  nous  avons  indiquées  plus  haut  ne  sont  pas  destinées 
directement  à  vaincre  des  résistances.  Mais  l'ouvrage  au- 
qaet  on  les  emploie  ne  peut  pas  ^  faire  sans  qu'il  se  déve* 
l(4>pe  des  résistances  accessoires,  telles  que  les  frottements 
entre  les  diverses  pièces  dont  elles  sont  formées  ;  il  en  ré- 
sulte que ,  pour  entretenir  le  moayemea.t  de  ces  maehioes  ». 
il  est  lencpre  nécessaire  de  faire  agir  sur  eli^  certaînea  pttji#- 
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samces,  et  le  travail  de  ces  puissances  correspond  au  travail 
occasioniié  par  les  résistances  accessoires  dont  il  vient  d'être 
question. 

Ainsi  on  peut  dire  d'une  manière  générale  que  le9  ma" 
chines  sont  des  appareils  qui  Servent  à  transmettre 
le  travail  des  forces.  Nous  allons  voir  de  quelle  manière 
s'effectue  cette  transmission  du  travail  par  l'intermédiaire 
des  machines. 

§  267.  Transmission  dia  travail  dans  les  machines. 
—  Cesi  par  l'application  du  théorème  général  des  forces 
vives  (§  230)  à  l'ensemble  des  corps  qui  font  partie  d*une 
machine  en  mouvement ,  que  nous  arriverons  à  nous  fairer 
une  idée  nette  sur  la  transmission  du  travail  dans  cette  ma- 
chine. Pour  faire  cette  application ,  nous  distinguerons , 
parmi  les  diverses  forces  qui  agissent  sur  la  machine,  celles 
dont  le  travail  est  positif,  et  celles  dont  le  travail  est  néga- 
ttf.  Les  premières,  dont  les  directions  font  à  chaque  instant 
des  angles  aigus  avec  les  chemins  élémentaires  parcotirus 
par  leurs  points  d'application,  sont  les  forces  mouvantes , 
ou  les  puissances  ;  les  dernières,  dont  les  directions  font  au 
contraire  des  angles  obtus  avec  les  déplacements  de  leurs 
points  d'application,  sont  les  forces  résistantes  ou  les  résis- 
tances. Le  travail  d'une  force  mouvante  est  désigné  spécia- 
lement sous  le  nom  de  travail  moteur;  et  celui  d'une  force 
résistante ,  considéré  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  indé- 
pendamment du  signe  —  dont  il  est  affecté,  se  nomme  par 
opposition  travail  résistant,  La  somme  des  travaux  déve- 
loppés pendant  un  temps  quelconque  par  les  diverses  forces 
mouvantes  qui  agissent  sur  une  machine,  constitue  ce  qu'on 
nomme  le  travail  moteur  total  y  ou  simplement  le  travail 
moteur,  correspondant  à  ce  temps;  et  de  même  on  donne  le 
nom  de  travail  résistant  totale  ou  simplement  de  travail 
résistant,  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  travaux  dus 
aux  forces  résistantes  pendant  le  même  temps. 
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Cda  posé,  6Î  nous  considéroBS  le  roomreneDt  d'âne  na- 
chine  pendant  un  inlenralle  de  temps  qvelconqneyet  si  nons 
désignons  |iar  T.  le  travail  moteur  total  déTeloppé  pendant 
ce  temps,  et  par  Tr  le  travail  résistant  total  correspondant, 
nous  aurons  T.  —  T,  pour  la  somme  des  traranx  de  toiHes 
les  forces  qui  agissent  snr  la  machine  pendant  le  temps 
dont  il  s'agit  :  donc,  d'après  le  théorème  général  des  forces 
vives,  on  aura 

2mr»  — 2inr.»=2(T.  — Tr).  (a) 

Cette  équation  exprime  qne  l'accroissement  total  de  la  force 
vive  de  la  machine,  pendant  le  temps  que  Ton  considère,  est 
égal  au  double  de  l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail 
résistant,  pendant  le  même  temps;  elle  renferme  en  elle^ 
même  toute  la  théorie  de  la  transmission  du  travail  dans  les 
machines. 

Supposons  d'abord  qne  le  mouvement  de  la  machine  soit 
uniforme,  c'est-i-dire  que  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points 
reste  constamment  la  même.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (a)  est  nul,  qnel  que  soit  l'intervalle  de  temps  anqoel 
cette  équation  se  rapporte  :  donc  le  travail  moteur  T.  est 
constamment  égal  an  travail  résistant  Tr.  Ainsi  la  machine 
transmet  le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  aux 
points  sur  lesquels  agissent  les  forces  résistantes,  sans 
que  la  grandeur  de  ce  travail  ait  subi  aucune  modification. 
Dans  le  cas  particulier  ou  la  machine  n'est  soumise  qu'il  une 
seule  puissance  et  à  une  seule  résistance,  Funiformité  du 
mouvement  entraîne  comme  conséquence  que  le  travail  de 
la  puissance  est  égal  à  celui  de  la  résistance;  ou,  eu  d'autres 
termes,  que  la  puissance  et  la  résistance  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  inverse  des  chemins  parcourus  dans  le  même 
temps  par  leurs  points  d'application,  et  suivant  leurs  direc- 
tions respectives  :  d*où  l'on  conclut  la  maxime,  bien  connue, 
qne  ce  qu'on  gagne  en  farce,  en  le  perd  en  viteeee. 
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Lorsqu'une  machine  ne  se  meut  pas  uniformémeoii  Téga- 
lîté  des  travaux  molcur  et  résistant  T» ,  Tr,  correspondant  à 
on  intervalle  de  temps  quelconque,  n'existe  plus.  Mais,  dans 
ce  cas,  le  mouvement  de  la  machine  est  habituellement  pé- 
riodique ;  c'est-à-dire  que  ce  mouvement  s'accélère  et  se  ra- 
lentit alternativement,  de  telle  manière  que  la  vitesse  de 
chacun  des  points  de  la  machine  reste  toujours  comprise 
entre  certaines  limites.  Si  l'on  considère  une  des  périodes 
de  temps  qui  se  succèdent,  et  qui  sont  telles  qu'au  commen- 
cement et  à  la  fin  de  chacune  d'elles  les  vitesses  des  diverses 
parties  de  la  machine  sont  les  mêmes,  il  est  clair  que,  pour 
cette  période,  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  est  égal 
à  zéro,  et  par  conséquent  le  second  l'est  aussi  :  donc  le  tra* 
vail  moteur  T» ,  développé  pendant  cet  intervalle  de  temps, 
est  égal  au  travail  résistant  Tr  correspondant.  Ainsi,  quoi* 
que  Tm  et  Tr  ne  soient  pas  égaux  pour  chaque  élément  du 
temps,  l'égalité  de  ces  deux  quantités  peut  être  regardée 
comme  existant  en  moyenne,  pendant  toute  la  durée  de  la 
marche  périodique  de  la  machine;  puisqu'elle  a  lieu  pour 
une  quelconque  des  périodes  de  mouvement  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  et  par  conséquent  aussi  pour  le  temps  formé 
d'un  nombre  quelconque  de  ces  périodes. 

Si  l'on  applique  l'équation  (a)  à  la  totalité  du  temps  pen- 
dant lequel  la  machine  se  meut,  c'est-à-dire  au  temps  com- 
pris entre  l'instant  où  elle  commence  à  se  mettre  en  mouve- 
ment et  l'instant  où  elle  s'arrête,  on  voit  que  le  premier 
membre  de  l'équation  est  nul,  puisque  chacun  des  deux 
termes  qui  le  composent  est  nul  séparément  :  donc,  pendant 
ce  temps  total ,  on  a  enôore  T»  =  Tr.  De  telle  sorte  que, 
quelles  que  soient  les  variations  du  mouvement  de  la  ma- 
chine, le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  qui  lui 
M>nt  appliquées,  pendant  tout  le  temps  qu'elle  est  en  mar- 
che, est  toiyonrs  égal  au  travail  développé  dans  le  même 
temps  par  les  forces  résistantes. 
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L'équation  (a)  nous  mcHitr»  encore  que,  si  la  force  vive 
1  mv^  de  la  machine,  à  la  fin  d'un  certain  intervalle  de  temps, 
est  plus  grande  que  la  force  vive  2  mvo^  correspondant  au 
commencement  de  cet  intei*valle  de  temps,  T«  est  plus  grand 
que  Tr;  etde  même,  que,  si  la  force  vive  finale  est  plus  pe- 
tite que  la  force  vive  initiale,  T»  est  plus  petit  que  Tr.  On 
voit  par  là  comment  varie  le  mouvement  de  la  machine, 
suivant  que  le  travail  moteur  est  supérieur  ou  inférieur  au 
travail  résistant.  Tant  que  Tou  a  T^^Tr,  la  force  vive  de 
la  machine  reste  la  même.  Si  T»  devient  plus  grand  que  T, , 
le  mouvement  de  la  machine  s'accélère  ;  sa  foit^  vive  aug- 
mente d'une  quantité  égale  au  double  de  l'excès  de  T».  sur 
Tr.  Si,  au  contraire,  T»  devient  plus  petit  que  Tr,  le  mou- 
vement de  la  machine  se  ralentit,  et  sa  force  vive  diminue 
du  double  de  l'excès  de  Tr  sur  T».  On  peut  dire  d'après  cela 
que,  lorsque  T»  est  plus  grand  que  Tr,  le  travail  moteur 
Tm  se  décompose  en  deux  paities  i^espectivement  égales  à 
Tr  et  Tm  —  Tr;  la  première  de  ces  deux  parties  du  travail 
moteur  permet  à  la  machine  d'effectuer  le  travail  Tr  corres- 
pondant aux  résistances  qui  lui  sont  appliquées  ;  et  la  se- 
conde partie  détermine  l'aca'oissenient  de  la  force  vive  de 
la  machine.  Lorsque,  au  contraii'e,  Tm  est  plus  petit  que  Tr, 
le  travail  moteur  Tm  ne  peut  occasionner  la  production  que 
d'une  portion  du  travail  l'ésistant,  portion  qui  est  égale  à 
Tm  ;  quant  à  l'autre  portion  Tr  —  Tm  de  ce  travail  résistant, 
elle  est  produite  aux  dépens  de  la  force  vive  de  la  machine, 
qui  diminue  d'une  quantité  correspondante.  Les  choses  se 
passent  comme  si,  dans  le  premier  cas,  l'excès  du  travail 
moteur  sur  le  travail  résistant  s'emmagasinait  dans  la  masse 
totale  de  la  machine,  sous  forme  de  force  vive  ;  et  si,  dans 
le  second  cas,  l'excès  de  travail  moteur,  ainsi  emmagasiné 
précédemment,  nïpai*aissait  pour  occasionner  la  production 
d'une  quantité  de  travail  résistant  précisément  égale  i  celle 
que  cet  excès  de  travail  moteur  aurait  pu  produire  directe-- 
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neDt.  Un  cooipreDd  par  là  coraoïcnt  il  se  fhil  que  rnoifor- 
mile  dm  noaTeineBl  de  bi  aiacbine  n*€st  pas  Bëoessaire,  pour 
qse  celte  machine  transraeue  le  travail  qu^elie  reçoit,  sans 
en  changer  la  Talenr  totale. 

An  commencenient  dn  monveoieut  d'noe  madiine,  pen- 
dant tont  le  temps  compris  entre  Tinstant  où  elle  part  dn  re» 
pos  et  eeini  on  elle  arrire  à  l'état  de  mouvement  régulier 
qu'elle  doit  ensnile  conserver,  le  travail  raoteor  T»  surpasse 
le  travail  résistant  Tr  d'une  quantité  égaie  à  la  moitié  de  la 
force  vive  que  possède  la  machine  à  la  fin  de  ce  temps.  A 
partir  de  là,  et  pendant  tout  le  temps  que  la  machine  con- 
serve son  moiivement  régulier  ou  périodique,  les  travaux 
moteur  et  résistant  sont  égaux,  ainsi  que  nous  Favons  dit. 
Mais,  à  la  in,  lorsque  la  machine  part  de  son  mouvement 
régulier  pour  revenir  à  l'état  de  repos,  Tr  surpasse  T»  d'une 
quantité  égale  à  la  moitié  de  la  force  vive  que  la  machine 
perd  :  la  portion  dn  travail  moteur  qui  avait  été  employée 
tout  d'abord,  pour  amener  la  machine  à  son  état  de  mouve- 
ment régulier,  et  qui  était  dissimulée  dans  cette  machine 
sons  forme  de  force  vive,  reparaît  donc  à  la  fin,  et  occasionne 
la  production  d'nne  quantité  égale  de  travail  résistant. 

§  268.  On  voit  par  ce  qni  précède  qne,  dans  tous  les 
cas,  ime  madiine  transmet  la  totalité  du  travail  qui  lui  est 
appliqué,  sans  en  changer  la  valeur.  Si  cette  transmission 
intégrale  dn  travail  par  l'intermédiaire  de  la  machine  ne 
s'eflectne  pas  complètement  dans  chacun  des  éléments  du 
temps  total  pendant  lequel  la  machine  est  en  marche,  il  se 
produit,  entre  ces  divers  éléments  de  temps,  des  compensa- 
tions telles  qu'en  définitive  aucune  portion  du  travail  moteur 
confié  à  la  machine  ne  se  trouve  perdue.  Mais  il  faut  bien 
foire  attention  que,  pour  arriver  à  un  pareil  résultat,  nous 
avons  dû  tenir  compte  du  travail  développé  par  toutes  les 
forces  appliquées  à  la  machine,  sans  aucune  exception  ;  et 
nous  savons  que,  pour  cela,  on  doit  considérer  aussi  bien 
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les  forces  iotérieiires  que  les  forces  extérieures  (g  230).  Or, 
parmi  les  forces  qui  jouent  le  rôle  de  forces  résistantes,  il  y 
en  a  de  deux  espèces  :  i"*  celles  qui  sont  nécessairement  ap- 
pliquées à  la  machine  d'après  l'objet  auquel  elle  est  desti- 
née, c'est-à-dii'e  celles  qui  correspondent  au  travail  même 
que  Ton  se  propose  de  produire  par  l'emploi  de  la  machine  ; 
2°  celles  qui  se  développent  dans  les  diverses  parties  de  la 
machine,  par  suite  de  son  mouvement,  comme  les  frotte- 
ments entre  les  pièces  solides  dont  la  machine  est  formée, 
et  qui  n'ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel 
la  machine  est  employée.  Les  forces  résistantes  de  la  pre* 
mière  espèce  sont  souvent  désignées  sous  le  nom  de  r^st- 
tanees  utiles;  et  celles  de  la  seconde  espèce  sous  le  nom  de 
réêiêiances  poêsives.  Le  travail  développé  par  les  résis- 
tances utiles  se  nomme  travail  utile. 
Désignons  ce  travail  utile  par  T« ,  et  posons 

Tr  =  la  +  T^  : 

le  terme  Tf  représentera  le  travail  dû  aux  résistances  pas- 
sives. Nous  avons  vu  que,  si  Ton  considère  le  mouvement 
d'une  machine  dans  son  ensemble,  le  ti*avail  résistant  Tr  est 
toiyourâ  égal  au  travail  moteur  T«  :  mais  le  travail  utile 
T.  est  inférieur  au  travail  moteur  Tm  d'une  quantité  égaie 
au  travail  T/  dû  aux  résistances  passives.  De  sorte  que,  s'il 
est  vrai  de  dire  que  les  machines  transmettent  la  totalité  du 
travail  moteur  qui  leur  est  confié,  sans  qu'aucune  partie  de 
ce  ti^avail  soit  perdue,  on  peut  ajouter  qu'une  portion  de  ce 
travail  transmis  est  mal  employée  :  c'est  la  portion  qui  cor- 
respond au  travail  résistant  Tf  dû  aux  résistances  passives. 
Plus  cette  portion  T^  du  travail  moteur  total  T«  est  gi'ande, 
plus  la  machine  est  mauvaise.  Pour  voir  si  une  machine  est 
plus  ou  moins  bonne,  on  considère  le  rapport 

T 
t" 
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dv  travail  utile  au  tniTaU  motetir  ;  la  macblae  est  d'auiaot 
neîlleare  que  ce  rapport ,  toujours  inférieur  à  ruuitê ,  se  rap» 
proche  davantage  de  cette  limite  :  ce  rapport  est  ce  qu  on 
nomme  le  rendemeni  de  la  machine. 

Il  est  clair,  diaprés  ce  qui  a  été  dit  précédemment  (§  267), 
que  Too  doit  éTiter  autant  que  possible  tout  ce  qui  peut  occa- 
sionner des  pênes  de  force  vive  dans  une  machine  ;  c*est-à- 
dire  tout  ce  qui  peut  amener  une  diminution  dans  la  force 
vive  de  la  machine ,  sans  que  celte  diminution  soit  accom^ 
pagoée  de  la  production  d*une  quantité  correspondante  de 
travail  utile-,  caria  force  vive  de  la  machine  représente  une 
partie  du  travail  moteur  qui  lui  a  été  précédemment  appli- 
qué ,  et  la  perte  d'une  porti<Mi  de  cette  force  vive  équivaut  en 
conséquence  à  la  perte  d'une  certaine  quantité  du  travail 
moteur  dont  il  s'agit.  Or,  toutes  les  fois  que  les  molécules  de 
certaines  pièces  de  la  machine  prennent  un  mouvement  vi- 
bratoire, outre  le  mouvement  d'ensemble  dont  ces  pièces 
sont  animées ,  on  doit  regarder  les  choses  comme  se  passant, 
au  point  de  vue  de  la  transmission  du  travail ,  de  la  même 
manière  que  si  ce  mouvement  vibratoire  était  anéanti  instan- 
tanément :  car  les  vibrations  des  molécules  se  transmettent 
de  proche  en  proche  aux  corps  voisins  de  la  machine,  par 
l'intermédiaire  de  ses  supports  et  de  l'air  environnant ,  et 
finissent  par  se  perdre  dans  la  masse  totale  de  la  terre ,  sans 
occasionner  la  production  d'aucune  quantité  de  travail  utile. 
Il  résulte  de  là  qu'on  doit  faire  en  sorte  que  le  mouvement 
des  diverses  molécules  de  la  machine  prenne  le  moins  pos^ 
sible  la  forme  de  mouvement  vibratoire ,  puisque  cela  équi- 
vaut à  la  perle  de  force  vive  que  la  machine  éprouverait 
dans  l'hypothèse  où  ce  mouvement  vibratoire  viendrait  à  être 
anéanti  brusquement,  sans  que  le  mouvement  d'ensemble  des 
diverses  pièces  qui  la  composent  cesse  d'être  le  même.  On 
comprend  par  là  pourquoi  nous  n'avons  pas  tenu  compte  du 
mouvement  vibratoire  des  molécules ,  en  évaluant  la  peiie 
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de  force  vWe,  dans  le  ckoc  de  deax  corps  sphériques  qui  ne 
préseateDt  pas  les  caractères  de  l'élasUcité  parfoUe  (§  2j^)  : 
nous  avions  en  vue  de  nous  feire  une  idée  de  ce  qoi  se  passe 
dans  les  machines ,  lorsqu'il  se  [W odoh  des  cbocs  entre  les 
pièces  dont  elles  sont  formées. 

La  perte  de  force  vive  par  les  Bsouvemeats  Tibratoires  que 
prennent  les  molécules ,  constitue  certainement  la  principale 
cause  de  perte  de  travail  dans  les  machines.  Elle  ne  se  pro- 
duit qu'exceptionnellement  par  les  cIiqo&,  que  Ton  est  pres- 
que toiyours  en  mesure  d*évit^  complètement  ;  mais  elle  se 
présente  au  contraire  constamment  par  suite  du  mouvement 
des  pièces  solides  qui  se  m^ivent  en  se  touchant  par  leurs 
sur&ces,  soit  que  ces  pièces  gplissent  les  unes  sur  les  autres, 
soit  que  leur  mouvement  relatif  se  réduise  à  un  simple  rouler. 
mentJNons  avons  vu  (§§  25/»  et  255)  comment,  dans  Tétude 
du  mouvement  de  ces  pièces,  on  peut  faire  abstraction  de  la 
production  du  mouvement  vibratoire  dont  il  s'agit,  eu  lui 
substituant  certaines  forces  capables  d'occasienner  la  même 
perte  de  travail.  C'est  de  cette  manière  que  l'on  doit  com- 
prendre que  les  frottements  et  les  résistances  au  roulement 
soient  mises  au  nombre  des  forces  résistantes  auxquelles 
nous  avons  attribué  le  nom  de  résistances  passives. 

Eji  établissant  une  machine,  on  cherche  toujours  à  ren- 
ère  Tf  aussi  petit  que  possible  par  rapport  à  T.  ;  et  on  y 
parvient  en  se  fondant  sur  les  idées  que  nous  venons  dinifi* 
quer,  relativement  aux  causes  de  perte  de  travail  et  de  force 
vive.  Ainsi,  par  exemple,  en  donnant  un  poli  et  une  dureté 
convenables  aux  siirfaees  des  corps  qui  doivent  glisser  les  uns 
sur  les  autres,  et;  eu  graissant  ces  surfoces,  on  dùminue  fin* 
tensité  du  frottement  qui  se  développe  entre  elles  ;  d'un  au- 
ti'e  côté,  eu  faisant  en  sorte  que  la  vitesse  du  glissement  soit 
aussi  petite  que  possible,  on  diminue  le  travail  dû  au  frotte- 
ment dans  un  temps  donné.  Mais,  de  quelque  manière  qu'cm 
s'y  prenne,  on  ne  peut  pas  faire  que  la  quantité  de  travail 
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moleur  T« ,  Bécessaîre  pour  produire  ime  quantité  dMiiée 
T.  de  travail  utile ,  par  riotermédiaire  d'une  machine,  s'a* 
baisse  au-dessous  de  cette  dernière  quantité  de  travail  :  T» 
est  toiyours  au  moins  égal  à  T. ,  et  même  lui  est  toi^ours 
supérieur,  puisqu'on  ne  peut  jamais  réduire  T/  à  zéro.  On 
reconnaît  par  là  combien  est  grande  Terreur  de  ceux  qui 
cherchent  ce  qu'on  n<»nme  le  nwuvemeni  perpétuel;  car 
l'objet  qu'ils  se  proposent,  c'est  précisément  de  trouver  une 
machine,  à  l'aide  de  laquelle  on  puisse  produire  du  travail 
utile  sans  dépense  de  travail  moleur,  ou  au  moins,  produire 
une  quantité  de  travail  utile  plus  grande  que  la  quantité  de 
travail  moteur  employée. 

Si  nous  nous  reportons  à  la  division  que  nous  avons  faite 
des  machines  en  deux  grandes  classes  (§  266),  nous  ver^ 
rons  que,  dans  ks  machines  de  la  seconde  classe,  le  travail 
résistant  se  réduit  presque  uniquement  à  T/  :  le  travail 
Vitile  T«  est  pour  ainsi  dire  nul,  parce  que  l'ouvrage  au- 
quel la  machine  est  employée  n'occasionne  par  lui-sméme 
qu'une  résistance  insignifiante.  Dans  ce  cas,  en  diminuant 
If  par  les  divers  moyens  connus,  on  peut  parvenir  à  faire 
une  grande  quantité  d'ouvrage  avec  une  faible  dépense  de 
travail  moteur.  On  en  a  un  exemple  dans  les  machines  qu| 
servent  à  filer  le  coton  ou  la  laine  :  avec  une  quantité  de 
travail  moteur  asses  petite,  ou  entretient  le  mouvement  d'un 
nombre  considérable  de  broches,  dont  chacune  produit  un 
fil.  Mais  il  faut  bien  se  garder  de  confondre  Touvrage  que 
peut  produire  une  machine,  avec  le  travail  nécessaire  à  la 
production  de  cet  ouvrage. 

§  269/  HnehlMca  ■••Irlees)  waehlsM  Mitlift.— Dans 
une  machine  complète,  on  doit  distinguer  trois  parties  dis- 
tinctes, savoir  :  l""  la  partie  qui  est  destinée  à  recevoir  le 
travail  moteur,  sur  laquelle  agissent  directement  les  forces 
mouvantes  ;  2""  la  partie  qui  est  deslince  à  produire  le  travail 
utile,  sur  laquelle  agissent  directement  les  résistances  utiles; 
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5**  eofin,  la  partie  înterinédîaîre,  qui  esc  destinée  à  relier  les 
deux  premières  l^uiio  à  Tautre.  On  s*eii  fera  iiiit'  idée  nette 
en  pensant  à  un  moulin  à  eau,  dans  lequel  une  roue  hydrau- 
lique fait  marcher  une  meule  :  la  roue  hydraulique  consUtue 
la  première  partie  ;  la  meule  forme  la  seconde  ;  et  la  troi- 
sième  se  compose  des  arbres  et  des  roues  dentées^  par  Tiu- 
termédiaire  desquels  le  mouvement  de  la  roue  se  transmet  :i 
la  meule.  La  première  partie,  celle  qui  reçoit  le  travail  mo- 
teur, est  désignée  spécialement  sous  le  nom  de  machiHe 
motrice /  elle  varie  de  forme  suivant  la  manière  dont  le  tra- 
vail moteur  se  produit:  les  roues  hydrauliques,  l'appareil 
extérieur  des  moulins  à  vent  et  les  machines  à  vapeur  en 
fournissent  des  exemples.  La  seconde  partie,  celle  qui  pro- 
duit le  travail  utile,  se  nomme  machine  outil/  elle  varie  éga- 
lement d'après  la  nature  du  travail  auquel  elle  est  destinée. 

Toutes  les  considérations  développées  précédemment,  re- 
lativement à  la  transmission  du  travail  dans  les  machines, 
peuvent  être  appliquées  à  une  machine  motrice,  ou  à  une 
machine  outil,  considérée  isolément;  et  de  même,  on  peut 
les  appliquer  à  Tensemble  des  mécanismes  qui  servent  à 
fiiire  communiquer  Tune  avec  l'autre,  on  bien  encore  à  une 
portion  quelconque  de  ces  mécanismes.  Il  est  aisé  de  voir 
que  les  machines  outils  seules  peuvent  rentrer  dans  la  se- 
conde des  deux  classes  de  machines  qui  ont  été  indiquées 
plus  haut  (§  266)  :  les  machines  motrices,  et  les  parties  de 
machines  qui  servent  à  relier  les  machines  motrices  aux 
machines  outils,  font  nécessairement  partie  de  la  première 
classe. 

Les  machines  motrices  ont  été  imaginées  pour  remplacer 
l'action  de  l'homme  et  des  animaux  sur  les  machines.  La 
force  (1)  de  ces  machines  se  mesure  par  la  quantité  de 


(1)  Le  mot  farce  e^i  employé  ici  avec  une  acception  différente  de  celle  qui 
lui  a  été  attribuée  dans  tout  ce  qui  préfèd<*  ;  il  doit  être  regardé  conune  si* 
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travail  qo'elles  peuvent  effectuer  dans  un  temps  donne.  Pour 
pouvoir  évaluer  cette  force  en  nombre,  on  a  besoin  de  dire 
choix  d'une  unité  particulière.  L*unité  qui  est  généralement 
adoptée  pour  cela  porte  le  nom  de  eheral'-vapeurj  ou  sim- 
plement de  cheval  :  elle  correspond  à  une  production  de 
75  kilogrammètres  de  travail  (§  118)  en  une  seconde  de 
temps. 

§  270.  MmjeÊkB  de  régalariser  le  HMHvesiCBt  J*«ac 
■larM— ,  —  Lorsqu'une  machine  est  destinée  à  marcher 
pendant  un  temps  un  peu  long,  il  est  généralement  très-im- 
portant que  son  mouvement  soit  uniforme,  ou  au  moins  ne 
s'écarte  pas  beaucoup  de  l'uniformité.  Cela  est  utile,  notam- 
ment pour  que  le  travail  moteur  se  transmette  convenable- 
ment aux  machines  motrices,  et  aussi  pour  que  les  machines 
outils  effectuent  régulièrement  le  travail  auquel  elles  sont 
employées.  Pour  obtenir  cette  régularité  du  mouvement 
d'une  machine,  on  a  recours  à  deux  moyens  différents,  que 
nous  allons,  indiquer. 

Si  le  travail  moteur  se  développe  d'une  manière  intermit- 
tente, ou  bien  si,  eu  se  développant  d'une  manière  continue, 
il  est  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit,  pour  un  même 
intervalle  de  temps,  il  est  clair  qu'il  doit  en  résulter  des  va- 
riations dans  le  mouvement  de  la  machine.  De  même,  l'in- 
tennittence  ou  les  changements  périodiques  d'intensité  du 

gnifijHit  capacité  de  tratail.  11  est  certalnemenl  fàcbeoi  «remployer  ainsi  le 
même  mot  pour  désigner  deui  choses  essentieUement  différentes,  mais  II 
Mniit  difftdle  de  changer  cette  manière  de  parler  qui  est  consacrée  par 
rasage.  D'alUeun,  Il  n'y  a  pas  4  craindre  que  l'on  confonde  Jamais  une  forée, 
qui  s'évalue  en  kilogrammes ,  avec  la  force  d'une  machine ,  qui  s'évalue  en 
ehevanwapeur.  La  manière  dont  le  mot  force  se  trouve  Introduit  dans  une 
phrase  Indique  toujours  suffisamment  à  laquelle  de  ces  deux  aeoepUons  il 
se  rapporte. 

Le  mot  force  se  trouve  encore  dans  l'expression  force  rive,  que  nous  avons 
fréquemment  employée;  mais  on  ne  doit  dans  ce  cas  lui  attribuer  aucune 
signification  particulière.  11  ne  fait  que  constituer  une  partie  du  mot  com- 
plexe forre  rite,  dont  le  sens  est  parfaitement  défini. 

37 
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Cela  posé,  si  nous  considérons  le  inouvenaent  d'une  ma* 
chine  pendant  un  întei*valle  de  lemps  quelconque,  et  si  nous 
désignons  par  T»  le  travail  moleur  total  développé  pendant 
ce  temps,  et  par  Tr  le  travail  résistant  total  correspondant, 
nous  aurons  T«  —  Tr  pour  la  somme  des  travaux  de  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  la  machine  pendant  le  temps 
dont  il  s'agit  :  donc,  d'après  le  théorème  général  des  forces 
vives,  on  aura 

imt;*  — 2mt?o*  =  2(T«  — Tr).  (a) 

Cette  équation  exprime  que  l'accroissement  total  de  la  force 
vive  de  la  machine,  pendant  le  temps  que  l'on  considère,  est 
égal  au  double  de  l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail 
résistant,  pendant  le  même  temps;  elle  renferme  en  elle- 
même  toute  la  théorie  de  la  transmission  du  travail  dans  les 
machines. 

Supposons  d'abord  que  le  mouvement  de  la  machine  soit 
uniforme,  c'est-à-dire  que  la  vitesse  de  chacun  de  ses  points 
reste  constamment  la  même.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (a)  est  nul,  quel  que  soit  l'intervalle  de  .temps  auquel 
cette  équation  se  rapporte  :  donc  le  travail  moteur  T»  est 
constamment  égal  au  travail  résistant  Tr.  Ainsi  la  machine 
transmet  le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  aux 
points  sur  lesquels  agissent  les  forces  résistantes,  sans 
que  la  grandeur  de  ce  travail  ait  subi  aucune  modification. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  machine  n'est  soumise  qu'à  une 
seule  puissance  et  à  une  seule  résistance,  l'uniformité  du 
mouvement  entraîne  comme  conséquence  que  le  travail  de 
la  puissance  est  égal  à  celui  de  la  résistance;  ou,  eu  d'autres 
termes,  que  la  puissance  et  la  résistance  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  inverse  des  chemins  parcourus  dans  le  même 
temps  par  leurs  points  d'application,  et  suivant  leurs  direc- 
tions respectives  :  d'où  l'on  conclut  la  maxime,  bien  connue, 
que  ce  qu'on  gagne  en  farce,  on  le  perd  en  viieese. 
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Lorsqu'aiie  machine  ne  se  meut  pas  uniformément,  Téga- 
lité  des  travaux  moteur  et  résistant  T« ,  IV,  correspondant  à 
uni  intervalle  de  temps  quelconque,  n'existe  plus.  Mais,  dans 
ce  cas,  le  mouvement  de  la  machine  est  habituellement  pé- 
riodique ;  c'est-à-dire  que  ce  mouvement  s'accélère  et  se  ra- 
lentit alternativement,  de  telle  manière  que  la  vitesse  de 
chacun  des  points  de  la  machine  reste  toujours  comprise 
entre  certaines  limites.  Si  l'on  considère  une  des  périodes 
de  temps  qui  se  succèdent,  et  qui  sont  telles  qu'au  commen- 
cement et  à  la  fin  de  chacune  d'elles  les  vitesses  des  diverses 
parties  de  la  machine  sont  les  mêmes,  il  est  clair  que,  pour 
cette  période,  le  premier  membre  de  l'équation  (a)  est  égal 
à  zéro,  et  par  conséquent  le  second  l'est  aussi  :  donc  le  tra- 
vail moteur  T» ,  développé  pendant  cet  intervalle  de  temps, 
est  égal  au  travail  résistant  Tr  correspondant.  Ainsi,  quoi- 
que Tm  et  Tr  ne  soient  pas  égaux  pour  chaque  élément  du 
temps,  l'égalité  de  ces  deux  quantités  peut  être  regardée 
comme  existant  en  moyenne,  pendant  toute  la  durée  de  la 
marche  périodique  de  la  machine  ;  puisqu'elle  a  lieu  pour 
une  quelconque  des  périodes  de  mouvement  dont  nous  ve* 
nons  de  parler,  et  par  conséquent  aussi  pour  le  temps  formé 
d'un  nombre  quelconque  de  ces  périodes. 

Si  l'on  applique  l'équation  (a)  à  la  totalité  du  temps  pen- 
dant lequel  la  machine  se  meut,  c'est-à-dire  au  temps  com*- 
pris  entre  l'instant  où  elle  commence  à  se  mettre  en  mouve- 
ment et  l'instant  où  elle  s'arrête,  on  voit  que  le  premier 
membre  de  l'équation  est  nul,  puisque  chacun  des  deux 
termes  qui  le  composent  est  nul  séparément  :  donc,  pendant 
ce  temps  total ,  on  a  enôore  T»  =  Tr.  De  telle  sorte  que, 
quelles  que  soient  les  variations  du  mouvement  de  la  ma- 
chine, le  travail  développé  par  les  forces  mouvantes  qui  lui 
sont  appliquées,  pendant  tout  le  temps  qu'elle  est  en  mar- 
che, est  toiyours  égal  au  travail  développé  dans  le  même 
temps  par  les  forces  résistantes. 
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A   L  USAGE    DES   CANDIDATS  A  LtCOLE  POLYTECHNJODE. 


Le  Traité  de  mécanique  rationnelle  qui  précède  comprend  à  la  fois 
les  notions  de  mécanique  exigées  pour  Tadmission  à  TËcole  Polytech- 
nique, et  toute  la  partie  théorique  du  cours  de  Mécanique  et  èla- 
chincs  de  cette  École.  Sa  publication  a  eu  principalement  pour  objet 
d'établir  un  lien  intime  entre  les  deux  enseignements  que  les  élèves 
reçoivent  successivement  sur  cette  matière,  avant  d'entrer  é  l'École, 
et  après  qu'ils  y  ont  été  admis.  Pour  que  les  candidats  à  TÉcoIe  Po- 
lytechnique sachent  au  juste  quelles  sont  les  parties  de  ce  Traité  qu'ils 
doivent  étudier  pour  satisfaire  aux  exigences  du  programme  d'ad- 
mission ,  nous  atloi'S  reproduire  ce  programme,  en  l'accompagnant 
des  indications  convenables.  Ensuite  viendront  deux  notes,  dans  les- 
quelles nous  traiterons  quelques  questions  spéciales,  qui  n'ont  pas  pu 
entrer  dans  le  cadre  de  cet  ouvrage,  et  dont  la  connaissance  est  exigée 
pour  l'admission  A  l'École. 


•«^•- 


PROGRAMME 

des  connaissances   de  mécanique  exigées   pour 
l'admission  a  l'École  polytechnique. 

D«  moaveneDt  é*mn  polot   eoHHldéré 

((  Moavement  uniforme.  Vitesse.  —  Mouvement  varid 
c(  Vitesse  à  un  instant  donné.  Comment  elle  se  détermine 
«  par  le  calcul  ou  par  le  tracé  d'une   tangente  à  une 


U2  APTCHBICC 

«  courbe,  quand  Tespaœ  est  une  fonctioD  donnée  da 
«temps. 

«  MonTenient  oDifonnément  \mé. — La  vitesse s*aecroit 
«  de  qoantilés  proport icoodles  aox  temps  écoulés. — L*ex- 
tt  périence  snr  la  chate  des  corps  dans  le  vide  en  Ibomit 
«  un  exemple  ;  valeur  de  Taccélération  g  dans  ce  êas.  —  De 
«  Taccélération  dans  le  mouvement  rectilîgne  varié  en  gé- 
«  néraL  quand  la  vîtestîeest  donnée,  en  fonction  du  temps. 
«  par  une  équation  on  par  une  courbe. 

«  ffraîectîoB  sur  un  axe  d'un  point  nKrt>ile  dans  l'espace. 
«  La  vitesse  de  la  projection  du  point  esti^i;ale  i  la  projec- 
«  tion  de  sa  vitesse  dans  l'espace. 

a  Composition  et  décomposition  des  vitesses  déduites 
o  de  la  considération  des  mouvements  relatifs.  Gé  qu'on 
«  entend  par  accélération  totale  et  par  accélération  tan- 
u  gentielle  dans  le  mouvement  curviligne  d'un  point  Com- 
a  position  et  décomposition  des  accélérations.» 

Pour  tintes  ces  questioiis,  qui  boai  relatives  à  la  Cioématique,  on 
étudiera  dans  le  livre  1  :  l«  tout  le  chapitre  iF,  paragraphes 3  à  44; 
2*  les  paragraphes  45  et  16  du  chapitre  2,  pour  savoir  ce  que  c'est 
qu'un  mooTeaieDt  de  translation  ;  3^  les  paragraphes  37  i  47  du  cha- 
pitre 3  ;  4<'  les  paragraphes  69  à  73  du  chapitre  4  ;  5*  enân  le  para- 
graphe 79  du  même  chapitre  4. 


V^mt  ém  fnrMs  appliqua—  à  un  p^lnt   MMiléHel 

a  Loi  de  rinertie  relative  au  point  matériel.  —  Ëflets 
«  divers  des  forces.  —  Conditions  de  Tégalité  de  deux 
«  forces,  d'après  les  effets  qu'elles  produisent  sur  un  même 
a  corps  ou  système  matériel.  —  Comparaison  des  forces 
n  aux  poids,  à  l'aide  du  dynamomètre.  —  Le  kilogramme 
c(  peut  être  pris  pour  unité  de  force. 
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«  On  admet  comme  prindpe  expérimental  que  Teflet 
(c  d'une  force  sur  un  point  matériel  est  indépendant  du 
(c  mouvement  antérieurement  acquis  par  ce  point,  c'est-à- 
u  dire  que  le  mouven^nt  du  point  s'obtient  par  la  compo- 
«  sition  du  mouvement  re^^tiligne  di\  à  sa  vitesse  acquise  et 
«  du  mouvement  que  la  force  lui  communiquerait  s'\\  par- 
ce tait  du  repos.  —  Démontrer  qu'il  résulte  de  ce  principe 
Cl  qu'une  force  constante,  agissant  sur  un  point  matériel 
tt  partant  du  repos,  lui  imprime  un  mouvement  unifonoë- 
a  ment  accéléré.  —  Cas  où  le  point  matériel  possède  une 
«  vitesse  initiale  dans  le  sens  de  la  force  ou  dans  le  sens 
a  contraire.  —  Réciproquement,  si  un  point  matériel  est 
«  animé  d'un  mouvement  rectUigne  uniformément  varié,  il 
«  est  soumis  à  une  force  constante.  —Exemples^ relatifs  à 
«  la  pesanteur.  —  Le  mouvement  parabolique  des  projec- 
«  tiles  est  une  autre  conséquence  des  principes  énoncés  ci- 
u  dessus. 

«  Indépendance  mutuelle  des  eflets  simultanés  de  plu^ 
c(  sieurs  forces  agissant  sur  un  point  matériel  isolé.  — 
<{  Deux  forces  constantes,  appliquées  successivement  à  un 
((  même  point  matériel  partant  du  repos  ou  animé  d'une 
c<  vitesse  initiale  de  même  direction  que  la  force ,  sont 
«  entre  elles  comme  les  accélérations  qu'elles  produisent. 
»  —  Conséquence  relative  au  cas  où  l'une  des  forces  est  le 
c(  poids  même  du  mobile. 

a  Déûnition  de  la  masse.  —  Relation  entre  les  forces,  les 
a  masses  et  les  accélérations.  —  De  la  force  d'inertie.  Son 
«  expression  et  ses  effets.  Sa  mesure  en  kilogrammes  pour 
«  diverses  accélérations.  —  Introduction  de  la  masse  dans 
«  les  équations  du  mouvement  rectiligne  ou  curviligne  d'un 
((  point  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  ou  d'une  force 
«  constante  quelconque.  —  Notions  qui  en  dérivent  relati- 
«  vement  au  travail  et  à  la  force  vive. 

u  Composition  et  décomposition  des  forces  appliquées  à 
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fi  un  même  point  matériel  libre ,  déduites  du  principe  de 
Cl  l'indépendance  des  effets  simultanés  des  forces.  —  Gon- 
«  dition  de  l'équilibre  des  forces  appliquées  à  un  même 
«  point.  Elle  est  indépendante  de  Tétat  de  repos  ou  de 
«  mouvement  de  ce  point.  » 

Pour  cette  partie  du  programme ,  on  étudiera  dans  le  livre  II  : 
4*  les  paragraphes  89  à  99  du  chapitre  4*»'  ;  3"*  le  paragraphe  «04  dti 
chapitre  2  ;  3*  et  les  trois  premiers  alinéas  du  paragraphe  1 38  du 
chapitre  3.  On  y  trouvera  tout  ce  ({ui  se  rapporte  a  ces  diverset* 
qoesUoiis  relatives  à  Teflet  des  forces  appliquées  à  un  point  matériel , 
à  l'exception  toutefois  de  VirUroduction  de  la  marse  dans  les  équa- 
tions du  mouvemenê  rectiligne  ou  curviligne  d'un  point  soumis  à 
Vwiion  de  la  pesanteur  ou  d'une  force  constante  quelconque;  et  des 
notions  qui  en  dérivent  relativement  au  travail  et  à  la  force  vive, 
La  noto  I  ci-après  est  destinée  à  combler  cette  lacune. 


D«  travail  éem  forées  appliquées  à  ao  palat  maMIe* 

«  Travail  élémentaire  d'une  force  appliquée  à  un  point 
«  mobile.  —  Deux  manières  de  l'évaluer ,  suivant  qu'on 
a  projette  la  force  sur  la  direction  de  l'élément  du  chemin 
»  décrit,  ou  l'élément  de  chemin  sur  la  direction  de  la 
((  force.  —  Travail  élémentaire  moteur;  travail  élémen- 
«  taire  résistant.  —Le  travail  élémentaire  d'une  force  nor- 
a  maie  à  l'élément  du  chemin  décrit  est  nul. 

((  Travail  total  d'une  force  constante  dirigée  dans  le  sens 
((  du  chemin  parcouru,  ou  qui  reste  parallèle  à  elle-métne. 
((  —  Travail  de  la  pesanteur  dans  le  mouvement  d'un  point 
((  matériel  sur  une  courbe  quelconque. 

((  Travail  total  d'une  force  variable  dirigée,  ou  non,  dans 
«  le  sens  du  chemin  décrit  par  son  point  d'application  :  il 
u  s'obtient  par  une  quadrature  ou  à  l'aide  d'un  tracé  ap- 
((  proximatif.  —  Ce  qu'on  entend  par  effoi't  moyen. 
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c(  Lnité  de  travail,  kiiograminètre. 

«  Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  de  deux  ou  d'un 
(c  plus  grand  nombre  de  forces  est  égal  à  la  somme  algé- 
tt  brique  des  travaux  élémentaires  des  composantes.  — 
a  Extension  de  ce  théorème  en  travail  continu  des  forces. 

<(  Théorème  des  moments.  Ce  théorème  a  lieu  pour  les 
«  projections,  sur  un  plan  quelconque,  de  forces  coucou - 
a  rantes  dans  l'espace.  Ce  qu'on  nomme  moment  d'une 
((  force  par  rapporf  à  un  axe. 

«  Quand  trois  forces  se  font  constamment  équilibre^  la 
(t  somme  algébrique  de  leurs  travaux  est  nulle.  ^  Exten- 
«  sion  de  ce  théorème  à  l'équilibre  d'un  nombre  quel- 
ce  conque  de  forces  appliquées  à  un  point.  —  Théorème  re- 
c(  latif  aux  moments  de  ces  forces  par  rapport  à  un  axe 
«  quelconque  dans  l'espace.  » 

Pour  toutes  ces  questions,  qui  se  rapportent  au  travail  des  forces 
et  à  leura  moments,  on  prendra  dans  le  livre  II  :  f<»  les  para- 
{graphes  4  00  à  4  03  du  chapitre  4  *>*  ;  2^  les  paragraphes  4  4 7  et  4  4  8  du 
chapitre  3. 

Iles  imreem  appll^vées  à  mn  c«rps  solide. 

c(  Notions  relatives  à  la  solidité  des  corps.  —  Hypothèse 
({ de  l'invariabilité  des  distances  mutuelles  des  éléments 
«  de  ces  corps.  —  Cas  où  cette  hypothèse  peut  être  ad- 
«  mise. 

«  On  admet  qu'on  peut,  sans  changer  l'état  de  repos  ou 
«  de  mouvement  d'un  corps,  transporter  le  point  d'appli- 
«  cation  d'une  force  en  un  point  quelconque  de  sa  direc- 
«  tion,  pourvu  que  le  second  point  soit  supposé  lié  inva- 
«  riablement  au  premier.  —  Vérification  de  ce  principe  au 
«  moyen  du  dynamomètre  appliqué  aux  extrémités  d'une 
«  corde  ou  d'une  verge  soutenant  verticalement  un  poids. 
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«  ->-  Le  travail  de  la  force  ainsi  transportée  est  aussi  le 
((  mém^  poar  tout  déplacement  élémentaire  de  la  droite 
«  d'application. 

<(  Composition  et  équilibre  des  forces  concourantes  ap- 
«  pliquées  à  un  corps  solide.  —  Cas  où  les  forces  sont 
«  parallèles.  -^  Cas  d'un  couple. 

«  Le  moment  de  la  résultante  d'un  système  de  forces 
«  parallèles,  par  rapport  à  un  plan  quelconque,  est  égal  à 
((  la  somme  des  moments  des  composantes. 

«  Centre  des  forces  parallèles.  Centre  de  gravité  :  sa  re- 
«  cherche  '^  réduit  à  une  question  de  géométrie,  quand  le 
«  corps  est  omogène.  —  Cas  où  le  corps  a  un  plan  de  sy- 
«  métrie,  uq  axe  ou  un  centre  de  figure.  —  Notion  du 
«  centime  i(q  gravité  d'une  ligne  et  d'une  surface  considérées 
«  comme  composées  d'éléments  dont  le  poids  est  propor- 
«  tionnelà  leur  étendue. 

tt  Centre  de  gravité  d'un  triangle;  il  est  le  même  que 
u  celui  du  système  de  trois  sphères  homogènes  égales  qui 
«  auraient  leurs  centres  aux  trois  sommets.  —  Centre  de 
«  gravité  d'un  polygone.  Cas  particuliers  du  trapèze  et  du 
c(  quadrilatère  quelconque. 

«  Centre  de  gravité  du  tétraèdre  ;  il  est  le  même  que 
«  celui  du  système  de  quatre  sphères  homogènes  égales 
({ qui  auraient  leurs  centres  aux  quatre  sonnuels,  et  se 
«  trouve  au  point  d'intexsection  des  droiles  qui  joignent 
«  les  milieux  des  arêtes  respectivement  opposées.— CcMitrc 
«  de  gravité  de  la  pyramide,  du  cône. 

((  La  notion  du  centre  de  gravité  ne  suppose  pas  néces- 
«  sairement  la  solidité  des  corps;  elle  s'applique  à  un  sys- 
»  tème  quelconque  de  points  matériels. 

«  Le  travail  de  la  pesanteur  sur  un  corps  ou  sur  un  sjs- 
c(  tème  de  corps  est  le  même  que  si  la  masse  de  ces  corps 
«  se  trouvait  concentrée  eu  leur  centre  de  gravité  général. 
<c  —  Application  relative  à  l'élévation  des  fardeauiu 


«  Composition  géDérale  des  foixes  appliquées  à  un  corps 

«  solide  invariable.  —  Leur  réduction  ^  deux  forces  équi- 

0  valences,  dont  l'une  passe  par  un  point  donné.  —  Pour 

«  l'équilibre,  ces  forces  doivent  être  égales  et  directement 

«  contraires,  et  la  somme  algébrique  des  travaux  des  forces 

il  proposas  doit  être  nulle  pour  tout  déplacement  fictif 

«  ou  virtuel  du  cçrps.  —  £n  déduire  les  six  ^nations  d'e- 

({ quilibre.  »  3 

I 

On  trouvera  tout  ce  qui  se  rapporte  à  ces  questions  relatives  aux 
forces  appliquées  à  un  corps  solide,  en  prenant  dans  te  livre  III  :  4*  !os 
paragraphes  450  à  459  du  chapitre  4^'';  t*  les  para  «phes  462  à 
470  du  chapitre  S;  ^^  les  paragraphes  473  et  47S  uu  ïnème  cba- 
pîtrei;  4"  asGn  les  paragraphes  i74  à  479  du  chapitré  3.  On  peut 
laisser  de  côté,  dans  les  paragraphes  qvi  viennent  d'èti-^ indiqués  , 
tout  ce  qui  suppose  des  connaissances  autres  que  celles  qui  sont  exigées 
pour  Tadmission  à  TÉcole  Polytechnique  ;  ce  qui  reste,  après  cette 
suppreerion,  répond  suffisamment  aux  questions  contenues  dans  la 
IMitie  du  programme  à  laquelle  se  rapportent  ces  paragraphes. 


Des  mnehiaes. 

((  Les  machines  ont,  en  général,  pour  but  de  trans- 
«  mettre,  sous  certaines  conditions,  Taction  et  le  travail 
«  des  forces. — Influence  des  résistances  dites  passives  :  le 
«  travail  moteur  est  toujours  plus  grand  que  le  travail  ré- 
«  sistant  utile.  —  Notions  élémentaires  relatives  aux  ma- 
«  chines  simples  soUiciiées  uniquement  par  une  puissance 
u  et  une  résistance.  —  Ce  qu'on  gagne  en  force,  on  le  perd 
«  en  temps  ou  en  chemin. 

«  Équilibre  et  travail  des  forces  appliquées  au  levier.  — 
«  Des  balances. — Conditions  à  remplir  pour  qu'elles  ne 
tt  soient  ni  folles  ni  paresseuses.  —  Mesure  de  leur  sensi- 
((  bilité. 
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((  Équilibre  et  IravaU  des  forces  appliquées  au  treuil,  à 
«  la  poulie  fixe  ou  mobile.  —  Moufles. 

<(  Équilibre  et  stabilité  d'un  corps  pesant  posé  sui^n  plan 
«  fixe  horizontal  ou  incliné.  —  Réactions  du  plan.  —  Mo- 
«  ments  et  degrés  diTers  de  stabilité. 

((  Lois  expérimentales  du  frottement  :  1**  à  l'instant  du 
«  départ;  2*  pendant  le  mouvement. — Expériences  de  Cou- 
((  lomb  relatives  au  frottement  des  corps. 

((  Mouvement  uniforme  et  équilibre  d'un  corps  sur  un 
«  plan  incliné»  en  supposant  ce  corps  uniquement  soumis 
((  à  l'action  de  la  pesanteur  et  au  frottement  du  plan.  — 
((  Cas  du  mouvement  uniformément  accéléré.  —  Ëquatiou 
c(  du  travail  et  des  forces  vives.  —  Portion  du  ti*avail  ab- 
«  sorbée  par  le  frottement. 

((  Frottement  dans  la  poulie  fixe.  » 

Presque  toutes  les  malières  qui  composent  cette  dernière  partie  du 
programme  ne  sont  pas  traitées  dansTouvrage  qui  précède;  et  celles 
qui  y  sont  traitées  se  trouvent  tellement  disséminées ,  qu'il  serait 
difficile  de  les  y  étudier  convenablement.  Aussi  a-t-on  cni  devoir  faire 
do  Tcnsemble  de  ces  matières  Tobjet  spécial  de  la  note  II ,  où  elles 
sont  présentées  de  manière  à  faire  suite  aux  parties  précédentes  du 
programme. 


NOTE  I. 

introduction  de  la  masse  dans  les  équations  du  mouvement  rec/i- 
ligne  ou  curviligne  d'un  point  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  ou 
d'une  force  constante  quelconque  —  Notions  qui  en  dérivent  relative- 
ment au  travail  et  à  la  force  vive» 

En  étudiant  le  mouvement  que  prend  un  point  mutcrlcl  primitive- 
ment en  repos,  sous  Taclion  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en 
direction  (§  90),  et  considérant  spécialement  le  cas  où  celle  force  est 
le  poids  même  du  mobile  ^  on  a  trouvé  la  relation 
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flans  laquelle  u  est  la  Nite&se  du  point  matériel  à  un  instant  quel- 
conque,^ et  œ  est  la  hauteur  dont  ii  eàt  dôjà  tombé  À  cet  instant.  Si 
Ton  multiplie  les  deux  membres  par  la  masse  m  du  point  mobile,  il 

viendra 

nir*  =  2mf/a;, 

• 

ou  bien 

inv*  =  l9x,  (a) 

P  étant  le  poids  de  ce  mobile.  Quelle  que  soit  la  force  F,  constante  en 
grand<>ur  et  en  direction ,  qui  agisse  sur  le  point  matériel  de  masse  m 
supposé  primilivement  en  repos,  si  Ton  désigne  toujours  par  v  la 
vitesse  de  ce  point  à  un  instant  quelconque ,  et  par  x  le  chemin  qu'il 
a  parcouru  jur^qu'à  cet  instant  sous  l'action  de  la  force  F,  on  trouvera 

de  mémo 

wv^  =  2Fx.  (6) 

Lorsque  ensuite  on  a  étudié  le  mouvement  d'un  point  matériel 
soumis  à  l'action  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction , 
et  animé  d'une  vitesse  initiale  de  mémo  direction  que  la  force  (§  94)  > 
on  a  trouvé  les  relations 

X=Vot  +  ijP',  V^Vo+jt, 

pour  le  cas  où  la  vitesse  initiale  Vo  est  de  même  sens  que  la  force  Si 
Ton  élimine  (  entre  cei  deux  relations ,  on  trouve  sans  peine 

en  multipliant  de  part  et  d'autre  par  lu  masse  m  du  mobile,  et  ob- 
servant que  mj  est  égal  à  la  force  F  qui  agit  sur  ce  mobile ,  on  ar- 
rive il 

wit;*  — mVo'  =  2Fx.  (c) 

Dans  le  cas  où  la  vitesse  initiale  v.  est  dirigée  en  sens  contraire  de 
la  force  F,  on  a  trouvé  les  relations 

ne  =  Vot  —  î  j/* ,        «  =  t\  —jt , 

d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  / ,  multipliant  ensuite  par  m,  puis  rem- 
plaçant mj  par  F, 
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EnGn ,  en  cherchant  quel  e^t  le  imni  veinent  que  prend  un  point  ma- 
tériel somma  à  Faction  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ,  lorsque  ce  point  est  animé  d  une  vitesse  initiale  de  'dtreolioB 
quelconque  (§  92) ,  on  a  trouvé  pour  les  équations  de  ce  mouvement 
rapfK>rté  aux  axes  OX ,  0 Y,  (fig.  51,  page  425) 

Changeons  de  coordonnées ,  et  prenons  pour  axes  la  ligne  OY  et  line 
perpendiculaire  à  cette  ligne  menée  par  le  point  0  ;  les  nouvelles 
coordonnées  rr',  y'  du  point  M  seront  liées  aux  anciennei  x,  ff,  par  les 
relations 

x'=cDCOS«,        |f'=:y-~âssîna, 

X  étant  Tangle  que  la  direction  OX  de  la  vitesse  initiale  v^  fait  avec 
le  nouvel  axe  des  x.  D'après  cela ,  tes  équations  du  mouvement  du 
point  M  rapporté  aux  nouveaux  axes  seront 

x'  =  Vo  cos«.  f ,  y'  =  *-j0 —  V.  sina.f. 

On  peut  regarder  ces  deux  équations  comme  étant  celles  de  deux 
mouvements  rectilignes  dont  le  mobile  est  animé  en  même  temps;  en 
sorte  que  ,  pour  avoir  sa  vitesse  v  à  un  instant  quelconque ,  on  n  a 
qu'à  prendre  les  vitesses 

tJ^cosa,         jt  —  i;oSina, 

dans  ces  deux  mouvements  rectilignes,  et  les  composer  entre  elles  i 
Taide  du  parallélogramme  des  vitesses,  parallélogramme  qui,  dans  ce 
cas ,  est  rectangle  :  on  aura  donc 

f  ?•  s=  «o*  cos*  «  +  {jt  —  Vo  sin  «  )* , 
ou  bien 

r«  =  t'a*  —  2j.  VoSina.  (  +j*i* , 
ou  bien  encore,  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  /  et  y', 

t;«=Vo* +2jy. 

En  mullipliant  les  deux  membres  par  la  masse  m  du  mobile,  et  rem* 
plaçant  mj  par  F,  on  arrive  à  la  relation 

mv'^  —  m»>o*  =  2Fy'.  (e) 

Les  diverses  équations  (a),  (b),  {c}j  (d),  (e),  qui  viennent  d'être 
établies,  rentrent  toutes  dans  une  même  forme  générale.  On  y  trouve 
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des  termes  de  deux  espèces,  savoir:  4*  le  produit  mv*  do  la  masse 
du  mobile  par  le  carré  de  sa  tites^,  produit  que  Ton  désigne  sous  le 
nom  de  force  vive  du  mobile  ;  2*"  le  produit,  tel  que  Fa;^  de  la  force 
qui  agit  sur  le  mobile  par  le  chemin  qu'il  parcourt  dans  la  direction 
de  cette  force,  produit  que  Ton  nomme  travail  de  la  force.  Si  Ton 
regarde  le  travail  d'une  force  appliquée  à  un  mobile  qui  ne  se  déplace 
pas  suivant  sa  direction,  comme  étant  \c  produit  de  la  force  par  la 
projection  du  chemin  parcouru  par  le  mobile  sur  la  direction  de  cette 
force;  et  si,  en  outre,  on  convient  de  regarder  ce  (raVall  comme  posi- 
tif on  négatif,  suivant  que  le  nK>bile  se  déplace  dans  le  même  sefts 
qfie  la  force  ou  en  sens  contraire,  il  est  aisé  de  voir  que  les  quanti" 
tés  —  ?x  de  l'équatfon  (ef),  et  Fi/'  de  Téquatiôn  (e),  représentent  Tune 
et  Tautre  le  travail  de  la  force  F  dans  les  cas  auxquels  ces  équations 
se  rapportent.  En  nous  fondant  sur  ces  définitions  et  conventions,  nous 
pouvons  dire  que  chacune  des  équations  (a)^  (b),  (c),  (d),  (é)  est 
comprise  dans  Pénoncé  suivant  :  l'accroissement  de  la  force  vive  da 
point  mobile,  depuis  le  commencement  de  son  mouvement,  josqu'à  un 
hMiant  quelconque,  est  éiral  au  donble  du  travail  de  la  force  qui  agit 
slir  ce  mobile  pendant  le  même  temps.  C'est  dans  cet  énoncé  qui^  con 
siste  le  théorème  des  forces  vives  pour  un  point  matériel,  théorème 
qui  se  trouve  seulement  vérifié  par  ce  qui  précède,  dans  les  divers 
ras  simples  que  nous  avons  examinés. 

En  général,  si  Ton  considère  une  force  quelconque  F  appliquée  à  an 
point  mobiU*,  si  Ton  projette  sur  la  direction  de  cette  force,  prise  à  un 
instant  quelconque,  le  chemin  infiniment  petit  es  parcouru  par  le  mo- 
bile pendant  an  élément  de  temps  compté  à  partir  de  cet  instant,  et 
si  l'on  multiplie  la  grandeur  de  la  force  F  au  même  instant  par  ce 
chemin  projeté,  le  produit  obtenu  sera  ce  qu'on  nomme  le  travail 
élémentaire  de  la  force  F  pendant  l'élément  de  temps  considéré.  On 
obtiendra  évidemment  le  même  travail  élémentaire,  en  prenant  fe 
pnxhiit  Fids  de  l'élément  de  chemin  ds  décrit  par  le  mobile  par  la 
projection  Fi  de  la  force  F  sur  la  direction  de  cet  élément  ds.  Le  tra- 
vail d'une  force,  pendant  un  temps  fini  quelconque,  est  la  somme  des 
travaux  élémentaires  de  cette  force,  pendant  les  divers  éléments  dans 
lesquels  on  peut  concevoir  que  ce  temps  fini  soit  décomposé. 


% 
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NOTE  îî. 


es  naclilaeii. 


Les  machines  ont^  en  général,  pour  but  de  transineltre,  sous  cer- 
taines conditionf ,  Vaction  et  le  travail  des  forces.  — -  influence  des 
résistances  dites  passives  :  le  travail  moteur  est  toujours  plus  grand 
que  le  travail  résistant  utile.  —  Notions  élémentaires  relatives  aux 
machines  simples  sollicitées  uniq%iement  par  une  puissasice  et  une 
résistance,  —  Ce  qu'on  gagne  en  force  on  le  perd  en  temps  ou  en 
chemin. 

Pour  se  faire  tout  d'abord  une  idée  un  peu  neite  de  Tobjet  des  ma- 
chines que  Ton  emploie  dans  l'industrie ,  on  peut  lire  le  §  266,  dans 
lequel  on  est  conduit  à  dire  que  les  machines  sont  des  appareils  qui 
servent  à  transmettre  le  travail  des  forces.  Quant  à  Tétude  complète 
de  la  manière  dont  s'effectue  la  transmission  du  travail  dans  les  ma- 
cJiines,  elle  ne  peut  se  faire  qu'en  s'appuyant  sur  le  théorème  général 
des  forces  vives ,  théorème  qui  ne  fait  pas  partie  àm  connaissances 
exigées  pour  l'admission  à  rÉcole  Pçlytedintque  :  on  devra  donc  se 
contenter  des  indications  suivantes,  relativement  à  cette  transmission 
du  travail. 

Considérons  une  machine  qui  soit  d'une  nature  telle  que  Irs  vi- 
tesses de  ses  différents  points  puissent  rester  constantes  pendant  un 
temps  quelconque,  c'est-à-dire  dont  les  diverses  parties  pniisentétre 
animées  en  même  temps  de  mouvements  uniformes,  mouvements 
qui  sont  habituellement  des  mouvements  de  translation  ou  de  rota- 
tion. Si  cette  machine  se  meut  uniformément  sous  l'action  dés  force:» 

• 

qui  lui  sont  appliquées,  il  est  clair  que  celles  de  ces  forces  qui  agis- 
sent sur  une  quelconque  des  pièces  dont  la  machine  se  compose  se 
font  mutuellement  équilibre,  puisque  le  mouvement  de  cette  pièce 
s'effectue  de  la  même  maniée  qu'il  s'effectuerait,  en  vertu  de  la 
seule  inertie  de  la  matière,  dans  le  cas  où  aucune  force  ne  lui  serait  v 
appliquée.  On  peuten  conclure  que  la  somme  des  travaux  des  Ibrces 
qui  agissent  sur  cette  pièce,  prise  isolément,  est  nulle,  quel  que  soit 
le  déplacement  idéal  et  infiniment  petit  qu'on  lui  attribue  à  partir 
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d'une  position  quelconque  (S  n6};  et  par  conséquent  cette  somme 
de  travaux  est  nulle  pour  lo  déplacement  que  prend  réellement  la 
pièce  dont  il  s'agit  pendant  un  élément  de  temps,  à  partir  de  Tins- 
tant  où  elle  occupe  la  position  dont  on  vient  de  parler.  On  en  conclut 
de  suite  que  la  somme  des  travaux  développés  par  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  les  diverses  parties  de  la  machine,  pendant  un  élé- 
ment de  temps  quelconque,  est  égale  à  zéro  ;  et,  par  conséquent,  il 
en  est  encore  de  même  lorsque  l'on  considère  la  somme  des  travaux 
développés  par  ces  forces  pendant  un  temps  fini.  Cette  somme  de 
travaux  ne  peut  être  nulle  qu'autant  que  la  somme  des  travaux  posi- 
tifs est  égale  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  travaux  négatifs,  ce 
qu'on  énonce  en  disant  que  le  travail  moteur  entégal  au  travail  ré- 
sistant ;  car  on  donne  les  noms  de  travail  moteur  et  de  travail  résis- 
tant à  ces  deux  sommes  partielles,  dont  la  première  se  reporte  au 
travail  des  forces  mouvantes  ou  des  puissances,  et  la  seconde  au  tra- 
vail des  forces  résistantes  ou  des  résistances. 

Oa  voit  par  ce  qui  précède  qu'une  machine  dont  le  mouvement  est 
uniforme  transmet  le  travail  des  forces  nnouvantes  aux  points  où  sont 
appliquées  les  résistances,  sans  que  la  grandeur  de  ce  travail  soit 
altérée  en  aucune  manière  ;  puisque  le  travail  résistant,  c'est-à-dire  le 
travail  produit  par  la  machine,  est  égal  au  travail  moteur  employé  à 
sa  production.  Dans  le  cas  particulier  où  la  machine  n'est  soumise 
qu'à  une  seule  puissance  et  à  une  seule  résistance,  l'égalité  des  tra- 
vaux moteur  et  résistant  entraîne  comme  conséquence  que  la  puis- 
sance et  la  résistance  sont  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  des 
diemins  parcourus  dans  le  même  temps  par  leurs  points  d'application 
et  suivant  leurs  directions  respectives  ;  d'où  Ton  conclut  la  maxime 
bien  connue  que  ce  qu*on  g€tgne  en  force  on  le  perd  en  vitesse.  Nous 
aurons  bientôt  l'occasion  de  vérifier  ce  résultat  très-important,  dans 
l'étude  de  quelques  machines  simples. 

L'égalité  du  travail  moteur  et  du  travail  résistant,  que  nous  venons 
d*établir  pour  les  cas  où  une  machine  se  meut  uniformément,  subsiste 
encore,  en  moyenne,  lorsque  la  machine  ne  se  meut  pas  uniformé- 
ment. Si  Ton  évalue  ces  travaux  moteur  et  résistant  pendant  on 
nombre  quelconque  d'intervalles  de  temps  successifs,  on  verra  que 
le  premier  est  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit  que  le  second  ; 
mais,  en  somme,  la  valeur  totale  du  travail  moteur  évalué  pen- 
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daoi  Uwle  la  durée  de  It  marche  do  la  maohîiieeal  toujovra  égale  é  la 
valeur  totale  du  IraTail  réaiatant  correspondant  à  cette  même  durée. 
Noua  admettona  cette  proposition,  dont  la  démonstration  ne  peut  ae 
faire  qu'à  Taide  du  théorème  général  des  forces  vives.  D'aprèe  œla, 
noua  pouvons  dire  que,  dans  tous  les  cas,  le  travail  moteur  oenfié  é 
une  machine  est  transmis  intégralement  aux  points  où  agissent  les 
résistances  appliquées  à  la  machine,  sans  qu'aucune  portion  de  ce 
travail  soit  perdue  ;  mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  pour  qu^il 
en  soii  ainsi^  on  doit  tenir  compte  de  toutes  les  forces  appliquées  à  la 
machine,  sans  aucune  exception.  Or,  parmi  les  forces  résistantes,  il 
y  en  a  de  deux  espèoea  :  4*  celles  qui  sont  nécessairement  appliquées 
â  la  machine  d'après  l'objet  auquel  elle  est  destinée,  cesi-à-dire 
celles  qui  correspondent  au  travail  même  que  l'on  se  propose  de  pr^ 
duire  par  l'emploi  de  la  machine  ;  i""  celles  qui  se  développent  dans 
lea  diverses  parties  de  la  machine,  par  suite  de  son  mouvement, 
comme  les  frottements  entre  les  pièces  solides  dont  la  machine  est 
formée,  et  qui  n'ont  rien  de  commun  avec  le  travail  en  vue  duquel  la 
machine  est  employée.  Les  forces  résistantes  de  la  première  espèce 
sont  souvent  désignées  sous  le  nom  de  ré$Uianoe$  atiUs,  et  oellea  de 
la  seconde  espèce  sous  le  nom  de  réiitiances  pauivu.  Le  travail  dé- 
veloppé par  les  résistances  utiles  se  nomme  travail  u/i'/a.  Le  travail 
moteur  étant  toujours  égal  au  travail  résistant  total,  le  travail  utile, 
qui  n'esl  qu'une  portion  de  ce  travail  résistant  total,  est  toujours  infé» 
rieur  au  travail  moteur  ^  une  machine  est  d'autant  meilleure,  au  point 
de  vue  de  la  transmission  du  travail,  que  le  rapport  du  travail  utile 
au  travail  moteur  se  rapproche  plus  délre  égal  à  l'unité  ;  ce  rapport 
est  ce  qu'on  nomme  le  rendement  de  la  machine. 

ÉquHibrê  H  iravail  des  forées  appliquées  au  levier* 

Un  levier  est  une  barre  solide  ACB^  /Sy.  4tS,  ordinairement  droite 

ou  presque  droite,  qui  s'appuie 

en  C  sur  un  corps  fixe,  et  à  l'aide 

de  laquelle  on  peut  vainero  hm 

Fiff.  itt.  résistance  Q,  appliquée  à  l'ime 

<le  ses  extrémités  A,  au  moyen  d'une  force  convenable  P,  agissant  à 

son  autre  extrémité  B.  Le  plus  habituellement,  la  résistance  à  vaincre 


edi  le  poids  d'un  corps  très-lourd,  que  Ton  fié  pourrait  pas  soulever 
dir6($teiiK>iil,  et  que  l'on  parvient  à  soulever  en  employant  le  levier. 
Gontîdérons  d*abord  le  levier  à  Téiat  d^équilibre  sous  Tactioii  des 
forcer  P  et  Q  ;  il  est  olail*  que  <!et  équilibre  ne  petit  eiistet  qu*au- 
tant  que  les  deut  forées  P^  Qont  line  i-ésultante  égale  et  contraire  à  la 
réaction  que  le  levier  éprouve  de  la  part  de  son  point  d'appui  C; 
donc  :  4<»  les  forces  P,  Q  doivent  être  dirigées  dans  tin  même  plan, 
paasant  par  le  point  G  ;  9*  la  soffinte  de  leurs  moments ,  par  fappoft 
ail  pointe,  doit  être  nulle  <  (Test-à^ird  ()ue  les  momeiîts  de  ces  detîjt 
forées,  par  rapport  au  point  G,  considérés  en  valeur  absolue,  doivent 
être  égaux,  et  que  les  deux  forces  doivent  tendre  â  faire  tourner  le 
tofvter  etk  sens  contraire  Tune  de  l'ftut^e  autour  de  ce  point  G.  Gés 
coaditkHis  sont  suffisantes,  si  Ton  admet  que  le  point  d^appuî  G  est 
(Sapabtè  d*eBer0er  sur  le  tovief  une  réslstaiide  de  grandeur  et  de  direc- 
tion quelcoiiquee.  Lorsqu'elles  seront  tempHes,  la  résultante  des  for- 
ces P,  Q  sera  la  pression  exercée  par  lé  levier  suf  son  appui  G,  ef, 
pour  avoir  cette  résultante  en  grandeur  et  en  direction ,  on  pourra 
concevoir  que  les  deux  forces  P,  Q  doiertt  transportées  parallèlement  à 
ellei-mémes  au  point  G. 

Lorsque  le  levier  se  meiit  lenteroëiit  sous  l'action  des  forces  1^,  Q, 
on  peut  regarder  ces  forces  comme  se  faisant  encore  équilibre  ;  alors 
la  somme  de  leurs  travaux  correspondant  au  déplacement  qu'éprouve 
le  levier  pehdant  un  élément  de  temps  est  égale  à  zéro  (§  176),  ou, 
en  d'autres  termes,  te  travail  de  la  force  P  est  égal  en  valeur  absolue 
à  celui  de  la  forcse  Q.  Il  s^ensuit  que  ce  qu'on  gagne  en  farce  on  le 
,  perden  vitessêy  puisque  si  l'dn  peut  vaincre  une  fésistanôe  Q  aveciine 
puissance  P  40,  400^  4000,  i...  fois  plus  petite,  d'tiri  autre  côté  le 
point  d'appliCftiioR  de  la  fésktance  Q  se  déplace  40,  400,  4000, .... 
fois  moins  vite,  suivant  sa  direction,  que  le  jsolnt  sur  lequel  agit  la 
pvisBance  P. 

Des  balances,  —  CoTiditions  à  remplir  pour  qu'elles  ne  soient  ni 
folles  ni  paresseuses.  —  Mesure  de  leur  sensibilité. 

Une  balance  consiste  essentiellement  en  un  levier  nommé  fléau,  dont 
le  point  d'appui  est  au  milieu  de  sa  longueur,  et  dont  les  extrémités  sup- 
portent chacune  un  plateau  destiné  à  contenir,  soit  tes  corps  que  l'on 
38. 
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veut  peser,  soil  des  corps  dont  le  poids  est  connu  d'avance,  et  que  Ton 
nommo  spécialement  des  poids.  Pour  se  servir  d'une  balance,  on  met 
le  corps  à  peser  dans  l'un  des  deux  plateaux,  et  on  lui  fait  équilibre  en 
mettant  dans  l'autre  plateau  des  poids  en  quantité  suffisante  pour  que 
le  fléau  puisse  se  maintenir  dans  une  position  horizontale  sous  l'action 
des  charges  qu'il  a  à  supporter  à  ses  deux  extrémités,  ou  plutôt  pour 
que  la  ligne  droite  qui  joint  les  points  de  suspension  des  deux  pla- 
teaux sur  ce  fléau  puisse  rester  horizontale  ;  lorsque  cet  équilibre  est 
établi,  on  regarde  le  poids  du  corps  à  peser  comme  égal  à  l'ensemble 
des  poids  connus  que  l'on  a  dû  mettre  dans  le  dernier  plateau.  Voyons 
d'abord  quelles  sont  les  conditions  gui  doivent  être  remplies  pour 
que,  en  opérant  comme  nous  venons  de  le  dire,  on  trouve  exacte- 
ment le  poids  du  corps  que  l'on  pèse. 

Il  faut  évidemment,  pour  cela,  que  le  fléau  reste  en  équilibre  dans 
sa  position  horizonlale,  lorsque  l'on  met  des  poids  égaux  dans  les 
deux  plateaux,  et  cela  quels  que  soient  ces  poids  égaux  ;  il  faut  donc 
qu'il  en  soit  encore  ainsi  lorsque  ces  poids  sont  nuls,  c'est-à-ilire 
lorsque  les  plateaux  ne  sont  pas  chargés.  D'un  autre  côté,  le  fléau 
étant  en  équilibre  lorsque  les  deux  plateaux  ne  contiennent  aucun 
corps,  et  cet  équilibre  devant  subsister  lorsqu'on  charge  les  plateauv 
de  deux  poids  égaux,  il  s'ensuit  que  ces  deux  poids  égaux,  considérés 
seuls  et  indépendamment  des  plateaux  qui  les  portent,  exercent  sur 
le  fléau  des  actions  qui  se  font  équilibre  d'elles-mêmes  :  les  moments 
de  ces  deux  poids  par  rapport  au  point  d'appui  du  fléau  doivent  donc 
être  égaux,  c'est-à-dire  que,  lorsque  la  ligne  des  points  de  suspen- 
sion des  deux  plateaux  est  horizontale,  le  point  d'appui  du  fléau  doit 
être  également  éloigné  des  verticales  menées  par  ces  points  de  sus- 
pension :  cela  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  le  point  d'appui  iiu 
fléau  est  à  égale  distance  des  points  de  suspension  des  deux  plateaux. 
D'après  cette  seconde  condition,  la  première  ne  peut  être  remplie 
que  si  les  poids  des  plateaux  sont  les  mêmes.  Ainsi,  pour  qu'une  ba- 
lance, employée  comme  nous  l'avons  dit,  donne  exactement  les  poids 
des  corps,  il  faut  :  4°  que  le  point  d'appui  de  son  fléau  soit  également 
éloigné  des  points  de  suspension  des  deux  plateaux  ;  2»  que  les  poids 
dos  deux  plateaux  soient  égaux.  Lorsqu'une  balance  satisfait  à  ces 
cuii'liiiuns,  on  dit  qu'elle  est  juste. 

Dans  co  qui  précrie,  nous  n'avons  pas  tenu  compte  de  l'aclimi 
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de  la  pesanteur  sur  le  fléau  ;  nous  avons  raisonné  comme  si  le  fléau 
n*élatt  pas  pesant.  On  comprend  que  le  poids  du  fléau  pourrait 
entraîner  une  modification  dans  les  conditions  que  nous  venons 
de  trouver;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  parce  qu*on  construit  le  fléau 
de  manière  qu'il  soit  symétrique  par  rapport  à  un  plan  mené  par  son 
point  d'appui  perpendiculairement  à  la  droite  qui  joint  les  points  de 
suspension  des  deux  plateaux.  Il  en  résulte  que,  lorsque  cette  droite 
est  horizontale,  le  plan  de  symétrie  du  fléau  est  vertical  ;  et  comme 
son  centre  de  gravité  se  trouve  nécessairement  dans  ce  plan  de  sy- 
métrie, la  pesanteur  ne  tend  en  aucune  manière  a  le  faire  pencher 
dans  un  sens  plutôt  que  dans  l'autre.  Ainsi,  par  suite  de  cette  symé- 
trie du  fléau^  les  conditions  pour  qu'une  balance  soit  juste  sont  les 
mêmes  que  celles  que  nous  avions  trouvées  en  faisant  abstraction  du 
poids  du  fléau. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'action  de  la  pesanteur  sur 
le  fléau  ne  joue  aucun  rôle  dans  l'équilibre  que  l'on  cherche  à  établir 
pour  peser  un  corps  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même,  si,  au  lieu  de  con- 
sidérer uniquement  cet  équilibre,  dans  lequel  la  droite  qui  joint  les 
points  de  suspension  des  plateaux  est  horizontale,  on  examine  celui 
qui  s'établit  lorsque  l'on  met  dans  un  des  plateaux  un  poids  un  peu 
plus  grand  que  celui  qui  se  trouve  dans  l'autre  plateau.  Soient  C  le 
point  d'appui  du  fléau,  /f(^.  493,  et  Â,  B  les  points  de  suspension  des 

deux  plateaux,  dans 
la  position  où  il  se 
trouve  lorsque  les  pla- 
teaux sont  également 
chargés  ;  les  deux 
distances  AC  et  BG 
sont  égales,  et  la  ligne 
AB  est  horizonlale.Dé- 
signons  par  P  le  poids 
total  de  chacun  des  deux  plateaux  ainsi  également  chargés,  c'est-à-dire 
le  poids  du  plateau  lui-même  augmenté  du  poids  du  corps  qu'il  supporte; 
par  Q  le  poids  du  fléau  ;  par  a  la  moitié  AD  de  la  distance  A B;  par  6 
la  distance  CD  du  point  d'appui  C  au  milieu  de  la  ligne  A  B  ;  etpar  cla 
distame  CG  du  même  point  C  au  contrôle  gravité  G  du  fléau.  Si  l'on 
ajoute  un  poiiis  p  dan^  le  plateau  suspendu  en  A,  le  fléau  s'incline  et 
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prend  une  nouvelle  position  d'équilibre  AXB';  soit  a  Tengle  ACÀ', 
ou  DCP',  dpnt  il  tourne  ainsi  ppur  passer  a  cette  nouvelle  position. 
Le  fléau  se  trouve  soumis,  en  dehpnide  son  point  d'appui  Ç,  à  qua- 
tre forces  verlicales  et  de  même  sens  qui  sont,  P  appliquée  en  X\  p 
appliquée  au  p)Anie  poipt  k\  P  appliquée  en  B',  et  0  appliquée  en 
Ci'  ;  la  r^ultante  de  ces  quatre  forces  parallèles  doit  paasep  par  le 
point  C  :  donc  la  jwmfpe  4e  leura  iqoiqents  ppr  rapport  au  point  C 
doit  être  nulle.  Les  deu«  forces  égales  à  P|  appliquées,  l'une  en  A', 
l'autre  en  B',  peuvent  être  remplacées  par  une  force  %?  appliquée 
en  D'.  Le  moment  de  cette  force  2P  par  rapport  au  point  C  est 
égal  à  3P6sipa}  le  moment  de  la  forpe  Q  appliquée  en  G'  a  pour 
valeur  Qpsina;  enfin  le  moinent  de  la  force  p  appliquée  en  A'  est 
égal  à  p  (a  C0S91— ?  6  sinoi),  Ces  moments,  tels  que  nous  venons  de 
les  évaluer,  sont  pris  en  valeur  absolue  ;  si  on  leur  attribue  des  si- 
gnes convenables ,  et  si  ensuite  on  e^prlipe  que  jour  somme  est  égale 
à  zéro,  on  arrive  à  l'équation 

p  (a cosa  —  6  sina)  =z 9P6  stn«  +  Qcsinft, 


d'où  l'on  tire 


pa 

'»"g*=(âP+?yFFQ"c- 


Cette  formule  fait  connattre  l'angle  a.  dont  le  fléau  s'écarte  de  aa  po- 
sition d'équilibre  normaîe,  par  suite  de  l'addition  du  poids  p  dans 
Tun  des  deui  plateaux.  La  balance  est  d'autant  plus  sensible  que  lan- 
gle  s  est  plus  grand,  pour  une  même  valeur  de  p.  Si  l'on  veut  que  la 
aenaibllilé  de  la  balance  soit  la  même  quel  que  soit  P,  c'esUA^dire 
quelle  que  soit  la  charge  des  deux  plateaux,  il  faut  que  P  n*entre  pas 
dans  l'expreaaion  de  tanga ,  et  par  conséquent  que  6  soit  nul  :  ainsi, 
peur  qu'une  balance  présente  le  même  degré  de  sensibilité,  quel  que 
soit  le  poids  du  eorps  que  Ton  pèse,  il  faut  que  lea  points  de  suspen- 
sion A,  B  des  deux  plateaux  et  le  point  d'appui  C  du  fléau  soient  sur 
une  même  ligne  droite.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  voit 
que  la  sensibilité  de  la  balance  est  d'autant  plus  grande  que  la  dis- 
lance p  du  centra  de  gravité  du  fléau  à  son  point  d'appui  est  plus  par 
tite  :  aussi ,  pour  qu'une  balance  soit  tpès-sensible,  eonstruit-on  le 
fléau  de  telte  manière  que  son  centre  de  gravité  G  soit  trèa-près  de 
son  point  d'appui  C« 
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Si  la  distance  o  est  grande,  la  balance  rai  peu  sensible  ;  son  fléay 
le  dérange  à  peine  par  suite  de  l'addition  d'un  poids  p  même  assex 
ofynsidérable  :  on  dit  alors  que  la  balance  est  pare$seme.  Si  cette 
distance  c  est  négative,  c'est-i-dire  si,  dans  la  position  normale  du 
fléau,  son  centre  de  gravité  se  troove  au*dessus  de  son  point  d'appui, 
l'addition  d'un  faible  poids  p  dans  l'un  des  plateaux  ne  fait  pas 
prendre  au  fléau  une  position  d'équilibre  peu  différente  de  sa  peai* 
tion  normale;  le  fléau,  qui  était  en  équilibre  instable  daas  cette  po« 
sition  normale,  tourne  immédiateneut  d'une  quantité  censidérabla 
autour  de  son  point  d'appui  par  suite  de  l'action  du  poids  p,  quelque 
petit  que  soit  ce  poids  :  dans  ce  cas  on  dit  que  la  balance  est  f^Uê» 

Équilibre  ei  travail  dei  forées  appliquéee  au  treuil ,  à  la  poulie 

fixe  ou  mobile,  —  Moufles. 

Le  Ireuii  est  une  machine  qui  se  compose  essentiellement  d'un  cyr 
lindre,  terminé  à  ses  deux  estrémilés  par  deux  cylindres  plus  petits 
ou  teurillons  qui  ont  même  axe  que  le  cylindre  principal;  ces  touril- 
lons sont  engagés  dans  des  ouvertures  cylindriques  ou  eouuineêe 
pratiquées  dans  des  supports  fixes,  de  manière  que  le  corps  du  treuil 
peut  tourner  librement  autour  de  son  axe  de  figure,  par  le  glissement 
des  surfaces  de  ses  tourillons  sur  les  surfaces  intérieures  d^s  eoussi* 
nets.  Une  corde,  attachée  par  une  de  ses  extrémités  en  un  point  de 
la  surface  du  treuil,  fait  un  certain  nombre  de  tours  sur  cette  surface, 
puis  s  en  détache  tangenliellement  suivant  une  direction  perpendiou* 
laire  aux  génératrices,  pour  aller  se  fixer  par  son  autre  extrémité  à 
un  corps  que  Ton  veut  faire  mouvoir  vers  le  treuil  ;  lorsque  le  treuil 
sert  i  faire  monter  verticalement  un  corps  peaant,  ce  qui  est  le  cas 
le  plus  ordinaire,  son  axe  de  rotation  est  horizontal,  et  la  corde  des- 
tinée à  élever  le  corps  s'en  détache  verticalement*  Pour  faire  tourner 
le  treuil  autour  de  son  axe,  de  manière  à  enrouler  la  corde  sur  sa 
surface,  et  par  conséquent  à  vaincre  la  résistance  appliquée  à  Texr 
Irémité  de  cette  corde,  on  agit,  aoit  au  bout  d'un  levier  implanté  dans 
le  corps  du  treuil,  soit  sur  le  contour  d'une  roue  adaptée  à  ce  treuil 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  ses  génératrices.  Soient  P  la  pui*< 
sanoe  appliquée  au  travail,  et  Q  la  résistance  k  vaincre  par  Tinter- 
médiaire  de  la  corde,  c'eaUà-dire  le  poids  dv«  corps  attaché  à  son 
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exirémité,  si  le  treuil  eit  employé  pour  élever  des  corps  pesants.  Le 
treuil  est  soumis  aux  deux  forces  P  et  Q,  et  en  outre  aux  actions 
que  ses  tourillons  éprouvent  de  la  part  des  coussinets;  nous  suppo- 
serons que  ces  actions  des  coussinets  sur  les  tourillons  sont  appliquées 
à  Taxe  même  du  treuil,  soit  en  négligeant  le  rayon  des  tourillons  qui^ 
est  ordinairement  très-petit,  soit  plutôt  en  ne  tenant  pas  compte  des 
frottements  qui  se  développent  entre  les  surfaces  des  tourillons  et  des 
coussinets.  Le  treuil  étant  en  équilibre  sous  Taction  des  forces  dont 
il  s*8git,  ou  bien  étant  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  son  axe,  ces  forces  doivent  satisfaire  aux  conditions  d'é- 
quilibre trouvées  précédemment  (§§  477  et  478);  si  Ton  considère  en 
particulier  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à  Taxe  du  treuil, 
cette  somme  Mt  être  nulle  :  donc  la  somme  des  moments  des  deux 
forces  P,Q,  par  rapport  à  cet  axe,  doit  être  égale  à  zéro,  puisque  les 
moments  des  actions  exercées  par  les  coussinets  sur  les  tourillois, 
par  rapport  à  cet  axe,  sont  nuls  d'eux-mêmes.  Il  en  résulte  que  les 
forces  F  et  Q,  que  nous  supposons  dirigées  dans  des  plans  perpendî* 
cnlaires  a  Taxe  de  rotation  du  treuil,  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
inverse  des  distances  R,  r,  de  cet  axe  à  leurs  directions  respectives. 
Pendant  que  le  treuil  tourne  d'un  angle  inâniment  petit  « ,  le  travail 
de  la  force  P  est  égal  à  PRa;  d'ailleurs  le  travail  de  la  résistance  Q, 
dans  le  même  temps,  est  égal  en  valeur  absolue  à  Qra;  ainsi,  dans 
le  treuil  considéré  comme  nous  l'avons  fait,  c'est-à-dire  sans  tenir 
compte  des  frottements  des  coussinets  sur  les  tourillons,  le  travail 
moteur  est  égal  au  travail  résistant, 

La  potUie  fixe  est  un  cas  particulier  du  treuil.  Elle  consiste  en  un 
disque  circulaire  d'une  certaine  épaisseur,  qui  peut  tourner  librement 
autour  de  son  axe  de  figure,  et  qui  présente  sur  tout  son  contour  une 
rainure  nommée  gorge.  Une  corde,  introduite  dans  la  gorge,  s'appli- 
que sur  une  portion  du  contour  de  la  poulio,  et  s'en  détache  tangen- 
tiellement  de  part  et  d'autre  pour  aller  d*Un  côté  se  fixer  à  un  corps 
qu'il  s'agit  de  faire  mouvoir  vers  la  poulie,  et  de  l'autre  côté  recevoir 
à  son  extrémité  libre  l'action  d'une  force  mouvante.  Tout  ce  que  nous 
avons  dit  pour  le  treuil  peut  s'appliquer  à  la  poulie  fixe  ;  il  n'y  a  de 
différence  qu'en  ce  que  la  distance  R  de  la  direction  de  la  puissanoe  P 
à  l'axe  de  la  poulie  est  égale  à  la  distance  r  de  la  direction  de  la  ré» 
sistance  Q  à  cet  axo«  de  sorte  que,  pour  l'équilibre,  on  doit  avoir 
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P  =  Q.  Dans  la  poulie  fixe,  comme  dans  le  treuil,  si  Ion  fait  abstrac- 
tion des  frottements,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant. 

La  poulie  peut  être  construite  de  deux  manières  différentes  :  ou 
bien  le  disque  dont  elle  est  formée  est  muni  sur  ses  deux  faces  de 
tourillons,  analogues  à  cerne  du  treuil,  qui  pénètrent  dans  des  coussi- 
nets;  ou  bien  ce  disque  est  percé  en  son  milieu  d'une  ouverture  cy- 
lindrique de  même  axe,  et  cette  ouverture  est  traversée  par  un  bou- 
lon autour  duquel  le  disque  peut  tourner.  Les  coussinets,  dans  le 
premier  cas,  et  le  boulon,  dans  le  second  cas,  sont  ordinairement 
adaptés  à  une  chape,  pièce  solide  en  forme  d'étrier  qui  présente  deux 
bras  s'élendant  de  part  et  d'autre  depuis  un  point  de  la  circonférence 
de  la  poulie  jusque  vers  son  centre,  et  à  Tintérieur  de  laquelle  la 
poulie  tourne  librement.  La  poulie  est  dite  fixe ,  lorsque  sa  cbape  est 
maintenue  dans  une  position  invariable  par  sa  liaison  à  des  corps  fixes  ; 
mais  la  chape  peut  être  mobile,  et  soumise  à  l'action  d*une  force  des- 
tinéeà  iêm  éqorKbreaux  forces  qui  sont  appliquées  aux  deux  extrémi- 
tés  de  la  corde  :  dans  ce  cas,  la  pouH«  prend  le  nom  de  poulie  moMe. 
Considérons,  par  exemple,  la  poulie  mobile  M ,  /(jr.  424  ,  dont  la  chape 

supporte  un  poids  Q,  et  qui  est  soute* 
nue  par  une  corde  attachée  d'une  part 
à  un  point  fixe  B,  et  soumise,  d'une 
autre  part,  à  une  fcNrce  de  traction  P^ 
La  poulie  étant  en  équilibre,  on  peut 
supposer  que  la  cbape  soit  fixe  sans 
que  l'équilibre  soit  troublé;  on  voit 
alors  y  en  appliquant  ce  qui  a  été  dit 
pour  la  poulie  fixe,  que  les  tensions  des 
deux  cordons  ÂB,  C  D ,  qui  se  détachent  de  la  poulie  de  part  et  d'au- 
tre ,  doivent  être  égales,  c'est^'dire  que  la  tension  du  cordon  A  B  est 
égale  à  la  force  P.  D'ailleurs  la  force  verticale  Q ,  qui  se  transmet  à 
Taxe  de  la  poulie  par  l'intermédiaire  de  la  chape,  doit  être  égale  et 
directement  opposée  à  la  résultante  des  tensions  des  deux  cordons 
AB,GD  :  donc  .ces  deux  cordons  AB,  CD  doivent  être  dirigés  dans 
un  même  plan  vertical ,  et  en  outre,  en  raison  de  l'égalité  de  leurs 
tensions,  ils  doivent  être  également  inclinés.  Soit  a  l'angle  que  chacun 
des  cordons  fait  avec  la  verticale  ;  on  devra  avoir,  d'après  ce  qui 
^  ient  d'être  dit , 


Fig.  12ft. 
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Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  puissance  P  ei  la  ré* 
sistance  Q,  pour  qoe  la  poolte  mobile  soit  en  équilibre.  Si  les  cor- 
ikws  AB,  CD  étaient  parallèles,  et  par  conséqaent  verticaux,  «  serait 
nul,  et  on  aurait 

on  reconnaît  facilement  dans  ce  cas  que  le  travail  moteur  est  égal  au 
travail  résistant,  en  remarquant  que  le  cbemin  parcouru  par  le  point 
d'application  de  la  puissance  P,  lorsque  la  poulie  monte  sans  que  les 
cordons  cesi^nt  d'être  parallèles,  est  précisément  double  du  chemin 
que  pareourt  en  même  temps  le  point  d'application  de  la  résis* 
tance  Q. 

On  donne  le  nom  de  moufles  à  une  machine  ftmnée  par  la  réunion 
de  plusieurs  poulies  fixes  et  mobiles.  Une  chape  6xe  supporte  plu- 
sieurs poulies,  qui  sont  placées  A  celé  les  unes  des  autres,  et  qui  peu- 
vent tourner  indépendamment  les  unes  des  autres  autour  d*un  même 
boulon  ;  une  chape  mobile  réunit  également  un  même  nombre  de  pou- 
lies, qui  sont  les  unes  par  rapport  aux  autres  dans  les  mêmes  condi- 
tions que  les  premières  ;  ces  deux  systèmes  de  poulies  sont  reliés  l'un 
A  l'autre  par  une  corde  unique,  qui  s'attache  par  une  de  ses  extrémi- 
tés en  un  point  de  la  chape  fixe  du  premier  système,  va  passer  dans 
la  gorge  de  l'une  des  poulies  do  second  système,  pa^se  ensuite  dans 
ta  gorge  d'une  poulie  du  premier  système,  puis  dans  la  gorge  d'une 
deuxième  poulie  du  second  système,  revient  passer  dans  la  gorge  d'une 
deuxième  poulie  du  premier  système ,  et  ainsi  de  suitOi  jusqu'à  ce 
que,  ayant  embrassé  successivement  toutes  les  poulies  situées  do 
part  et  d'autre,  elle  finisse  par  se  détacher  de  la  dernière  poulie  du 
premier  système  suivant  une  direction  quelconque  tangente  à  la  cir- 
conférence de  cette  poulie.  Supposons  qu'un  corps  de  poi  is  {)  soit 
suspendu  à  la  rhape  mobile  du  second  système,  et  cherchons  quelle 
deii  être  la  force  P  appliquée  à  Textrémité  libre  de  la  corde,  pour 
faire  équilibre  à  ce  poids  Q.  Si  Ton  suit  la  corde  dans  toute  sa  len* 
gueur,  depuis  son  point  d'attache  à  la  chape  fixe,  jusqu'à  son  exlré> 
mité  libre  sur  laquelle  agit  la  force,  on  voit  que  cette  corde,  passant 
surceasivement  dans  les  gorges  de  diverses  poulies ,  doit  avoir  par- 
tout la  mémo  tension  :  cette  tension  uniforme  est  égale  à  la  force 
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P  appliquée  à  rextrémité  libre.  D'un  autre  côté,  si  n  est  le  nombre 
des  poulies  portées  par  chacune  des  deux  chapes,  oq  voit  que  les 
deux  systèmes  de  poulies  sont  reliés  Tun  à  l'autre  par  %n  cordons 
€|ui  sont  sensiblement  parallèles;  la  résultante  des  tensions  de  ces 
2n  cordons  doit  évidemment  être  égale  au  poids  Q  supporté  par  la 
système  mobile  ;  et  comme  ces  tensioas  aoal  des  forças  parallèles 
toutes  égales  i  P,  il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 

Q  =  2nP. 

On  vérifie  encore  facilement  ici  que,  si  les  moufles  fonctionnent  de 
manière  que  le  système  inférieur  monte  uniformément  avec  le  poids  Q 
qu'il  supporte,  le  travail  moteur  est  égal  au  travail  résistant  :  en  effet 
il  est  aisé  de  voir  que  le  chemin  parcouru,  dans  un  temps  quelconque, 
par  le  point  de  la  corde  auquel  est  appliquée  la  force  de  traction  P, 
suivant  la  direction  de  cette  corde,  est  2n  fois  plus  grand  que  la  quan- 
tité  dont  le  poids  Q  monte  dans  le  mémo  temps. 


Équilibre  et  stabilité  d'un  corps  pesant  posé  sur  un  plan  fixe  ho- 
rizontal ou  incliné.  —  Réactions  du  plan.  —  Moments  et  degrés  dir 
vers  de  stabilité. 

Lorsqu'un  corps  pesant,  un  boulet  par  exemple,  repose  sur  un  plan 
horizontal  qu'il  touche  par  un  seul  point ,  il  exerce  sur  le  plan,  en  ce 
point ,  une  pression  verticale  égale  à  son  poids^  et  dirigée  de  haut  en 
bas  ;  de  EOB  côté  le  plan  réagi  t  sur  le  corpsi  et  exerce  sur  lui  une  pression 
égaie  et  directement  opposée  à  la  précédente.  Dans  le  cas  qù  un  corps 
pesant  repose  sur  un  plan  horizontal  qu'il  touche  par  plusieurs  points, 
on  peut  regarder  les  choses  comme  se  passant,  pour  chaque  point  de 
contact,  de  la  même  manière  que  s'il  n'y  en  avait  pas  d'autre  :  on 
peut  dire  que  le  corps  exerce  sur  le  plan,  à  chacun  de  ses  points  de 
contact,  une  pression  diri^^ée  verticalement  et  de  haut  en  bas  ;  et 
aussi  que  le  corps  éprouve  de  la  part  du  plan ,  en  ces  divers  pointa, 
des  pressions  égales  et  contraires  aux  précédentes.  Si  le  corps  touche 
le  plan  par  une  face  plane  d'une  certaine  étendue,  on  peut  regarder 
chaque  point  de  cette  face  comme  étant  un  point  de  contact  ;  dani 
ce  cas,  en  coosidère  le  corps  comme  exerçant  sur  le  plan  une  prasr 
sion  dirigée  verticalement  et  de  haut  en  bas ,  en  chaquf  point  de 
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la  surface  de  coDtact,  et  comine  éprouvant  en  ce  point ,  de  la  part 
du  pian,  une  pression  égale  et  contraire  à  la  précédente. 

Les  réactions  du  plan  sur  le  corps,  aux  divers  points  par  lesquels  il 
le  touche,  sont  des  forces  parallèles  et  de  même  sens  dont  la  résul- 
tante doit  faire  équilibre  au  poids  du  corps  et  par  conséquent  doit  être 
dirigée  suivant  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité.  Soient 

A,  B,  C,  D,...., 
fig-  425,  les  points 
d'appui   du    corps 
>j,  /        bur  le  plan  P.  Cens- 

/  (ruiëons  un  polygo- 

■*"•*••..  y'  j  ne  convexe  ABDFH, 

I  /  ayant    pour    som- 

mets des  points  pris 


^^^  *^^  parmi    ces    points 

d'appui,  et  contenant  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés  tous  ceux  de 
ces  points  d'appui  qui  ne  sont  pas  à  ses  sommets.  11  est  clair  que, 
par  cela  $eul  que  les  réactions  du  plan  P  sur  le  corps  sont  des  forces 
parallèles  et  de  même  sens,  la  réaultante  de  ces  réactions  ne  peut 
pas  passer  en  dehora  de  ce  polygone  :  donc,  pour  que  le  corps 
pesant  soit  en  équilibre  sur  le  plan  P,  dans  la  position  où  nous  le 
considérons,  il  faut  que  la  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité 
perce  le  plan  P  à  Tintérieur  du  polygone  dont  il  8*agit ,  et  au- 
quel on  donne  le  nom  de  polygone  d^appui  du  corps  sur  le  plan.  Le 
nombre  des  points  de  contact  A,  B,  C,*D, ...  du  corps  avec  le  plan 
n'ayant  pas  été  particularisé,  ce  qui  vient  d'être  dit  est  évidemment 
applicable  au  cas  où  le  corps  toucherait  le  plan  dans  toute  retendue 
d'une  face  plane  ;  daos  ce  cas  le  polygone  d'appui  peut  être  curvi- 
ligne dans  une  partie  ou  dans  la  totalité  de  son  contour. 

Le  corps  pesant  que  nous  considérons  étant  en  équilibre  sur  le 
plan  P  qu'il  louche  par  les  points  A,B,  C,  D, . . .,  concevons qnon 
vienne  le  tirer  transversalement  vers  le  haut,  de  manière  à  le  renver- 
ser sur  le  plan  en  le  faisant  tourner  autour  du  côté  AB  du  polygone 
d'appui.  Pour  que  ce  mouvement  de  rotation  puisse  se  produire,  il 
faudra  que  la  force  de  traction  appliquée  au  corps  soit  capable  défaire 
équilibre  au  poids  du  corps,  qui  agit  dans  ce  cas  comme  une  résis- 
tance ;  il  faudra  donc  que  le  moment  de  celle  force  de  traction  par 
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rapport  à  l'axe  A  B  soit  égal  au  moment  du  poids  du  corps  par  rapport 
au  même  axe,  c  est-à-dire  égal  au  produit  de  ce  poids  par  la  distance 
de  AB  au  point  où  le  plan  P  est  percé  par  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  du  corps.  On  voit  par  là  que  le  renversement  du 
corps-  sur  le  plan,  par  rotation  autour  d*un  des  côtés  du  polygone 
d'appui  ABDFH,  présente  plus  ou  moins  de  difficulté ,  suivant  que 
Ton  considère  tel  ou  tel  côté  de  ce  polygone  :  ce  renversement  est 
d'autant  plus  facile  que  le  côté  autour  duquel  on  veut  le  produire  est 
plus  rapproché  du  point  où  la  verticale  menée  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  perce  le  plan  d'appui.  Si  Ton  multiplie  la  distance 
de  ce  point  au  côté  le  plus  rapproché,  par  le  poids  du  corps,  on  obtient 
ce  qu'on  nomme  le  moment  de  stabilité  do  corps  :  c'est  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  avoir  le  moment  de  la  force  de  traction  appliquée 
au  corps,  pour  produire  le  renversement  de  ce  corps  sur  le  plan. 

Un  corps  pesant,  posé  sur  un  pian  incliné,  peut  y  rester  en  équili- 
bre comme  sur  un  plan  horizontal ,  pourvu  que  l'inclinaison  du  plan 
ne  soit  pas  trop  forte.  Dans  ce  cas,  on  peut  considérer  le  corps  comme 
exerçant  toujours  sur  le  plan,  aux  divers  points  par  lesquels  il  le 
touche,  des  actions  verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas  dont  hi  ré- 
sultante est  égale  au  poids  du  corps;  et  de  mâsM  on  peut  reigarder 
le  |4an  comme  exerçant  sur  le  corps  des  réactions  égal»  et  contraires 
aux  actions  dont  on  vient  de  parler.  Il  n'y  a  de  différence  avec  ce  qui 
se  passe  lorsque  le  plan'est  horizonlal,  qu'en  ce  que  les  actions  et 
réactions  qui  se  développent  entre  le  corps  et  le  plan ,  aux  divers 
points  par  lesquels  ils  se  touchent,  sont  obliques  par  rapi)ort  au  plan, 
an  lieu  de  lui  être  perpendiculaires.  On  peut  considérer  de  même  le 
polygone  d'appui  du  corps  avec  le  pUn,  et  dire  que,  pour  l'équilibre, 
il  faut  que  la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  du  corps  ren- 
contre le  plan  à  l'intérieur  de  ce  polygone  d'appui.  On  peut  égale- 
ment considérer  ce  que  nous  avons  nommé  moment  de  stabilité,  en 
observant  cependant  que,  ce  moment  de  stabilité  étant  le  plus  petit 
des  moments  du  poids  du  corps  par  rapport  aux  divers  côtés  du  poly- 
gone d'appui  [§  403),ea  valeur  s'obtient  en  prenant  la  distance  du  point 
où  la  verticale  du  centre  de  gravité  du  corps  perce  le  plan  au  côté 
qui  est  le  plus  rapproché  de  ce  point,  et  multipliant  cette  distance  par 
la  projection  du  poids  du  corps  sur  une  |)erpendiculaire  au  plan. 


Lois  expérimeHlaln  da  frotlfmtnl  :  1'  à  l'inslant  du  départ, 
'if  pendant  le  mouvement.  —  Expériencet  da  Coviomb  retalivet  au 

frotteiuent  des  corps. 

Lorsqu'on  corps  pesant  repose  sar  un  plan  horizontal ,  et  qu'on 
dierche  à  le  faire  glisser  sur  ce  plan  ,  on  éprouve  une  résislaDCe  :  il 
existe  entre  le  coi^  et  le  plan  une  adhérence  qui  s'oppose  au  glisse- 
ment ,  et  cette  adhérence  n'est  vaincue  que  quand  on  applique  au 
corps  une  Torce  de  tracUon  suffisamment  grande.  La  résistance  dont 
il  s'agit,  considérée  à  l'inslant  où  le  corps  commence  à  glisser,  ohis- 
titue  ce  (]u'oM  nomme  le  frottement  du  corps  sur  le  plan.  Lorsque  le 
corps  que  l'on  considère  a  commencé  à  glisser  sur  le  plan  qui  le 
supporte ,  on  a  besoin ,  pour  entretenir  son  mouvement  sans  que  sa 
vilesm  diminue ,  de  lui  appliquer  constamment  une  certaine  force  de 
traction  destinée  à  vaincre  une  résistance  analogue  à  celle  qui  l'em- 
pêchait tout  d'abord  de  se  mettre  en  mouvement  j  cetl«  nouvelle 
réstetance  est  également  désignée  sous  le  nom  de  frottement.  Hais  on 
he  doit  pas  confondre  ces  deux  frottements  ,  qui  n'ont  généralement 
pas  la  même  intensité  :  on  tes  distingue  en  attribuant  au  premier  le 
nom  spéclaIde/V-oHeni«i(au(Kpar(,  et  au  second  celui  de /'rof/emfn/ 
pendant  h  mouvement. 

Coulomb  a  fait  des  expériences  pour  déterminer  les  lois  du  frolte- 
tnent  au  départ.  Pourcela  il  s'est  servi  de  l'appareil  représenté  par  la 


/fg.  426.  Due  caisse  A  ,  qu'on  chargeait  de  poids  à  volool^,  pourait 
glisser  surdeui  madriers  horizontaux  B,  placés  A  côté  l'un  de  l'autre; 
une  corde  attachée  à  U  caisss  paissait  dans  la  gor^jL'  d'une  |M>ulie  C| 


AFraNDIGB.  607 

descendait  verticaleméht ,  et  se  terminait  par  un  plateau  D.  Après 
avoir  chargé  la  caisse  A ,  il  suffisait  de  mettre  des  poids  dans  le 
plateau  D,  en  quantité  convenable  pour  que  le  nuravemeiit  eonn- 
mençâi  à  se  produire  :  les  poids  mis  dans  te  plateaa ,  augmentés  du 
poids  du  plateau  lui-même,  étaient  la  mesure  de  la  force  de  traction 
qui  avait  mis  la  caisse  en  moBvemenlt  et  par  suite  la  mesure  du  frot- 
tement qui  s'opposait  à  ce  mouvement.  On  pouvait  faire  varier  à 
volonté  :  4(»  la  charge  de  bt  caisse  A  ;  f  la  nature  des  surfaces  flot- 
tantes, en  mettant  sur  les  madriers^  et  en  fkaiit  au-dessous  de  la 
caisse,  les  cotpsd&  diverses  espèces  qu'on  voulait  soumettre  à  Texpé- 
rience;  d*  enBn  la  grandeur  des  surfacos  flottantes,  en  faisant  vsriel* 
retendue  de  la  surface  par  laquelle  la  caisse  s'appuyait.  Coulomb  a 
t.'Oti^  fffnsi  que  le  frottement  au  départ  est  :  4*  proportionnel  à  la 
pression  qui  s'exerce  entre  tes  deux  corps  qui  glissent  Tùn  sur  Tautre; 
T  indépendant  de  retendue  des  surfaces  flottantes. 

Le  même  appareil  a  servi  à  Coulomb,  pour  étudier  tes  lois  du  frot- 
tement pendant  le  mouvement.  A  cet  effet  il  déterminait  le  glissement 
de  la  caisse  en  mettant  des  poids  en  quantité  convenable  dans  le  pla- 
teau D;  puis  il  observait  la  loi  du  mouvement  produit,  en  évaluant 
les  terapa  employés  par  Ui  plateau  D  à  descendre  sucoassivement  de 
quantités  égales.  11  trouva  dt  cette  manière  que  le  mouvement  de  la 
caisse  était  toujours  un  mouvement  uniformément  accéléré.  La  force 
qui  détermine  le  mouvement  de  la  caisse  est  le  poids  du  plateau  D  et 
de  ce  quUl  contient  ;  mais  cette  force  est  détruite  en  partie  par  le 
frottement  qu'éprouve  la  caisse  en  glissant  :  la  portion  restante  de  cette 
force  donne  lieu  à  l'accélération  du  mouvement.  Cette  accélération 
étant  constante ,  on  en  conclut  que  l'excès  du  poids  du  plateau  D,  avec 
ce  qu'il  contient,  sur  le  frottement  de  la  caisse,  a  toujours  la  même 
valeur  :  le  frottement  reste  donc  le  même ,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  D'ailleurs ,  la  connaissance  de  l'accélération  de  ce  mou- 
vement permet  de  trouver  la  grandeur  dû  frottement.  En  eflet ,  soient 
F  ce  frottement ,  P  le  poids  de  la  caisse ,  p  le  poids  du  plateau  D 
chargé ,  et  T  la  tension  de  la  corde ,  tension  que  Ton  peut  regarder 
comoie  constante  dans  toute  sa  longueur  ;  p-^T  et  T — F  sont  évidem- 
ment les  forces  qui  agissent  sur  le  plateau  et  sur  la  caisse  considérés 
séparément ,  et  par  consé  |uent  on  a ,  dans  le  mouvement  rectiligne  de 
ces  deux  corps, 
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;  étant  Tacoélération  :  donc,  en  ajoutant  ces  deux  relations ,  puis  ré^ 
solvant  par  rapport  à  F,  on  a 

y 

£n  opérant  ainsi ,  et  faisant  varier  les  circonstances  dans  lesquelles 
se  produisait  le  glissement,  comoie  lorsqull  s*agissait  du  frottement 
au  départ ,  Coulomb  a  reconnu  que  le  frottement  pendant  le  mouve- 
ment est  :  4<»  proportionnel  à  la  pression  P  ;  t^  indépendant  de  l'éten- 
due des  surfaces  frottantes  ;  3<>  indépendant  de  la  vitesse  du  glisse- 
ment. Le  frottement  pendant  le  mouvement  est  généralement ,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  plus  faible  que  le  frottement  au  départ. 

Soit /'le  rapport  du  frottement  F  à  la  pression  P,  rapport  qui  ne 
dépend  que  de  la  nature  des  surfaces  frottantes ,  soit  qu'il  s'agisse 
du  frottement  au  départ ,  soit  qu*il  s'agisse  du  frottement  pendant  le 
mouvement.  On  a 

F  =  ^P. 

Ce  rapport  f  se  nomme  coeffieimi  de  froUemeni,  Pour  un  même  corps, 
glissant  sur  une  même  surface,  on  doit  distinguer  deux  coefficients  de 
frottement ,  suivant  que  Ton  considère  le  frottement  au  départ  ou  le 
frottement  pendant  le  mouvement;  d'après  ce  que  nous  avons  dit ,  le 
second  est  généralement  plus  petit  que  le  premier. 

Mouvement  uniforme  et  équilibre  d'un  corps  sur  un  plan  inclina, 
en  supposant  ce  corps  uniquement  soumis  à  l'action  de  la  pesanteur 
et  au  frottement  du  plan.  —  Cas  du  mouvement  uniformément  accé- 
léré. —  Équation  du  travail  et  des  forces  vives,  —  Portion  du  tra- 
vail absorbée  par  le  frottement. 

Lorsqu'un  corps  pesant  repose  sur  un  plan  incliné  qui  fait  un  angle 
a  avec  l'horizon,  le  poids  P  du  corps  peut  se  décomposer  en  deux 
composantes,  dont  l'une  Pcosa  est  normale  au  plan,  et  l'autre  Psina 
est  parallèle  au  plan.  La  première  composante  Pcosa  est  la  pression 
que  le  corps  exerce  sur  le  plan;  et  la  seconde  Psina  tend  à  faire 
glisser  le  corps  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan.  Pour 
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que  cette  deroière  force  puisse  déterminer  le  glissement  du  corps,  il 
faut  qu'elle  ne  soit  pas  plus  petite  que  le  frottement  correspondant  à  la 
pression  Pcosx  :  donc,  si  Ton  a 

Psina  </'Pcosa, 

/" étant  le  coefficient  du  frottement  au  départ ,  le  corps  restera  immo< 
bile  sur  le  plan,  malgré  Tinclinaison  de  ce  plan.  L'inégalité  que  nous 
venons  de  poser  revient  à  la  suivante 

tanga</, 

ou  bien  encore  à 

en  posant 

fzn  langç. 

Cet  angle  9;  dont  la  tangente  est  égale  k,f,  se  nomme  angle  de  frot- 
tement. Ainsi ,  pour  qu'un  corps  pesant,  posé  sur  un  plan  incliné, 
ne  glisse  pas  sur  ce  plan ,  il  fi)ut  que  l'inclinaison  du  plan  soit  plus 
petite  que  l'angle  de  frottement. 

Si  le  corps  pesant  glisse  sur  le  plan  incliné,  en  descendant  suivant 
ta  ligne  de  plus  grande  pente  j  le  frottement  qu'il  éprouve  de  la  part 
du  plan  est  /*Pcosa ,  ^  étant  le  coefficient  de  frottement  pendant  le 
mouvement;  la  force  Psina  agit  d'ailleurs  dans  le  sens  du  mouve- 
ment ;  pour  que  le  mouvement  soit  uniforme,  il  faut  qu'on  ait 

Psinarr/PcoSa  , 


d'oùl'on  tire 


ou  bien  encore 


tanga=  f, 


:0 


«p  étant  déterminé  comme  précédemment.  Ainsi ,  pour  qu'un  corps 
pesant  glisse  uniformément  sur  un  plan  incliné,  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan,  il  faut  que  ce  plan  fasse  avec  l'horizon  un 
angle  égal  à  l'angle  de  frottement.  On  doit  observer  que  cet  angle  de 
frottement  n'est  pas  le  même  que  celui  dont  il  a  été  question  tout  à 
l'heure  ;  il  se  rapporte  au  frottement  pendant  le  mouvement,  tandis 
que  l'autre  se  rapporte  au  frottement  au  départ. 
Si  a  est  plus  grand  que  9,  la  force  P  sin  « ,  qui  agit  dans  le  sens 

39 
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du  mouvement,  est  plus  grande  que  le  frottement  ^P  cos« ,  qui  agit 
en  sens  contraire  ;  le  mouvement  s'accélère  donc  sous  Vaclion  de  la 
force 

Psina  —  fPcosoL , 

et  comme  cette  force  est  constante,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  est 

uniformément  accéléré.  Laforce  dont  nous  venons  de  donner  l'exprès- 

p 

sion  étant  égale  au  produit  de  la  masse  -  du  corps  par   l'accélé- 

Sr 

ration  de  son  mouvement,  il  s'ensuit  que  cette  accélération  a  pour 
valeur 

g  (sina  — fcosflt). 

Lorsque  le  corps,  parti  sans  vitesse  initiale,  a  déjà  parcouru  une 
distance  x  sur  le  plan,  on  a,  pour  déterminer  sa  vitesse  t?,  la  for- 
mule 

v^ysz%g  (ana  — >/G0S«)a^. 

p 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  la  masse  -  du  corps,  on 

aura 

P 

-v«  =  îP(8in« — fcos(L)x  : 

9 

P 

Cette  équation  indique  que  la  force  vive  -  v^  du  corps  est  égale  au 

double  du  travail  de  la  force  qui  lui  est  appliquée,  travail  qui  n'est 
autre  chose  que  l'excès  du  travail  moteur  P  sin  (t.x  de  la  pesanteur 
sur  le  travail  résistant  fPcosoL.x  du  frottement.  Le  rapport  du  tra- 
vail /Pcosocx,  absorbé  par  le  frottement,  au  travail  total  Psina. x 
de  la  pesanteur,  est  égal  à 

sina  ' 

ou  bien 

tangy 
tang  a  ' 

en  désignant,  comme  précédemment,  par  7  l'angle  de  frottement. 

Frottement  dans  la  poulie  fixe.  —  Considérons  une  poulie  tra- 
versée en  son  milieu  par  un  boulon  fixe,  autour  duquel  elle  peut 
tourner.  Pondant  que  cette  poulie  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche  m, 
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fig.  427,  sous  Taction  de  la  puissance  P  et  de  la  résistance  Q,  l'eu- 

^^r  verlure  circulaire  dont   elle  est  percée 

^gy^       Jjjs^  touche  le  boulon  en  un  point  A  ;  ce  boulon 

^ /      "W  /    \  exerce  en  A,  sur  la  poulie,  une  pression 

normale  N  et  un  frottement  tangcntiei  /N. 
Le  mouvement  de  la  poulie  étant  supposé 
.  uniforme,  les  quatre  forces  P,  0»  N,  ^N 
doivent  se  faire  équilibre;  la  résultante 
des  deux  forces  P,  Q  doit  donc  être  égaie 
et  directement  opposée  à  celle  des  deux 
Fig.  127.  forces  N,  fS  :  soit  R  cette  résultante  des 

forces  P,  Q.  La  résultante  des  forces  N, 

fH  est  égale  à  v^N»  +  /*N*;  donc,  déjà  on  doit  avoir 


d'où  Ton  tire 


et  par  suite 


r  =  Vn«  +  /*n«, 


^N  =  R        ' 


Cette  formule  permet  de  trouver  le  frottement  ^,  lorsque  Ton  con- 
naît la  résultante  R  des  deux  forces  P,  Q.  Exprimon.^,  en  outre,  que 
la  somme  des  moments  des  quatre  forces,  appliquées  à  la  poulie, 
par  rapport  à  son  axe  de  figure,  est  égale  à  zéro,  nous  trouverons 
ainsi 

en  désignant  par  r  le  rayon  de  la  poulie,  et  par  r*  le  rayon  de  son 
ouverture  centrale.  Si,  dans  cette  relation,  nous  mettons  à  la  place 
de  R  sa  valeur  en  fonction  de  P  et  0,  nous  pourrons  en  conclure  le 
rapport  qui  doit  exister  entre  la  pui^ïSanCe  P  et  la  résistance  Q.  Nous 
allons  examiner  seulement  deux  cas  particuliers. 

Si  la  force  P  agit  parallèlement  à  la  direction  de  la  résistance  Q,  et 
dans  te  même  sens,  on  a 

R  =  P  +  0, 
39. 
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et  par  suite  on  en  déduit 


V       ry/T+f*-fr' 

Si  la  force  P  agit  perpeadiculairement  à  la  direction  de  la  rédis- 
tance Q,  on  a 

Rzzv/phFqT 

En  Bubstîtoanldans  Féquation  des  moments,  on  aura  une  équa- 
tion du  second  degré  pour  déterminer  le  rapport  de  P  à  Q.  Des  deux 
racines  de  cette  équation  du  second  degré,  une  seule  convient  à  la 
question  qui  nous  occupe;  Vautre  s'est  trouvée  introduite  par  le  calcul 

qu'on  a  dû  effectuer  pour  faire  disparaître  le  radical  V  P*  +  Q*  contenu 
dans  le  dernier  terme  ;  et  par  conséquent  elle  convient  à  une  équation 
analogue  à  noire  équation  des  moments,  dans  laquelle  le  dernier 
terme  serait  affecté  du  signe  +  au  lieu  du  signe  — ,  c*e8t^à-dire 
qu'on  devrait  la  prendre  si  le  frottement  agissait  comme  puissance  au 
lieu  d'agir  comme  résistance.  Donc,  c'est  la  plus  grande  des  deux 
racines  de  l'équation  du  second  degré  que  Ton  doit  considérer  ici; 
puisque  le  rapport  de  P  à  Q  est  évidemment  plus  grand,  lorsque  le 
frottement  agit  comme  résistance,  qu'il  ne  serait  si  ce  frottement 
agissait  au  contraire  comme  puissance. 


FIN. 


ERRATA. 


Page   93,  ligne  42,  à  la  fin,  au  lieu  cfe  :  i  ^  rf«,  lisez  :{v^  d%. 
—  448,    —    4i,  au  lieu  de  :  gradation,  lisez  :  graduation. 
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